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Resumo

Uma das utilizagoes das condutas na industria do gas é o transporte e armazenamento
de gés. Para analisar a dindmica do gas numa conduta, usam-se modelos para simulacao, de
forma a facilitar o seu projeto e operacao, nomeadamente no seu dimensionamento ou escolha
de pardmetros para cumprir requisitos de fornecimento de gas. O estudo do comportamento do
gas nas condutas também permite a percepcao de possiveis fugas existentes, de forma a evitar

acidentes ou falhas.

Este trabalho é referente ao estudo da modelacao e simulagao de gas, com foco na andlise
da simulagao de um gasoduto. A dindmica do gds numa conduta é descrita por um sistema
de equacoes diferenciais as derivadas parciais, cuja deducgao se baseia em trés principios funda-
mentais da Mecanica dos Fluidos. Sao consideradas simplificagoes na obtengao do modelo com
base no caso de estudo em questdao que é composto por dados reais. Devido & dificuldade em
calcular a solucao exata deste problema sao usados diferentes métodos das diferencas finitas, tais
como os métodos explicitos e implicitos para obter uma solugao numérica. De modo a obter um
problema de valor inicial bem posto, usamos o modelo em regime estacionério para calcular as
funcoes que representam o comportamento do gas numa conduta nos primeiros dois instantes.
Os métodos numéricos sao implementados no Matlab, e damos especial relevincia as questoes da
consisténcia, estabilidade e convergéncia dos métodos. Além disso, cada método das diferengas

finitas é aplicado ao caso de estudo para calcular a solugéao aproximada do modelo dindmico.

O presente trabalho é parte de um estudo de pesquisa para analisar a dindmica do gés,
que compara os diferentes métodos usados das diferencas finitas para dar solucdo a modelos de

redes de gas, em particular ao modelo hiperbélico.

Palavra-Chave
Simulagdo de redes de gas; Método das diferencas finitas; Condutas de transmissao de alta

pressao; Modelos dindmicos; Equacoes as derivadas parciais







Abstract

One of the uses of pipelines in the gas industry is the transportation and storage of gas. It
is important to study the gas dynamics in the pipelines to facilitate their design and operation,
namely it’s sizing the design or choice of parameters to meet certain gas supply requirements.
The study of the gas dynamics also allows the perception of possible leaks, to avoid accidents or

failures.

This work is related to the study of gas modeling and simulation, focusing on the analysis
simulation of a gas pipeline. The dynamics of gas is represented by a hyperbolic partial differential
equation, deduced from three fundamental principles of Fluid Mechanics. Simplifications are
considered in obtaining the model based on the case study in question, which is composed of real
data. Due to the difficulty to calculate an exact solution for this problem, different finite difference
schemes are used, to aproximate the solution as explicit and implicit methods. In order to have a
well-posed initial boundary value problem, we use the steady state model to calculate the initial
value function. The numerical methods are implemented in Matlab, and a special attention
is given to issues as consistency, stability and convergence of the methods. Furthermore, each
finite difference method is applied to the case study to calculate the approximate solution of the

dynamic model.

The present work is part of a research study to evaluate comparatively different numerical

methods for the solution of gas network models, in particular the hyperbolic model.

Keywords
Gas networks simulation; Finite difference methods; High pressure transmission pipelines; Dy-

namic models; Partial differential equations
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1. Introducao

O géas natural é um combustivel muito utilizado atualmente. Por este motivo torna-se
indispensavel monitorizar as redes de gas. Estas redes sao constituidas por vastos quilémetros
de condutas que estao interligadas entre si e operam a diferentes pressoes. Através das condutas
é possivel transportar o gas a longas distancias, desde os pontos de entrada nas condutas de
alta pressao até a saida para os operadores de baixa e média pressao, industrias e reservatorios
abastecidos a alta pressao. Para monitorizar as redes de gas é necessario estudar o comporta-
mento do gas no interior das condutas. S&ao usados modelos matematicos para representar a
dindmica do gés, considerando diferentes condi¢oes ou parametros, de forma a facilitar o projeto
e operacao dos gasodutos, nomeadamente no seu dimensionamento ou na escolha dos parametros
para cumprir requisitos de fornecimento. O comportamento do gés pode ser analisado em regime
estacionario ou transitorio. Os modelos estacionarios ainda sdo muito utilizados na industria,
no entanto, a dindmica do gas nas condutas nao pode ser esquecida, sob o risco de cometermos
erros grosseiros, uma vez que o caudal e a pressdao variam ao longo do dia e do ano. Os modelos
em regime estacionario sao descritos por sistemas de equagoes algébricas, sendo facilmente re-
solvidas, quando comparados com os modelos dindmicos, que sao representados por sistemas de
equacgoes as derivadas parciais e nao lineares, e cuja resolucao é uma tarefa mais complexa.

Neste trabalho, a dindmica do gas no interior das condutas é representado pelo seguinte

modelo, deduzido com base em principios fundamentais da Mecanica dos Fluidos,

dq(x,t) _ Op(x,t) [ @Pxt)  plat)
ot = A Ox 2dA p(x,t) A c? gsinf
(1.1)
Op(x,t) ¢ Dal,t)
ot B A Oxr

em que ¢q(z,t) > 0. Sendo p e ¢ a pressdo e o caudal, respectivamente, em relagdo ao espago,
x, e ao tempo, t; A é a area da seccdo da conduta, d o didmetro da conduta; ¢ a velocidade
isotérmica do som; f o fator de friccao e € o dngulo de inclinagao da conduta. Este modelo
é uma simplificacao do modelo completo, pois é aplicado a um gasoduto em particular, com

condi¢oes de operacionalidade que tém de ser respeitadas. Devido a tratar-se de um modelo
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nao linear é necessario primeiro proceder & lineariza¢ao do modelo matematico (1.1). O sistema
linearizado é depois reduzido a uma equagao diferencial parcial hiperbdlica para representar o

caudal de gas numa conduta:

0q(x,t) 0q(x,t)

02q(z,t) 2 0%q(z, 1)

R P T (12
d B fct q B yc? ~ Agsinf bl | d )
sendo B = 5DAp p=rer= 5 O problema para o qual queremos determinar

a solugao é formulado para o caudal massico, visto que, em relagao a pressao é feito de forma

analoga. Este sistema estd ainda sujeito as seguintes condigOes iniciais e de fronteira:

q(l’,O) = QO(x)a 0<z < L7
9q(z,0) .
—_— = z), 0<z<lL,
5 do() (1.9)
q(0,t) = fo(t), t=0,
{ q(L,t) = fo(t), t=0,

onde qo(z), fo(t) e fr(t) s@o fungdes continuas.

O problema de valor inicial e valores de fronteira consiste em determinar a fungao continua
q(z,t) parat > 0,0 < z < L, sendo L o comprimento da conduta, que satisfaz (1.2), para ¢t > 0
e 0 <z < L, e satisfaga as condigoes iniciais e de fronteira (1.3).

Dada a grande dificuldade em obter uma solucao analitica para (1.2)-(1.3), é utilizado um
método numeérico para obter uma solucao aproximada. Além disso, é necessario ainda calcular a
funcao inicial go(x) e go(x), o que fazemos a partir da resolu¢ao do modelo em regime estacionario.

Para validar os métodos numéricos e os resultados de convergéncia obtidos é usado um
caso de estudo. Os dados usados nas simulagoes sdo referentes a uma conduta pertencente a
rede de gas portuguesa, que esta situada perto de Sines. Foram fornecidos, pela empresa Redes
Energéticas Nacionais (REN), os valores de caudal méssico e pressao nos extremos da conduta.

A conduta da rede nacional é considerada horizontal devido ao seu pequeno angulo de
inclinagao. Este trabalho tem um caracter pedagobgico, por essa razao, empregando os mesmos
dados da REN, simulamos a conduta horizontal e uma conduta inclinada utilizando o método
numérico das diferengas finitas. O estudo da dindmica do géas é feito para condutas horizontais
e inclinadas, onde o estudo da estabilidade se torna mais complexa neste segundo caso.

A convergéncia é um dos conceitos basicos da aplicacao das diferengas finitas que nao é
comumente estudado em trabalhos cientificos. Neste trabalho pretende-se dar enfase ao estudo da
estabilidade dos sistemas que sdo gerados na aproximacao do modelo pelo método das diferencas

finitas.




O grande objetivo deste trabalho é estabelecer uma metodologia de simulagao em condutas
de gés. Simulamos a pressao e o caudal massico no interior da conduta situada perto de Sines,
a partir dos métodos explicitos e implicitos das diferengas finitas, utilizando o software Matlab.
Além disso, sao comparadas diferentes formas de discretizar as derivadas parciais de primeira
ordem dos métodos explicitos e implicitos, e sao efetuados os estudos da convergéncia dos mesmos.

De modo a alcangar o objetivo pretendido, no Capitulo 2 é feita a revisao bibliografica, para
contextualizar as simulacGes numéricas, e apresenta-se brevemente o problema do transporte de
gas. Ainda neste capitulo, é exposta a rede de transporte de gas nacional e é feita uma revisao
dos principais modelos e métodos numéricos usados para simular o comportamento do gas nas
condutas presentes na literatura.

No Capitulo 3, é feita a dedugao do modelo matematico usado e sao calculadas as condigoes
iniciais a partir da resolugao da equacao diferencial reduzida do modelo estacionario.

Ao longo do Capitulo 4, é discretizado o modelo obtido no Capitulo 3 através do método
das diferencas finitas. Ainda neste capitulo é apresentado uma classe de métodos que compreende
os métodos implicitos e explicitos.

O estudo dos conceitos fundamentais da aplicacao do método numérico em questdo, como
a convergéncia, consisténcia e estabilidade, é feito no Capitulo 5.

De modo a se obter a simulagao da conduta que faz parte do gasoduto nacional, no Capitulo
6 é apresentado o caso de estudo, isto é, os dados usados nas simulacées numéricas. Sao também
apresentados e discutidos os resultados obtidos nas simulacoes.

No ultimo capitulo sao expostas as conclusoes do trabalho realizado e sao sugeridas algumas

ideias para trabalhos futuros.







2. Redes de Gas Natural

O gas natural é um combustivel fossil constituido por hidrocarbonetos, sobretudo por
metano, e utilizado para diversas aplicagoes. Como por exemplo, no setor automoével, como
combustivel, nas residéncias para promover calor, em comércios e variadas utilizagoes no setor
industrial, tal como a geracgao de eletricidade.

Este capitulo visa contextualizar as simulagoes numeéricas realizadas neste trabalho. Come-
camos por fazer uma breve introducao sobre as formas de transporte do gas natural, dando espe-
cial relevo aos gasodutos, que ligados entre si formam uma rede de gas. Juntamente, apresenta-se
os principais constituintes de uma rede tipica. Na segunda seccao descreve-se o gasoduto nacio-
nal, pois os dados utilizados nas simulagoes sao referentes a uma conduta perto de Sines e visa a
contextualizar as simulagoes numéricas realizadas neste trabalho. Na Seccao 2.3, foram revistos
alguns dos principais trabalhos na 4rea de modelagao e simulacao para representar o caudal e

pressao no interior das condutas.

2.1. O transporte de gas natural

Para que o gés natural seja fornecido aos consumidores, tém de ser percorridas cinco fases
distintas: exploracao, extracdo, processamento, transporte e marketing. A primeira fase é a
exploracao, que consiste na localizagao dos reservatoérios subterraneos naturais de gas natural.
Uma vez identificado o reservatorio, a proxima fase é a extragao. O depo6sito subterraneo é per-
furado e o gas flui para a superficie sendo encaminhado para uma unidade de processamento de
gas. Nessa unidade, o gés é processado, tornando-se um gas comercialmente utilizavel. Na fase
seguinte, o gas é transportado até ao mercado através de camioes, navios ou gasodutos. O pro-
cesso designado por marketing é efetuado quando o gas ¢ distribuido pelos distritos (Arumugam,
2015).

Relativamente ao transporte do gas natural, este poderé ser realizado por navios metaneiros
aquando na sua forma liquefeita ou ainda, para reduzidos volumes e pequenas distincias, por
camides. Quando é requerido o transporte de grandes volumes de gés em regime de operacao

continua e para grandes distancias, o transporte é usualmente efetuado através de gasodutos




2. Redes de Gas Natural

(ERSE, 2003).

Os gasodutos sao tubagens de grande didmetro utilizadas para transportar gases combus-
tiveis. Uma conduta é constituida por um conjunto de tubos soldados os quais possuem um
comprimento médio de 12 metros (Soares, 2009).

A ligagao entre vérias condutas forma uma rede de transporte de gas natural. As principais

estacoes de gasodutos presentes numa rede tipica sdo (REN, 2018; Santos, 2010):

e As estagoes de valvulas de seccionamento, em que estas valvulas tém como objetivo o sec-

cionamento e despressurizacao da tubagem para manutencdo ou para casos de emergéncia;

e Estacoes de derivacao, com o objetivo de derivar as condutas em ramais para distribuicao

local;

e Estagoes de regulagao de pressao e medigao, sendo a sua fungdo medir, monitorizar, contro-
lar o fornecimento de gas e principalmente regular, isto é, diminuir a pressao na passagem
do gas da conduta de alta pressao ou ramal para uma rede de distribuicao ou alimentagao

local;

e Estagoes de transferéncia de custodia, que estdo situadas nos pontos de entrada de gés

natural de um pais para outro;

e Estagoes de compressao, instaladas para restaurar a pressdo, visto que quando o gés flui ao

longo da rede, devido ao atrito com as paredes das condutas, este sofre perdas de pressao.

2.2. Rede de gas nacional

Portugal é um pais que nado possui jazidas subterraneas de gas natural. As primeiras
tentativas de introduc@o do gas em Portugal registaram-se na década de oitenta (Baltazar, 2016),
tendo como principais fornecedores a Argélia, onde o transporte de gas é feito através de um
gasoduto desde o Maghreb até Campo Maior, e a Nigéria em que o fornecimento de gés é efetuado
por navios metaneiros que atracam em Sines (ERSE, 2017a). A capacidade de fornecimento de
cada um desses fornecedores é de aproximadamente 420000 m®/h e 675000 m? /h, respetivamente
(ERSE, 2017c).

O gas natural que chega a Portugal é posteriormente distribuido pelo territério nacional
através de gasodutos; e camides nas zonas onde ainda nao se registam instalagoes de condutas
(Energia, 2018b). A gestao global desta energia em Portugal é efetuada pela rede energética

nacional (REN). Focando-se nos gasodutos, a Figura 2.1 ilustra a Rede Nacional de Transporte
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Figura 2.1.: Rede de transporte nacional de géas natural (REN, 2019).

de Gas Natural (RNTGN), que possui um comprimento total de 1248 km (REN, 2018). Nela
estao representados os gasodutos principais e os ramais que garantem o fornecimento de gas

desde os pontos de entrada nas condutas de alta pressao, que incluem a ligagdo ao terminal
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de Sines, as interligagoes de Campo Maior, Valenga do Minho e a ligacdo ao armazenamento
subterraneo do Carrico, até a saida para os operadores das redes de distribuigao regionais de baixa
e média pressao (Setgas, Lisboagés, Lusitaniagas, Tagusgas, Beiragas e REN Portgas) e industrias
abastecidas a alta pressao (ERSE, 2017b; REN, 2018). Estes operadores sao empresas que
efetuam a distribuicao do géas natural nas respetivas areas geograficas, abastecendo os concelhos,
nas regioes onde atuam (Energia, 2018a).

A Rede Nacional de Transporte é ainda constituida por 236 estagbes de gasodutos, 84
estagoes de valvulas de seccionamento, 66 estagoes de derivagao, 84 estagoes de regulagao de
pressao e medicao e 2 estagoes de transferéncia de custodia (REN, 2018).

Com vista a cumprir a necessidade que existe de monitorizar os valores de pressao e caudal
méssico ao longo de toda a rede. A recolha de dados é realizada por um sistema Supervisory
Control and Data Acquisition (SCADA) que é constituido por um conjunto de sensores que sao
instalados ao longo da rede (Azevedo Perdicotlis, 2012). Para medicao da pressao sao usados
sensores de pressao instalados ao longo de cada conduta com uma distancia de 20 km a 30 km
entre sensores (Baltazar, 2016). Os sensores de caudal méssico por serem mais dispendiosos, sao

usualmente instalados nos extremos de cada conduta (Azevedo Perdicotlis, 2012).

2.3. Modelacao e simulacdo das redes de gas natural

No inicio da exploragao e consequente comercializacao do gas natural, as redes de transporte
eram de menor escala, pois os consumidores situavam-se junto do ponto de emissao. Nessa
época, eram usados modelos em regime estacionario para auxiliar a gestao e dimensionamento
das redes, e os problemas que surgiam eram resolvidos com éxito. O comportamento do gas
pode ser analisado em dois regimes diferentes, estacionario e transitério. Os modelos em regime
estacionario ainda séo usados hoje em dia, mas com o decorrer dos anos a analise das redes
tornou-se mais complexa devido ao desenvolvimento a escala urbana levando & construcao de
varias ligagoes, e uma vez que o caudal e a pressao variam ao longo do dia e do ano, surge a
necessidade de analisar as redes de gas em regime transitorio (Santos, 2010).

A simulacdo numérica de redes de gas consiste em resolver as equacdes que descrevem o
modelo matemaético do sistema de transporte e distribuicao de gas, usualmente constituidos pela
integracao de varias condutas que operam a diferentes niveis de pressao e caudal. A simulagao
prevé o comportamento do gasoduto sob diferentes condigoes, o que pode ser usado na gestao e
optimizacgao da rede.

Simular uma rede de gas em regime estacionario é relativamente simples quando comparado
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com o regime transitério, visto que, o regime estacionario é descrito muitas vezes por sistemas
de equacoes algébricas, enquanto que, o regime transitorio é descrito por sistemas de equacoes
as derivadas parciais e nao lineares. A simulagdo correta em regime transitério nao é tarefa
facil, tanto em termos da sua solugao analitica como numérica, e requer a selegao de um modelo
matematico adequado (Osiadacz, 1982a). O modelo é um compromisso entre a complexidade e
a precisao, isto é, como o modelo completo é extremamente complexo e visto que é requerido
um custo de simulagao baixo, é dificil de se utilizar este modelo nas simulagdes. Usualmente,
opta-se por simplificar os modelos completos de acordo com assercoes vélidas para um gasoduto
particular ou condigoes gerais de operacionalidade que tém de ser respeitadas (Osiadacz, 1987).

Os modelos dindmicos sao representados por um sistema de equacoes as derivadas parciais
(EDP) baseadas nos principios de conservacao da massa, do momento linear e da energia (Osia-
dacz, 1982a). Na literatura, existem diferentes modelos para representar a dindmica do gas nas
condutas, que sao obtidos dependendo das simplifica¢oes consideradas (Gonzalez et al., 2008).

Em 1982, Osiadacz desenvolveu um modelo para representar a dindmica do gas num gaso-
duto considerando que as variagdes de escoamento do gas sao lentas, o fluido isotérmico e que o
gasoduto nao possui curvas mas pode ser inclinado. Tendo em conta estas asserc¢oes, Osiadacz
gerou um sistema de equacoes diferenciais nao lineares que resulta numa EDP parabélica de
segunda ordem em relagao a pressao (Osiadacz, 1982b).

Considerando o efeito da friccdo nas paredes das condutas e variagoes rapidas do escoa-
mento de gés, o modelo é representado por um sistema de equagoes diferenciais quasi-lineares
hiperbolicas de primeira ordem, que foi desenvolvido por (Ziolko, 1973).

Em gasodutos de pequena dimensao que possuem variagoes de escoamento rapido o efeito
de friccao é baixo, e assim, desprezando o efeito de friccdo nas condutas, foi desenvolvido um
modelo que é representado por uma EDP hiperbolica de 2% ordem (Zucker e Biblarz, 1961).

Em 1987, Osiadacz desenvolveu o modelo que é usado neste trabalho para representar a
dindmica do gas numa conduta. Usa-se este modelo porque a conduta em estudo é de grande
dimensao e esti enterrada, sendo a transferéncia de calor muito baixa. No desenvolvimento
deste modelo foi considerado que o raio de curvatura é grande quando comparado com o seu
didmetro; considerou-se ainda que existe efeito de friccao nas paredes interiores da conduta, que
o escoamento ¢ isotérmico e que as alteragoes na dindmica do gas sao lentas (Osiadacz, 1987;
Baltazar, 2016).

Na execucao do projeto de redes de gas, a simulagdo numérica dos modelos permite a
solugao correta da configuracao da rede, como a dimensao dos gasodutos e os locais onde serao

instalados as estagdes de compressao e redugao para determinados pardmetros de consumo de
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gas (Osiadacz, 1982b). A simulacdo do comportamento do gas nas condutas, também permite
a percepgao de possiveis fugas existentes, para evitar acidentes, falhas (Baltazar, 2016) ou para
outros fins, como por exemplo na determinacao da pressao adequada.

Sao usados métodos numéricos para simular a dindmica do gis nas condutas (Baltazar,
2016; Azevedo Perdicoulis et al., 2017). Existem varios métodos numéricos, como por exemplo,
o método das linhas (Berezin e Zhidkov, 1965), método das caracteristicas (Mekebel e Loraud,
1985; Abbott, 1966; Osiadacz, 1987), método dos elementos finitos (Osiadacz e Yedroudj, 1989;
Henriques, 2010) e o método das diferencas finitas (Goldwater et al., 1976; Osiadacz, 1987). Neste
trabalho é usado o método numeérico das diferencas finitas, pois tem sido comumente usado para
analise do caudal de gas natural nos gasodutos.

Existe software capaz de simular o gés nas condutas, de entre os quais SIMONE, da Liwa-
com; SYNERGI, da DNV GL; PipelineStudio, da Energy Solutions, PIPEPHASE, da Schneider
Electric; PSlpipelines, da PSI; Win Flow, da GreGGENGINEERING; OLGA, da Schumberger;
entre outros (Gonzélez et al., 2008; Santos, 2010; Baltazar, 2016). A titulo de exemplo, o simu-
lador designado por SIMONE é um software que permite a simulagdo e otimizagdo do transporte
e distribuicao de gas. Este software é utilizado para monitorizar o gasoduto nacional, e foi pro-
jetado como uma ferramenta valiosa para simular o comportamento do gas ao longo de cada
gasoduto (SIMONE, 2018). E capaz de simular o caudal méssico e pressdo numa ampla gama
de redes (gasodutos de alta, média e baixa pressao). O software SIMONE também é utilizado

como calibrador dos sensores que sdo instalados nas redes (Azevedo Perdicoulis, 2012).

2.4. Observacoes finais

Na primeira secgao deste capitulo abordou-se o transporte do géas natural através de gaso-
dutos, com o intuito de realcar este modo de transporte, sobre o qual se debruca este trabalho,
descrevendo-se em particular a rede nacional. Neste trabalho estuda-se o comportamento do gés
em regime transitorio ao longo de um gasoduto, através da simulacao numérica, por conseguinte
na Secgao 2.3 foram enumerados os modelos e 0os métodos numéricos que podem ser utilizados

para simular a dindmica do gés.
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3. Modelo DinAmico do Gas numa Conduta

A dindmica do gas nas condutas é representada através de um modelo matematico.

Este capitulo tem como objetivo deduzir um modelo matemético que represente a dinamica
do gas no interior de uma conduta, modelo este que sera utilizado ao longo da tese.

Os modelos mateméticos de pressao e caudal para representar a dindmica do gés nas

condutas sdo deduzidos com base nos seguintes trés principios fundamentais da Mecéanica dos

Fluidos:
e Principio da conservacao da massa;
e Principio da conservacao da energia;
e Principio da conservacao do momento linear.

A conservacao da massa estabelece que a quantidade de massa é constante para um sistema
fechado: a massa ndo pode ser criada ou destruida (Osiadacz, 1987).

Para uma dada seccao da conduta, o caudal é dado pela quantidade de gis que atravessa
essa secgao por unidade de tempo com pressao e temperatura constantes. Dependendo da unidade

escolhida para expressar a quantidade de gas, tém-se que o caudal massico é dado por

AAzx dx _
P = pAE =pAv  |kg s, (3.1)

— lim 2222
1= a0 At

sendo t o tempo [s], = a distancia percorrida [m|, A a area da seccio da conduta [m?], v a
velocidade [m s~!] e p a massa especifica do gas [kg/m?3].

Comega-se por considerar apenas uma conduta ao invés da rede total. Uma das assercoes
usualmente considerada para representar a dindmica do gas numa conduta é o caudal ser unidi-
mensional, dado que na instalagao das condutas o raio de curvatura é grande quando comparado
com o seu didmetro. Levando em conta esta asser¢ao, apenas existe a componente do caudal

maéssico, q(z,t), segundo o eixo x, que varia ao longo do tempo (t).

Pela lei da conservacao da massa, a diminui¢ao da massa deve ser igual a variacao temporal

11
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Figura 3.1.: Volume de controlo do caudal méssico de uma conduta.

da massa que ocorre ao longo da conduta. Sabendo que

= @dt + @dx,

da =
1= 5" oz

pode calcular-se essa variagao da seguinte forma (Osiadacz, 1987):
(q+dg) —q=0.

Substitui-se (3.2) em (3.3)

dq dq B
q+adt+%dw—q—0
que é equivalente a
Jdq _0q

Agora substituindo (3.1) no segundo membro da equagao (3.5)

dq _Op
q— <q + 833dx> = aAvalt

sabendo que dxr = vdt, entao

Jq _Op dx
q(quaxdx) = (‘JtAdtdt’

depois de cancelarmos alguns dos termos e fatores obtém-se a seguinte equacao

oq 0Op
b Ty
or "ot O

(3.2)
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que é designada na literatura por equacdo da continuidade.

Define-se como momento linear a massa de um o modelobjeto multiplicada pela sua veloci-
dade ou a quantidade de movimento de uma particula. O momento linear mantém-se constante,
num sistema fechado, ou seja, o momento linear nunca pode ser criado ou destruido, mas sim-
plesmente alterado (Osiadacz, 1987).

Como ja foi referido na secgdo anterior, considera-se o modelo unidimensional. Assim
sendo, apenas existe componente da pressao, p(z,t), segundo o eixo do x, que varia ao longo do

tempo.

Figura 3.2.: Volume de controlo de uma conduta.

Acompanhando a Figura 3.2, comega-se por considerar as diferentes forcas que atuam

segundo o eixo do = (Osiadacz, 1987):
e Pressao, no ponto x da secgao de corte: Ap;

0
e Pressdo no ponto x + dx: Ap + Aa—pda:;
z

e Componente gravitacional da massa de gas na dire¢do do movimento do gas: gAp sin 0dzx,
onde se considera a aceleracio da gravidade ao nivel do mar, g = 9,81 [m s™2] e # o angulo

de inclinacao da conduta;

a1 . flv|lv .
e Resisténcia hidraulica: —F, Adzx, considerando F, = —pL, uma conduta com sec¢ao

2d
de corte circular, onde d é o didmetro [m] e f o coeficiente de fricgao.

Considerando-se a resultante destas quatro forcas e a segunda lei de Newton, pode-se

13



3. Modelo Dinamico do Gés numa Conduta

escrever:
Z F =ma (3.9)

sendo m a massa |kg] e a a aceleracio [m/s?].

d d
Sabendo que m = Apdx, a = dit) esinf = d—z, sendo o z a elevacao da conduta, substitui-se
x
as forcas que atuam segundo o eixo do x na equagao (3.9)
0 ) d
Ap — (Ap + Aai) — gApsinfdx — AF, = d—;l (3.10)
Na equagao (3.10) cancelam-se as dreas em todos os termos
10) d
— %dm — gpsinfdx — F.dx = pdxd—qt), (3.11)
procedendo de igual forma para dz
Op dv
- = inf — F. = p—. 3.12
ar 9P S =P ( )

dv_ v @ é a aceleragao global da particula de gas considerada (Kralik et al.,

dt — ot * her
1988), e escreve-se como

Op v v
—— —gpsinf—F,=p| — — . 3.13
g IO =0 <8t +”a:c) (3:.13)
Considerar F,. = —pfgilv é razoavel quando se trata de uma conduta com uma seccao de

corte circular, dado néo se verificar uma dinamica rapida na canalizagao (Kralik et al., 1988).
O coeficiente de fricgao (f) inclui os efeitos do caracter do fluido e a rugosidade da conduta
(superficie interna). Um dos efeitos do caracter do fluido ¢ a viscosidade, que é designada pela
resisténcia interna (ou espessura do fluido) do gas ao seu movimento, causada pela fric¢ao interna

das suas particulas.

Sabendo que v = Ai’ entao o coeficiente de friccao é dado por
P

o qlal
— KLy 14
2dA% p (3:.14)

e substituindo (3.14) em (3.13), obtém-se a equagao da conservagdo do momento linear

f algl  90q  Oq

O principio da conservagao da energia estabelece que a energia se conserva sempre, isto é, a

forma podera mudar mas a quantidade de energia de um sistema fechado ¢é inalteravel (Osiadacz,
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1987).
A primeira lei da termodindmica estabelece o principio da conservagao da energia da se-
guinte forma (Osiadacz, 1987):
Q-W,=F (3.16)

sendo €2 o calor adicionado ao sistema, Wy o trabalho efetuado pelo sistema e E a variagao da
energia do sistema.

A equacao da energia é equivalente a
L
E=U+ gmY + mgz, (3.17)

2

1
sendo U a energia interna associada ao comportamento molecular e dindmico, 5" 8 energia

cinética e mgz a energia potencial.

3.1. Simplificacdo do modelo

Esta seccao tem como finalidade a obtencao do sistema de EDP hiperbolica usado para
simulagao.

De modo a simplificar o modelo, considera-se o caudal unidimensional. Para além disto
desprezam-se os efeitos de turbuléncia e viscosidade e considera-se o escoamento isotérmico,
visto que as condutas estao enterradas e existem apenas pequenas variagoes de temperatura.
Considera-se também que a velocidade de escoamento é constante, que existem alteragoes lentas
na dindmica do gas e o caudal é homogéneo (Kralik et al., 1988; Verde, 2005; Modisette, 2016;
Osiadacz, 1987).

No que se segue, para representar a dindmica do gas numa conduta, considera-se apenas
a equacao da continuidade e a equacao do momento linear, uma vez que se admitiu um fluido
isotérmico.

Num sistema de transporte de gas sob condigdes operacionais padrao, o termo % ¢é mais

dq

relevante quando comparado com o termo, v— (Kralik et al., 1988). Assim, comegando pela

ox

ov
equacao do momento linear (3.15), despreza-se o termo de inércia va—7 ficando
x

op : [ dlal _ 0q
— ALY _gApsinh — L 1 1
gr J4PET 2dA p ot (3.18)

Se o fluido ¢ isotérmico, entdo p = c?p, sendo ¢ a velocidade de propagacdo do som, e

reformulando esta equacao fica-se com

p=2L. (3.19)
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3. Modelo Dinamico do Gés numa Conduta

Assim substituindo desta forma o termo p na equagao (3.18) obtém-se:

dq op  fc? ¢? D .
a:_A%—Qd—A?— C—2g51n9. (3.20)

Em relagao a equagao da continuidade (3.7), nesta substitui-se o termo p = % e obtém-se
c

op(x,t) _ c?dq(x,t)
o A or

(3.21)

Desta forma, reunindo as equagoes (3.20) e (3.21), gera-se o sistema de EDP hiperbolica para

representar a dindmica do gas nas condutas:

dq(z,t) Op(x,t)  fc* ¢*(x,t) plx,t) .
ot = A oz 2dA p(z,t) A 2 gsinb,
(3.22)
op(xz,t) _f 0q(x,t)
ot N A Oz

)

p(z,1)

observe-se que o sistema (3.22) nao ¢ linear devido ao termo

, entao procede-se de seguida

a linearizagao do modelo.

3.2. Linearizacao do modelo

Existe uma grande complexidade na resolucao analitica do sistema em causa, devido tratar-
¢*(z,1)
p(x, t)

ordem de raciocinio que (Baltazar, 2016), considera-se p, ¢ como os valores médios de pressao

se de um sistema nao linear, o que esta relacionado com o termo Seguindo a mesma

e caudal, respetivamente, sendo Aq(z,t), Ap(z,t) as variagdes em torno desses valores. Deste

modo, p(z,t) = p+ Ap(z,t) e ¢(x,t) = g+ Ag(x,t). Posto isto

P(z,t) _ (7+ADq(z,1))°

ped) A d) 52
Aplicando o quadrado do binémio no numerador
(+Aq(e,1)” _ ¢ +2¢04(2,1) + Ag*(w, ) (3.24)
P+ Ap(z,t) P+ Ap(z,t) ’
e colocando o p em evidéncia fica:
(a+Aq(2,1)* _ @ +2qAq(x,1) + Ag*(a,t) 1 (3.25)

D+ Ap(x,t) P 1+72

A t
em queZ:w.
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3.2. Linearizag¢ao do modelo

1
1+ 7’

Com vista a uma aproximacao de primeira ordem da série de MacLaurin do termo

foram desprezados os termos de ordem superior e igual a dois

2 72 7 7 q 7’ q
q*(z,t) <i) N 2qu(x,t)> (1-7) = % . 2qu7(a:,t) B q,Z B QQAQ(:T,t)Z, (3.26)

p(z,t) D p D
0 que é equivalente a

2qAq(x,t)  @Ap(z,t)  2qAq(x, t)Ap(z,t)

3.27
p p? p? (3.27)

—2
LT
b

Como a rede de gis opera a elevadas pressoes, negligenciam-se as fraccdes com p? em

denominador ficando,

2(x,t) @ 2qAq(z,t) @
T o L 2R _ (g4 284000, (3.29)

2 — —
q(zt) a4, q
~ —(q+ Aq(x,t)) = =q(x,t 3.29
) p( (2,1)) 5 (2, 1) (3:29)
visto que ¢+ Ag(z,t) = q(x,t).
Substitufmos (3.29) em (3.22) e defini 5—f—c2g _ AgsinG - endo:
uDnStItulmos . e1m . € aennimos _QdAﬁe/y_ CQ , Obtenao:
dq(z,t) Ip(z,t)
5 = AT, —Palz,t) —p(zt)
(3.30)
op(x,t) ¢ Oq(,t)
ot A Oz

O sistema (3.30) representa a dindmica do gas numa conduta. Neste trabalho apos obtencao
do modelo din&mico linear, reduz-se o sistema a uma s6 equagao, para se proceder de seguida &

sua simulacgado. Assim sendo, descreve-se de seguida esse procedimento.

Comegando pelo caudal massico, deriva-se a primeira equacao de (3.30) em ordem a t e a

segunda em ordem a ,

Oq(z,t) _A('?Qp(x,t) _Baq(x,t) __Op(z,1)
oz 020t or o
(3.31)
p(x,t) P 0*q(,1)
oot A 022

De seguida, substitui-se a segunda equagao de (3.30) e de (3.31), na primeira equagao de

(3.31). A equagao diferencial hiperbolica para o caudal méassico resultante dessas substitui¢oes
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3. Modelo Dinamico do Gés numa Conduta

¢é dada por:
(92q(ac,t) 232q(x,t) 0q(x,t) 0q(x,t)
a2z ¢ o PTa ¥ Y (3:32)
_ ¢
com p = T

De igual modo, para se obter a equacao diferencial hiperbdlica para a pressao, parte-se do

mesmo modelo (3.30) derivando a primeira equagao em ordem a x e a segunda a t:

Pax.t) _ _ Op(.t) _ p0q(x,t) _ 0p(z,t)
ozor T a2 U oxr T ot
(3.33)
Oq(x,t)  Adp(w,t)
ozot 2 o

Substituindo a segunda equagao de (3.33) e de (3.30) na primeira equagao do sistema

(3.33), obtém-se a equagao diferencial hiperbélica para a pressao:

Op(w,t) _ Op(x,t) _
T — e =0, (3.34)

Pola.t) _ ,0%(r.)
ot? 0z2

Se 8 = 0 entao ¢ = 0, e tem-se entao a equagao diferencial hiperbdlica para o caudal

méssico no caso da conduta horizontal

0%q(z,t) 5 0%q(x,t) 0q(x,t)
22 ¢ g2 + B T 0, (3.35)
e em relagao & pressao resulta
OPplx,t)  ,0%p(x,t) | Op(x,t)
92 ¢ a2 +4 9% 0. (3.36)

3.3. Calculo das condicoes iniciais

A resolugdo da maioria dos problemas numeéricos requer uma condicao inicial, neste caso
uma solugdo para a equagao diferencial (3.32) nos instantes t = 0 e t = 1. As condigoes de
fronteira sao conhecidas a partir da medicao do caudal massico e pressao nos dois extremos
da conduta, no entanto, os valores das condic¢oes iniciais nao podem ser medidas suscitando
a necessidade do calculo das mesmas. Para a pressao podemos ter medi¢oes a cada 20 km,
aproximadamente. Neste capitulo descreve-se uma das abordagens possiveis para determinar as
condigbes iniciais.

O modelo matemaético para a simulagdo do gas natural nas condutas, foi desenvolvido para
regime transitério. Uma das abordagens para obter as condigOes iniciais é resolver o modelo

estacionario que represente o comportamento do gas no interior da conduta. De modo a obtermos
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3.3. Célculo das condigées iniciais

a equacao diferencial parcial em regime estacionario, considera-se o sistema de EDP hiperboélica
(3.22), e para resolver este sistema de equagoes passa-se a empreender a seguinte separagao de

variaveis de tempo e espago (Azevedo Perdicotlis et al., 2017):

q(z,t) = qo(x)e*

, a€R, (3.37)
p(x,t) = po(z)e
onde o pardmetro « faz com que a pressao e caudal massico dependam do tempo na forma de

e,
Consequentemente, substituindo (3.37) em (3.22) obtemos o seguinte conjunto de equagoes

diferenciais ordinarias para qo(z), po(x):

2 2 T, t .
aq(z) - e = —Apj(z)- e — deA : Zq)—?) e — Apo(c2 )gsm et
, (3.38)
(0% C (0%
apo(z) - e = 1 qgo(z) - e
Os termos e* cancelam-se e ficamos com,
2 2 t)
(e T @) po(at)
QQO(:E) pO(x) 2dA pO(x) 2 gsm@
(3.39)
2,
apo(z) =-— 1 qo(z).

Usando o mesmo raciocinio que a Secc¢ao 3.2 procede-se a linearizagdo da primeira equagao

de (3.39). Pela equacao (3.28), sabe-se que

(G +2Aq0(x)) - (3.40)

Assim, substituindo (3.40) na primeira equagao de (3.39) ficamos com

_ , [ (@ 2qAq(x) _
a(@+Aq(z) = —-Alpy(z)— 55| =+ —) =7+ Apo())
2dA < b P > (3.41)
02
a(p+ Apo(z)) = —Z-Aqé(x)-

Deriva-se a segunda equacao a ordem a x e substituindo na primeira equacao do sistema

obtém-se a equagao diferencial ordinaria de segunda ordem para o caudal maéssico,

2 = = 2
Y o fag fa @ o\ _

Em relagao a pressao, deriva-se a primeira e a segunda equagao de (3.41) em ordem a x e
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3. Modelo Dinamico do Gés numa Conduta

substituindo a segunda equacao na primeira obtemos a seguinte equacao diferencial ordinaria de

segunda ordem:

2 5 2
Ap&¢)+:ZApr)<i24£j§)‘ﬁpdm)=:<§ZQ43;5). (3.43)

As equagoes diferenciais (3.42) e (3.43), que descrevem o caudal e a pressdo, portam uma

solucdo analitica que é obtida utilizando as condicoes de fronteira. Por forma a simplificar a

2 = 2
notacao considera-se que Ago(z) = yi1(x) = y1, 9f = %, gq = % + (J;Z;, = (J;—j(j—k %]5, e
substituindo na equacao (3.42), obtém-se
Y1 + 91y — 9ah1 = 1, (3.44)

Inicia-se pela determinacao da solugao da equacao diferencial homogénea associada,

Y1+ 95y1 — gqyr = 0, (3.45)

—g5 £ /97 + 494

para a qual as raizes da equagao caracteristica (y; = el ) sao: D = 5 .

Logo o conjunto fundamental de solugao é dado da seguinte forma,
*gf*,/g;+4gq *gf+,/g;+4gq
CFS =qe 2 Ye 2 T (3.46)
que gera a seguinte solucao geral da equacao diferencial homogénea:
—gf—,/g?c+4gq —gf+,/g?c+4gq

yin(x) = Che 2 T+ Cqe 2 r C1,Cs e R (3.47)

O segundo passo para a resolugao da equagao diferencial (3.42) é a obtencao da solugao

particular. Para este problema o conjunto indeterminado é
CI = {e"} = {1}, (3.48)

que comparando com o conjunto fundamental de solucao da homogénea tem-se,

yip(x) = a. (3.49)
Substituindo y1, = a, ¥, = ¥, = 0 em (3.44) e resolvendo a equagio obtemos, a = —8—1,
9q
logo,
S1
yip(z) = ——. (3.50)
9q
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3.3. Célculo das condigées iniciais

A solucgao geral é a soma da solucao homogénea com a particular, que resulta em,

—gf—1/9?+49q —gf+1/9J2;+49q

y1(x) = Che P T+ Cqe 2 = (1,0 eR. (3.51)

A partir dos valores de fronteira, sao conhecidos os valores de caudal maéssico & entrada
da conduta y;(0) = ¢e e a saida y; (L) = gs, logo é possivel definir C; e Cy a partir do seguinte

sistema de equacoes:

S1
Ci+Co—— = ¢
9q
(3.52)
—gf—,/gfﬁ-‘lqu —gf+,/g?+4qu s1
Cie 2 + Cse 2 - — = (s,
\ 9q
obtendo )
$1 $1 —gf—,/g?+4qu
o Gty et e
1 q q
Cl = 4+ — —
e q *gf+1/g?+4qu 79f*,/g?+4gq
e 2 — e 2
(3.53)
s1 s1 —Qf—1/9?+4qu
qs + — — <Qe + ) 2
C, = 9q 9q
*gf+,/gj2c+4qu *gfﬂ/gfﬂrélgq
e 2 — e 2

que sao posteriormente substituidas na equagao (3.51) de modo a obter-se a solugao exata da

equagao diferencial em relacdo ao caudal massico.

Em relagao a pressao para resolver analiticamente a equagao diferencial (3.43), comega-se

2 = 2
@ o o o
— + foq = f—(j + —5p e substituindo na
c

por considerar que Apg(z) = y2(z) = Y2, gp = 2 Ay 52 =

equagao diferencial ficamos com

Ys + 9rys — GpYo = So. (3.54)

Efetuando os mesmos passos utilizados para resolucdao da equacao diferencial do caudal

maéssico, consegue-se a seguinte solugao geral:

79f71/9?p+49p 7gf+,/gJ2£+4gp S9

ya(x) = Cse 2 T+ Cye 2 rT— = (03,CieR. (3.55)

e considerando os valores de pressdo a entrada e & saida da conduta y2(0) = pe € y2(L) = ps,
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3. Modelo Dinamico do Gés numa Conduta

obtém-se as constantes

P )
S9 So 9f gf+4gpL
s Ps + ; — | pe + ; 2
2 P P
C3 = Pe+ — — > >
'p —gpt+y/9%+4op —9f /95 t4op
e 2 — € 2 L
(3.56)
P )
So So gf gf+4gpL
Ps+ — —|Pet+ — 2
_ 9p 9p
04 - 2.4 [02 414
—g9¢+4/9%t4a9p —9f—4/9%T49p
f f f f I
\ e 2 — e 2

Substituindo as solugdes obtidas no sistema (3.37), ainda ¢é necesséario determinar qual o
valor de «, mais adequado para a pressao e para o caudal. Para isso, consideremos a discretizagao
no tempo da seguinte forma t; = tg + At, onde At um valor fixo e tg = 0, e consequentemente
t;j = jAt, j = 0,1,2,.... Para o instante zero, t = 0, (j = 0) a solugao do problema do valor

inicial relativamente ao caudal massico e pressao corresponde a:

q(z,0) = (7+ Ago(z))e™
, acR. (3.57)

p(z,0) = (p+ Apo(x)) e

Para obtermos o valor de « utilizamos as condigoes de fronteira & entrada da conduta

(w0 =0),

q(zo,t;) = (q+ Aqgo(xo)) €™ = go(wo)e™
, acR. (3.58)
p(xo,t;) = (P+ Apo(wo)) e = po(xo)e™
Para o instante £y nao necessitamos do valor de « visto que
a(zo,t0) = 4+ Ago(x)
(3.59)
p(zo,t0) = P+ Apo(z).

Sabendo os valores de caudal massico e pressao em x( para todos os instantes, consegue-se
obter os valores de ag e a{; para cada passo no tempo
To, s xg, s
10g<Q( 0 ])) log<p( 0 ])>
j q(wo, to) j p(zo, o)

o) = y , o= £ . (3.60)

Os valores de a; e ) sao dados pela média dos valores de af e o). O « resulta da média
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3.4. Observagoes finais

dos valores oy e ay. Depois de determinar o valor de a conseguimos obter os valores de pressao

e caudal massico para quaisquer instantes e para quaisquer valores de fronteira atribuidos.
Visto que a EDP hiperbdlica (3.32) é de segunda ordem, requere-se os valores dos passos

de j e (j — 1) com o propdsito de conhecer os valores dos passos de (j + 1). Deste modo é

imprescindivel entender o comportamento do gas natural no instante (j = 1),

gz, t1) = (3+Ago(x))e™
,  aeR. (3.61)

plz,t1) = (p+Apo(x))e™
3.4. Observacoes finais

Apoés a linearizagao do termo nao linear e redugao do sistema de equagoes diferenciais (3.30)
a uma equagao diferencial hiperbolica, conclui-se que, para o caso da conduta ser inclinada, as
equagoes (3.32) e (3.34) representam a dindmica do gas em relagao ao caudal massico e pressao,
respetivamente. Se a conduta for horizontal as equagbes diferenciais hiperboélicas usadas para
estudar o comportamento do gas sao (3.35) e (3.36). Estas equagoes vao ser usadas para simulagao
do gasoduto no Capitulo 4.

Foram calculadas as duas condigOes iniciais necessarias para poder obter-se uma solugao
numérica da EDP de segunda ordem (3.32). Obteve-se os valores de pressao e caudal massico ao
longo da conduta, nos instantes j = 0 e j = 1, a partir da resolugao das equagoes diferenciais em
regime estacionério. As condigbes iniciais foram calculadas de forma automatizada, permitindo

que sejam obtidas para quaisquer valores de fronteira considerados no problema.

23






4. Formulacio do Método das Diferencas
Finitas

Este capitulo tem como objetivo calcular uma solugao aproximada do modelo dindmico que
é representado pela equagao diferencial parcial hiperbolica (3.32), através dos métodos implicitos
e explicitos das diferencas finitas. Este método é utilizado na resolucao de equacgoes as derivadas
parciais que se baseia na aproximacao de derivadas parciais por diferengas finitas. No Capitulo
3, vimos que a EDP hiperbélica para o caudal méssico e pressao sao iguais, tendo isto em conta,
neste capitulo aplicamos o método numeérico a equacao diferencial do caudal, pois para a pressao
é feito de forma analoga, diferenciando-se apenas nos valores de condicao inicial e de fronteira.

Na aproximagao das derivadas de primeira ordem de (3.32) vamos considerar as trés di-
ferentes formulas das diferengas finitas: ascendentes, descendentes e centrais. Verifica-se que
existem nove diferentes formas de combinar estas férmulas de modo a aproximar as duas deriva-
das de primeira ordem, no entanto, apenas sao estudadas as trés combinacoes assinaladas com
uma cruz na Tabela 4.1. Nas secc¢oes seguintes descrevem-se as diferentes formulas das diferencas

finitas que sao aplicadas ao problema.

Tabela 4.1.: Combinacoes das férmulas das diferencas finitas usadas no problema em questao.

Diferencas finitas | Diferencas finitas | Diferencas finitas
ascendentes descendentes centrais

Diferencas finitas X

ascendentes
Diferencas finitas X

descendentes
Diferencas finitas X

centrais

Para cada um dos casos assinalados, sao também deduzidas as expressoes para o erro de

truncatura, na segunda seccao. Previamente, comega-se por definir a malha na Secgao 4.1. De
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

seguida, na Secgao 4.2 é aplicado o método numérico ao modelo completo, isto é, para qualquer

angulo de inclinagao quando 0 < 6 < 7, e na Seccao 4.3 particulariza-se para 6 = 0.

4.1. Definicao da malha

Na utilizacdo do método das diferencas finitas para encontrar a solucdo aproximada da

EDP hiperbolica (3.32) nao é possivel dispor de uma regiao continua, obtendo-se a solugdo em

tA
tj+1 "
t < )
tj_‘[ \ "4
k3At
h=/ X S
0 Xii1 Xi Xiq L X

Figura 4.1.: Exemplo de uma malha.

pontos (x;,t;) de uma dada malha, onde x; = iAz e t; = jAt; em que os indices i e j denotam a
numeragao dos pontos segundo o eixo do x e t, respetivamente. Na Figura 4.1, esta representado
um conjunto de pontos que resultam de interse¢oes entre linhas horizontais com verticais que é
designado por malha. Neste caso os espacamentos Ax e At nas dire¢bes x e t sdo uniformes.
Para simplificagdo representa-se o passo segundo o eixo do z por h e segundo o eixo do t por
k. Os pontos sao numerados com o intuito de diferenciar todos os pontos da malha. O ntimero
total de pontos na horizontal é representado por m e na vertical por n. Os pontos assinalados
no interior da malha da Figura 4.1 sao os pontos usados pelo método das diferengas finitas para
aproximar a EDP (3.32).

De forma a ser possivel aplicar o método das diferengas finitas é necessério conhecer duas
condicoes de fronteira e duas condigoes iniciais, visto que a EDP hiperbdlica em questao é de

segunda ordem, pois possui duas derivadas de segunda ordem em x e em t. A partir do problema
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4.1. Defini¢ao da malha

formulado no Capitulo 1, em (1.3) conhecemos os pontos de fronteira da malha quando x = 0
e x = L. Na Figura 4.2 estao representados os pontos da malha correspondentes aos pontos de

fronteira, identificados com cruzes.

t\

>~
/
X

0 L

Figura 4.2.: Pontos de fronteira de uma malha exemplo.

t AN

~
r
X

o
—

Figura 4.3.: Pontos iniciais de uma malha exemplo.

Na Figura 4.3, esta representada uma malha em que os pontos identificados com tridngulos
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

representam os pontos iniciais para o caudal méassico, nos instantes de tempo tg e 1, isto é, quando

j=0ej=1, dado que a equagao do problema (1.2) é de segunda ordem.

4.2. Método das diferencas finitas

Ao aplicar o método das diferengas finitas ao problema (1.2) e (1.3), a EDP hiperbdlica
é convertida num sistema de equacgoes algébricas. Este sistema vai depender das férmulas das
diferencas finitas (ascendentes, descendentes e centrais) usadas na aproximagao da derivada de
primeira ordem. Para a derivada de segunda ordem, é utilizada uma férmula de diferengas finitas
centrais (Ruggiero, 1996).

Nesta secgao, a EDP hiperbélica (3.32) é discretizada, obtendo-se o seguinte sistema ma-
tricial, quando uf se aproxima de q(x;,t;):

J

. . . uo
Wt =AW + BW 4+ K , (4.1)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., sendo u um vetor,
Ui
U2
u= , (4.2)
Um—3
Um—2

em que as matrizes A, B e K iram variar de acordo com a féormula das diferencas finitas usada
na aproximacao das derivadas de primeira ordem.

De seguida, sao aplicadas as diferentes formulas atendendo & Tabela 4.1.

4.2.1. Diferencas finitas ascendentes

No método das diferengas finitas que se designa por ascendentes, o valor exato da derivada

parcial de primeira ordem em ¢ de (3.32) é substituido por,

9q (i tj+1) —a(wi tj) kg

a(l'iatj) = = L = _§W(xinuj)a (4.3)
em que fj € (tj,tj41) (ver(A.4)). Ao usar a formula das diferencas finitas ascendentes, verifica-
mos que é possivel obter os valores de caudal méassico ao longo da conduta num instante seguinte,

q(x,tj+1), em funcao dos valores de caudal no instante atual, g(z;,¢;). Da mesma forma, o valor
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4.2. Método das diferencas finitas

exato da primeira ordem em z, fica:

g, v q(@ivty) —qlait)  hd*q ..
ax(x’ut]) - h 28 2(§z,t]), (44)

em que & € (x;,x;i+1). Pela anélise da terceira parcela do segundo membro das equagoes (4.3) e
(4.4) nota-se que os erros de truncatura sao de ordem O(k) e O(h), respetivamente.

O valor exato da segunda derivada em ¢ de acordo com (A.17), é dada da seguinte forma:

9%q q(@i tjt1) — 2q(i, ty) +q(witj—1) K d'q

em que p; € (tj_1,tj+1), com erro de truncatura na ordem de O(k?). Para o valor exato da

segunda derivada em x, tem-se:

0%q q(zig1,t;) — 2q(zs, t;) + q(w_q,t;)  h? 0%
2 Tirts) = ; Ea ’ 12ax4(&"tj)’

(4.6)

em que & € (z;_1,%i11), com um erro de truncatura de ordem O(h?).
A discretizacao da EDP hiperbolica (3.32) implica que nos pontos da malha (z;,t;), sendo
1=0,1,2,..m—2ej=0,1,2,..., usando as formulas das diferencas finitas, isto é, as equagoes

(4.3), (4.4), (4.5) e (4.6), é dada por:

q(xistjiv1) — 2q(xis ty) + q(zi tj—1)  gaq(@iv1,ty) — 2q(xs, t5) + q(wi-1,t;)
;2 —C h2 *

BQ(l‘z"th) —q(zi, t;) @q(fmu,tj) — q(xi, t))

=0.
k h

_|_

O erro de truncatura da aproximagao da EDP é dado pela soma dos erros de truncatura

das equagoes (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6),

k2 0q L h2 9 k9% h 0%
Tij = _ﬁ@(%’aﬂj) tc 12 9z 4(&» tj) — 55@(%»%’) + ‘102 or 2(£Z’t9) (4.8)

que resulta num erro na ordem de O(k + h), com p;j € (tj—1,tj41) € & € (Ti1, Tit1)-

Define-se que uf ¢ a aproximagao de g(x;,t;), e resolvendo a equagao (4.7) em ordem a

u) +1 obtemos

1 k? 1 k2 ; r2 1 -
j+1 2, PR k — 9r2 2 _ PR ) J o J—1
Y= 1 Bk <T + h> Z+1+1+Bk <5 e Ky  h wy A

k
paracadat=1,2,...m—2ej=1,2,...,com r = %

Reformulando a equagdo aproximada na forma (4.9), torna o método explicito, isto &,

. . . 1+1 . . . ]
obtém-se os valores do instante seguinte, uf + , a partir dos valores dos instantes anteriores, uZ 1
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

J .7 j—1
wp, wi_q e u; .

Como foi dito na Seccao 4.1, a partir das condigdes (1.3), sabe-se que os valores de ug e

u}, sdo conhecidos e sao dados pelas condigdes iniciais, quando i = 0,1,2,...,mm — 1. Também

J

+—1, quando j = 0,1,2,.... Os valores dos restantes

sao conhecidos os valores de fronteira uj) e u
pontos do interior da malha sdao desconhecidos. Para se obter esses valores de caudal méssico,

geramos o seguinte sistema de equagoes algébricas, quando i varia entre 1 e (m — 2):

( 1 K2\ 1 k2 : rr 1
j+1 _ 2, ¥ j E_op2_ PR o) i J_ j—1
“ 1+Bk<r+ h>u2+1+6k<’6 iy S R T e
; 1 k2N 1 k> ; r? 1
Uy 1+5/€<r+ h>u3+1+5k</8 r N + u2—|—1+6ku1 1‘1'51?“2
: 1 K2\ 1 k? ; r?
+1 2, ¥ 2 ¥
Um=2 = T g < + h) R <5‘“ ke “) U2+ T g Um
b
1+ Bk ™
(4.10)
O sistema (4.10) pode ser reescrito na forma matricial (4.1),
J
1 _ 40,5 poi—1 g0 | YO
W =Auw +Buw + K] , (4.11)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., definindo as seguintes matrizes:
P S YR L DRy (4.12)
“ 14 Bk c 14+ B8k~ '

em que a notacao de A? define que a conduta ¢ inclinada para um determinado 6 e o a referente

as diferencas finitas ascendentes, sendo

o 1o 0
cr
IR . 2
cr
AT = | o 0 ; (4.13)
k
-1 9 12
cr
0 o -1 2 |
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4.2. Método das diferencas finitas

com dimensdo (m —2) x (m —2), em que = denota que a matriz A? esta associada a matriz A,

sendo [(,,_9) a matriz identidade, com a mesma dimensao,

1 0
Iy =1 "~ |, (4.14)
0 1
BY uma matriz diagonal,
1
BY = - I 4.15
* 1+ Bk (4.15)

e Kg uma matriz com uma dimensao de (m —2) x 2 que esté associado, as condigoes de fronteira,

r? 0
0 0
K — (4.16)
“T 14 Bk
0 0
ok?
0 r?+ I
R

Através do sistema matricial (4.11) conseguimos obter os valores aproximados de caudal
maéssico em todos os pontos do interior da malha, usando o método das diferencas finitas ascen-
dentes para ambas as derivadas parciais de primeira ordem, no tempo e no espago, e centrais

para as derivadas parciais de segunda ordem.

4.2.2. Diferencas finitas descendentes

Procedendo da mesma forma que na secgao anterior, utilizando o valor exato das derivadas
parciais de primeira ordem de (3.32) por diferengas finitas descendentes, a derivada parcial de
primeira ordem em ¢, de acordo com a equagao (A.8) é substituido por

g, .\ _ q@ity) —qlziti1) | kdq
o Wirts) = k 2o

(w4, pj), (4.17)

em que ; € (tj—1,t;), onde se obtém os valores no instante atual, ¢(z;,t;), em funcao dos valores
no instante anterior, ¢(x;,tj—1). Da mesma forma, o valor exato da derivada parcial de primeira

ordem em z, fica:
dq q(xi, ty) — q(zi—1,t;) | h9%q

%(xi,tj) = 3 +§W(§iyt]‘)a (4.18)
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

em que & € (i1, 7).

Em relacao as aproximagoes das derivadas parciais de segunda ordem em x e t sao iguais
a (4.5) (4.6), respetivamente. Deste modo, a discretiza¢ao da EDP hiperbolica (3.32) usando as
formulas (4.17), (4.18), (4.5) e (4.6), resulta em

q(xistjiv1) — 2q(xi t)) + q(wistj—1) o q(wivr,t) — 2q(x4,t5) + q(@iz1,t;)
—c +
k2 h?
(4.19)

ﬁQ(éUz', tj) —q(zitj—1) (pQ(fL‘i,tj) —q(zi1, )
k h

12

+ 0,

O erro de truncatura da aproximacao da EDP é dado pela soma dos erros de truncatura das
equagoes (4.17), (4.18), (4.5) e (4.6),

k2 9%q ,h? d%q k 0%q h 8%q
Tij = —E@(iﬂiaﬂj) tC 5, 4(&, tj) + 55@(%%) —805@(&,%’)» (4.20)

que resulta num erro na ordem de O(k + h), com p; € (tj—1,tj41) € & € (Ti1, Tit1)-

Usando o mesmo principio que anteriormente, quando u{ se aproxima de ¢(z;,t;), e resol-

vendo a equacao (4.19) em ordem a uf 1 tem-se

) 2 . 2 .
ugH =r ul+1—|— (2—|—90}lj—ﬂk—21"2> ul + <r2—(p:) +(Bk—-1) f L (4.21)

paracadat=1,2,...m—2ej=1,2,....

De forma semelhante ao que foi feito no caso anterior, considerando as mesmas condigoes
iniciais e de fronteira, é gerado um sistema de equacoes algébricas quando ¢ varia entre 1 e

(m — 2), e transformando esse sistema na forma matricial obtemos:

J

. . . o
wtt = A% + Bl 4 KY , (4.22)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., sendo
pk?
AY = <2 + T - ﬂk) —r? A% (4.23)
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4.2. Método das diferencas finitas

em que ) )
2 —1 0 0
k
142 2
cr
A% = 0 01, (4.24)
IR 2 ~1
cr
0 0 IR
L cr J
_ , -
2_ ﬁ 0
h
0 0
BY = (Bk—1)I, KY:= : : (4.25)
0 0
0 r?

- -

tendo estas matrizes dimensées iguais as matrizes A%, BY e K?.

Através do sistema matricial (4.22) conseguimos obter os valores aproximados de caudal
méssico em todos os pontos do interior da malha, usando o método das diferencas finitas descen-
dentes para ambas as derivadas parciais de primeira ordem e centrais para as derivadas parciais

de segunda ordem.

4.2.3. Diferencas finitas centrais

Pelo valor exato das derivadas de primeira ordem da EDP hiperbélica (3.32) por diferengas

finitas centrais, a derivada parcial de primeira ordem em ¢, de acordo com (A.12), fica:

@(m b = q(xistjt1) —q(zitj—1) K 9q
ot 2k 6 Ot3

(4, pj), (4.26)

em que f; € (tj_1,tj41). O valor exato da derivada parcial de primeira ordem em z, fica:

dq
%(mutj) =

q(zit1,tj) — qlzior,ty)  B* 3%q

oh F@(%‘yﬂj)a (4-27)

em que & € (Ti—1, Tit1)-
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

Discretizamos a EDP hiperbolica (3.32) usando as formulas (4.26), (4.27), (4.5) e (4.6),

obtém-se

q(@i, tjr1) — 2q(wis ty) + q(@i tj—1) 2 q(@it1,t5) — 2q(wi, t5) + Q(%fl?tj)jL

k2 h?
(4.28)
q(wi; ti1) —q(@i tj—1)  q(@iv1, ) —q(@ior, t)
5 ok 7 oh =0,
apresentando um erro de truncatura de
k2 9%q o h? 9%q k2 03¢ h? 93¢
1] = T To a.a \Lir g Taoa a\Sivly) — P g \Lis 1y T A13\Sirlj ), 4.2
7_7] 12 8t4 (.I' /J“])—i_c 128%4(6 t]) 6 at3 (flf M])+(70 6 8h3(§ t]) ( 9)

sendo pj € (tj—1,tj41) € & € (Ti—1, Tit1).

Pela equagao (4.29) verifica-se que para o método das diferengas finitas centrais o erro de

truncatura é da ordem O(k? + h?).

Quando ui se aproxima de ¢(x;,t;), resolvendo a equacao (4.28) em ordem a UZ 1 ficamos

com:

- 1 2\ 4—4r?\ 1 k2N Bk —2\ ,_
it t (g2 P S o2 PNV i—1
u; 2+5k<r + h >u’+1+(2+ﬁk)uz+2+ﬁk<r 5 u;_1+ Bk +2 u; .

(4.30)

paracadat=1,2,...m—2ej=1,2,....

Visto que sao conhecidos os valores do caudal méssico nas fronteiras e nos instantes iniciais,

obtemos os restantes valores de caudal nos pontos interiores da malha a partir do seguinte sistema

matricial:
J
. . . uo
wtl = A%/ + Biw ! + K : (4.31)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., sendo
4 272
A% = I-— Ar 4.32
°T 248k 248k (4.32)
com
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4.3. Conduta horizontal

AL =

0

4.3. Conduta horizontal

2 —1—¢—k 0
cr
71+¢7k 2 -1-
cr
0
—1+
0 0
':,Bk:—QI K0 1
Bk +2"7 ¢ 24 Bk

vk
Ccr
vk
Ccr
k
. PE
cr
_ o2
) e 0
S
0 0
0 0
0 22 4

centrais nas derivadas parciais de primeira e segunda ordem.

wk
cr

ok?

h |

e em que as matrizes possuem as mesmas dimensoes que os casos anteriores.

de seguida aproximada pelas trés diferentes férmulas das diferencas finitas.

, (4.33)

: (4.34)

Através do sistema matricial (4.31) conseguimos obter os valores aproximados de caudal

méssico em todos os pontos do interior da malha, usando as férmulas das diferencas finitas

Nesta secgao aproxima-se a EDP hiperbolica (3.35) pelo método das diferencas finitas, que
satisfaga as condigoes iniciais e de fronteira (1.3), quando a conduta é horizontal. Recorde-se que
este é um caso particular da EDP (3.32) quando ¢ = 0. Estudamos este caso com o objetivo de

obter matrizes mais simples. Esta EDP apenas porta uma derivada de primeira ordem que seré
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

4.3.1. Diferencas finitas ascendentes

Considerando que ¢ = 0 na equagao (4.7), obtemos:

q(@i, tj1) — 2q(wi, t) + q(@i tj—1) 2 q(@it1,t5) — 2q(xi, t5) + q(zi—1,t;)

k2 h?
(4.35)
+BQ($i7tj+1) —q(wi, t)) ~ 0.
k
O erro de truncatura para esta equagao diferencial resulta de (4.8) com ¢ = 0,
k2 0%q o h? d'q k 0%q
Tij = —ﬁ@(%uj) +c E@(&,l‘g) - 65@(1&‘,,&]’), (4.36)

com erro na ordem de O(h? + k).

Define-se que uf ¢ a aproximacao de g(z;,t;), substituindo novamente ¢ = 0 na equacao

(4.9) obtemos

2 2 2
j+1 T j 2 —2r —+ /Bk j T j B 1 j—1 4 37
u; - 1 _|_I8kuz+1 + 1 —}—ﬁk‘ u; + 1 —G—Bkuz_l 1 —|—ﬁ]€ul ) ( . )
paracadai=1,2,...m—2ej=1,2,....
O sistema gerado a partir de (4.37) na forma matricial fica:
J
i . g ()
Wt = A0 + Bow T + K, , (4.38)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., com B, = Bg sendo a matriz tridiagonal
U CTR N S (4.39)
“ 1+ Bk 148k '
simétrica, a matriz
2 -1 0 0
-1 2 -1
A= 1|0 . . . ol, (4.40)
-1 2 -1
0 - 0 =1 2]

igual para todos os métodos seguintes, e
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4.3. Conduta horizontal

10
0 0
K | 4.41
o= | (4.41)
0 0
0 1

tendo estas matrizes dimensées iguais as matrizes A%, BY e K?.

4.3.2. Diferencas finitas descendentes

Procedendo da mesma forma que na secgao anterior, considerando que ¢ = 0 na equagao

(4.19), obtemos:

q(@i, tjt1) — 2q(xis ) + q(zi tj—1) 2 q(@iv1,t5) — 2q(xis tj) + q(xi-1,t5)

k2 h?
(4.42)
q(xi, tj) — q(@is tj—1)
=0
8 . ,
apresentando um erro de truncatura de
k2 0%q o h? d%q k 0%q
Tij = —ﬁ@(ﬂfi, i) +c ﬁ@(&,tﬂ + 5§w($i7ﬂj), (4.43)
que resulta num erro na ordem de O(h? + k).
Quando u; j se aproxima de ¢(z;,t;),
wl T = r2uz+1 + (2 =202 — BR)u! 4+ 2l + (Bk — D)l (4.44)

paracadat=1,2,...m—2ej=1,2,....
De forma semelhante ao que foi feito nas diferencas finitas ascendentes, o sistema de equa-

goes algébricas que é gerado a partir de (4.44), quando i varia entre 1 e (m —2), é transformando

na seguinte forma matricial:

Uug

Wt = Al + Bypu' T + Ky , (4.45)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., com By = Bs sendo
Ag = (2—Bk) T —r*A", (4.46)
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

uma matriz tridiagonal simétrica e

’ 0_
00

Kg=r%|: 1], (4.47)
00
0 1

tendo as matrizes dimensoes iguais as matrizes de (4.38).

4.3.3. Diferencas finitas centrais

Considerando que ¢ = 0 na equagao (4.28), obtemos:

q(@i, tjt1) — 2q(xis b)) + q(zitj—1) 2 q(@it1,t5) — 2q(xis t) + q(xi-1,t5)

k2 2
(4.48)
q(wi, 1) — q(@i tj—1)
=0
5 2k ’
apresentando um erro de truncatura (4.29) quando ¢ = 0,
k? 9%q o, h% 9%q k2 93

Tij = _ﬁ@(l’z‘,ﬂj) +c 12 O 4(5@7 j) 5@@('@1,#]) (449)

Pela equagao (4.49) verifica-se que para o método das diferengas finitas centrais o erro de

truncatura é da ordem O(h? + k2).

Quando u{ se aproxima de q(x;,t;),

2r2 4 —4r - 2r2 Bk —2\ .
G+ _ j J—1 4.50
Y T 9 Bk l+1+<2+ﬁk> 1+2+ﬂk“+<5k+2> ’ (4.50)

paracada:=1,2,...m—2ej=1,2,....
Visto que sdo conhecidos os valores do caudal méssico nas fronteiras e nos instantes iniciais,

obtemos os restantes valores de caudal nos pontos interiores da malha a partir do seguinte sistema

matricial: ,
J
. . . uo
Wt =AW + BT+ K, , (4.51)
Um—1
para cada j = 1,2, ..., com B, = Bf sendo
4 2r?

A, = I— =" A" (4.52)

2+ Bk 21 Pk
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4.3. Conduta horizontal

uma matriz tridiagonal simétrica e

1 0
0 0
22
K. = o, 4.
srgm | (4.5
0 0
01

tendo as matrizes dimensoes iguais aos casos anteriores.

4.3.4. Classe de métodos

Nesta seccao apresentam-se uma classe de métodos que compreende os métodos implicitos e
explicitos, relacionados com as diferencas finitas, utilizados para determinar a solu¢ao aproximada
da EDP hiperbélica (3.35) (Azevedo Perdicoulis et al., 2019). A aplicacao desta classe tem como

objetivo a analise da selecao dos métodos explicitos e implicitos.

Comegamos por considerar que todas as derivadas de (3.35) sdo aproximadas pelo método

das diferencas finitas centrais, portanto

u?“ — 2uz + ug_l =72 (Ugﬂ - 2“{ + qu) - gk (uf“ - “g_1> ' (4.54)

para cada ponto no interior da malha ¢ = 1,2,...,m — 2. Definindo

1,9 . ,J+1 g—1 2,7 . Jt+l1 J Jj—1 2,7
Dju; i=w;" —w; , Djuy i=w;' —2u; +u; o, Diju

e d 9,7 J
i ) i = Ui 2uz +ui—17

ay == =k, (4.55)

a equagao (4.54) pode ser escrita na forma:
Dfu‘z = T2D§ug - athlug. (4.56)

Em seguida, consideremos a combinagao linear convexa

w =oult 4+ (1-20)u! +oul™',  0<o <1, (4.57)

e substituimos em (4.56) Dguf na forma

D? qu“ +(1- 20)ug + Ju{fl ,
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4. Formulagao do Método das Diferencas Finitas

para obtermos uma classe de método das diferencas finitas implicito de varios niveis
ugH - 2u{ + ug_l = —ay (u{Jrl - ug_1> + 72 (aDg,ugH +(1- 20)Diu{ + JDiug_l) . (4.58)

Note-se que se 0 = 0 temos o método explicito das diferencas finitas centrais. A partir de
(4.57), consideramos que a EDP hiperbdlica (3.35) é aproximada pelo método numeérico (4.58).

Usando a expansao da série de Taylor em torno do ponto (z;,t;), obtemos

?q  ,0%¢  ,0q _ i g1 PES

(4.59)

—r2 (aDguZH +(1- ZJ)Diug + UD%ugfl) — Tij

onde 5 -

K Olalzi ) +5/i<9 q(xi,nj)

to12 ott 6 ot3 (4.60)
h? ; qleitio1) 0*q(es, t)) 0*q(es,tig1) '
2% 15 %) 1-9 15 ) 1y Ui+ )
toc 12 (U ozt + o) ozt to Ozt

comn; € (tj—1,tj+1) €€ € (Ti—1,xi+1). Assim sendo, o erro de truncatura é de ordem O(h*+k?).

4.4. Observacoes finais

No caso de ¢ # 0, o método numérico das diferencas finitas é dado pelos sistemas matriciais
(4.11), (4.22) e (4.31), tendo em conta as diferentes formulas de aproximacao da derivada parcial
de primeira ordem da EDP hiperbolica (3.32).

De modo a estudar o caso de estudo, foi considerado o caso particular de ¢ = 0. Neste
caso usando as formulas das diferencas ascendentes, descendentes e centrais na aproximacao da
derivada parcial de primeira ordem, obteve-se os métodos (4.38), (4.45) e (4.51), respetivamente.
Ainda para o caso particular, na Seccao 4.3.4, consegue-se obter uma classe de métodos implicitos
e explicitos, atribuindo valores a o na equagao (4.58).

Todos os métodos obtidos neste capitulo sdo determinados de forma automatizada, isto
é, podem ser utilizados para quaisquer valores de fronteira e iniciais atribuidos ao problema em

questao.
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5. Estudo da Convergéncia dos Diferentes
Meétodos

A solucao analitica de uma equagao diferencial é obtida através da resolucdo exata desta
mesma equacao. Quando nao é possivel calcular a solugdo exata, calcula-se uma aproximacao
usando métodos numéricos. A solucdao numérica ¢é satisfatoria quando esté suficientemente pro-
xima da solugao analitica. No caso das diferencas finitas, diz-se que a solugao é convergente
quando a solugao das equagoes algébricas, obtida apds a discretizagao das derivadas, se apro-
xima da solucao exata da equacao diferencial & medida que os espacamentos dos pontos da malha
vao tendendo para zero (Thomas, 1995).

Para a utilizagdo do método das diferencas finitas é extremamente importante entender
que tipo de suposigoes sao feitas para obter essa convergéncia e como esta afeta a precisao do
método. A abordagem mais comum para a anélise da convergéncia de equacoes diferenciais é
através dos conceitos de consisténcia e estabilidade. A ligacao entre estes conceitos é feita pelo
Teorema de Equivaléncia de Lax que é exposto na Sec¢ao 5.1 (Thomas, 1995).

Ainda neste capitulo, é feito o estudo da consisténcia e da estabilidade das varias formulas
das diferencas finitas apresentada no Capitulo 4. No caso da conduta inclinada é feita a analise da
consisténcia e da estabilidade para a aproximagao das diferengas finitas ascendentes as derivadas
de primeira ordem. Ainda que nao se tenha efetuado o estudo da consisténcia e da estabilidade
para as restantes formulas das diferencas finitas, é possivel fazé-lo seguindo a mesma forma de
raciocinio dos casos anteriores. No entanto os célculos para chegar aos intervalos de estabilidade

no caso da conduta inclinada s@o muito complexos, tal como se pode verificar no Apéndice C.

5.1. Teorema de Equivaléncia de Lax

Para provar a convergéncia, pode usar-se o Teorema de Equivaléncia de Lax (Thomas,
1995). Este teorema permite-nos provar a convergéncia do sistema pela analise da consisténcia
e estabilidade. Comecemos por apresentar os conceitos de consisténcia e de estabilidade.

Aproximando as derivadas parciais pelo método das diferencgas finitas, a equacao diferencial

as derivadas parciais é convertida num sistema de equagoes algébricas. Assim, para que o método
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5. Estudo da Convergéncia dos Diferentes Métodos

seja consistente, o sistema de equagoes algébricas tem que se aproximar da equacao diferencial
quando os passos h e k tendem para zero. Para analisar esta condicao determina-se o erro de
truncatura e a sua ordem. Este erro vai depender da féormula das diferencgas finitas utilizada e

da ordem da equagao do problema em questao (Thomas, 1995).

O sistema de equagoes algébricas gerado a partir do método das diferencas finitas, so é
estavel quando os erros nos pontos iniciais nao crescem ao longo da malha, & medida que o

namero total de interagoes no tempo aumenta (Burden e Faires, 2010).

No Capitulo 4, para os vérios casos dos métodos de diferencas finitas, obtivemos um sis-

tema matricial da forma (4.1). Nesta secgdo reescrevemos o sistema na seguinte forma, onde

consideremos A
_ - Jj+1
w1
witl —wi, it | P (5.1)
—wm_z-
e substituindo (4.1) em (5.1), ficamos com
J
. . . uQ
Wl = Aw +Bw/ + K
_— (5.2)
witlh = .
Consideramos que '
j
j to
K}=K : (5.3)
Um—1
e reescrevendo (5.2) na forma matricial obtemos:
J+1 J J
u A Bl |u Ky
= + (5.4)
w 0 |w 0

Para estudar a estabilidade dos varios métodos, considerara-se o sistema homogéneo de

(5.4),
j+1 J

- , (5.5)

que porta as caracteristicas que definem o método. Dependendo da férmula das diferencas finitas

na aproximacao da derivada de primeira ordem, as matrizes A e B irdo variar e, para simplificar
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5.1. Teorema de Equivaléncia de Lax

a notacao, considera-se que:

reescrevendo (5.5) na forma

U/t = gud, (5.7)

De modo a clarificar a definicdo de estabilidade, relembrando que a EDP hiperbdlica é de

segunda ordem e possui duas condigoes iniciais, os valores iniciais

UW = (g(x1,t1), q(x2,t1), -, ¢(Tm—2,11), q(1, t0), (T2, 10),s -y Q(Tm—2, t0)) " (5.8)
dispéem de um erro

e(l) = (651)7 eél); . 6(1) 650)7 egO)a LAES) 6(0) 2>T : (59)

5 Cm—2 m—
Um erro de He(!), propaga-se em U®), pois

U(z) - (U(l) + e(1)) — HU(l) + He(l)' (5.10)

(n=2) devido a

Este processo continua ao longo dos passos. No tltimo passo em ¢, o erro em U
e ¢ H=2)el), Logo o método é estavel precisamente quando estes erros nao crescem quando

o n aumenta. Isto é valido se e s6 se para qualquer erro inicial, tivermos
e < ) o)

para todos os valores de n. Portanto, devemos ter ||H|| < 1.

Pelo Teorema 10 do Apéndice B, o raio espectral de H, p(H), que é o maior valor absoluto
de todos os valores proprios de H, é menor ou igual a um (Burden e Faires, 2010), ou seja,
considera-se uma norma adequada

p(H) <1. (5.12)
A ligacdo entre os conceitos consisténcia e estabilidade, para obter a convergéncia do
método, é efetuada pelo teorema seguinte.

Teorema 1 (Teorema de Equivaléncia de Lax (Thomas, 1995)). Um método numérico consis-

tente para um problema de valor inicial bem posto € convergente se e s6 se este for estdvel.

Na Figura 5.1 estd representado o esquema deste teorema, que estabelece que para um

dado problema linear de valor inicial, a utilizagao de um método numérico consistente e estavel
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5. Estudo da Convergéncia dos Diferentes Métodos

é a condicao suficiente para concluir que a solucao aproximada converge para a solucao exata

(Thomas, 1995).

Discretizacao

Sistema de equacsdes
com derivadas
parciais

Sistema de
equacdes algébricas

I
Consisténcia

Estabilidade

Solugéo
aproximada

Solugao
exacta

Convergéncia

Figura 5.1.: Relagao entre convergéncia, consisténcia e estabilidade, adaptado de (Borges, 2007).

Na Seccao 5.3 estudamos a estabilidade dos diferentes métodos descritos no capitulo an-
terior, determinando os valores proprios da matriz quadrada H que define cada método. Para
a classe dos métodos apresentados na Secgao 4.3.4 foi feita a analise de estabilidade de Von

Neumann.

5.2. Estudo da consisténcia

Nesta seccao tem-se como objetivo analisar a consisténcia dos varios casos dos métodos
das diferencas finitas obtidos no Capitulo 4.

Na aproximagao do modelo pelo método das diferengas finitas é obtido um erro de trunca-
tura. Em particular para a conduta horizontal, como ja foi descrito no Capitulo 4, o erro (4.36)
relativamente as diferencas finitas ascendentes e descendentes é de ordem O(h? + k) e o erro das
diferencas finitas centrais (4.49) de O(k?+h?). Ainda relativamente & conduta horizontal a classe
de métodos (4.58) porta um erro de truncatura de O(h% + k?). No caso da conduta inclinada,
obteve-se um erro de truncatura (4.8), de ordem O(k + h), da aproximagao da EDP hiperbolica
(3.32) pela formula das diferencas finitas ascendentes. Analisando estes erros, concluimos que
todos os métodos das diferengas finitas, apresentados no Capitulo 4 sdo consistentes, visto que

os erros de truncatura diminuem quando os passos h e k tendem para zero. Concluindo que os
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sistemas das equagoes algébricas obtidas usando o método das diferencas finitas aproximam-se

da equagao diferencial desejada.

5.3. Estudo da estabilidade

Nesta secgao estudamos estabilidade dos métodos explicitos e implicitos das diferengas fini-
tas usadas para aproximar o modelo da conduta horizontal, e também do método das diferencas

finitas ascendentes no caso de uma conduta inclinada.

Como as equagoes diferenciais hiperbolicas em relagao ao caudal e & pressdo sao iguais, o

sistema algébrico obtido apés a aplicacdo do método das diferencas finitas reduz-se & forma
Uit = HUY, (5.13)

que passamos a estudar a sua estabilidade.

Como ja foi referido anteriormente, dependendo da férmula das diferengas finitas na apro-
ximagao da derivada de primeira ordem, a matriz H do sistema (5.13) ira variar. Nos seguintes
teoremas estao apresentados os intervalos de estabilidade para os diferentes casos de métodos
de diferencas finitas apresentados no Capitulo 4, as respetivas demonstracoes serdo expostas no
Apéndice C.

Os Teoremas 2, 3, 4 e 6 sao referentes & estabilidade para o caso da conduta horizontal,
enquanto que o Teorema 5 é referente a conduta inclinada.

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas as-

cendentes na aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes A, e B, de

(4.38) na matriz H de (5.13).

Teorema 2. O método das diferencas finitas (4.38) é estavel quando

9 212 1+ 1662 sin? ST
Bh —|—h\/ﬂ h? + 16¢? sin <2(m—1))
0

ke o, ST ’
42 sin? [ ———
2(m—1)

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas des-

s=1,2,...,m. (5.14)

cendentes na aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes Ay e By de

(4.45) na matriz H de (5.13).
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5. Estudo da Convergéncia dos Diferentes Métodos

Teorema 3. O método das diferencas finitas (4.45) € estavel quando

—BK2 212 1 16¢2 sin2 5T
Bh —|—h\/5 h? + 16¢2 sin (2( _1))
0

ke |0,
4¢2 sin? _ ST
2(m —1)

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas cen-

trais na aproximagao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes 4. e B, de (4.51)

na matriz H de (5.13).

Teorema 4. O método das diferencas finitas (4.51) é estdvel quando

, e oot () e (1)

ke |-, e he
b 8c2sin? [ — 1 p
2(m —1)

s=1,2,...,m.

)+OO )

(5.16)

No caso da conduta inclinada, utilizando a férmula das diferencas finitas ascendentes na
aproximacio da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes A% e B? de (4.11) na

matriz H de (5.13).

Teorema 5. O método das diferencas finitas (4.11) é estdvel quando

28282 4 hy B2 + 422 — 812 (1 —2sin? [ —" ) ) +4¢2
2(m—1)

212 — 2lc? <1 — 2sin? <2(nf7r_1))> +c?

ke |0,

sendol = 4/1+ —.

5.3.1. Classe de métodos

Devido a dificuldade do estudo da estabilidade da classe de métodos através do raio espec-
tral, como alternativa utilizou-se o método de Fourier. Note que a solucao explicita de (3.35)
pode ser escrita como uma série de Fourier. Para tal feito, sendo M, n e N constantes, onde
N & um nuamero inteiro, inserindo na férmula das diferengas finitas (4.58) a solugdo aproximada

Mniet "Nt em u], sendo 7' a unidade imaginaria. Consequentemente, obtemos

n* (Do +1+ag) +n(D(1 —20) —2) + (Do +1 —a) = 0, (5.18)
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5.3. Estudo da estabilidade

onde

—(D(1—20) —2) % \/D2(1 — 40) — AD + 4a2
2(Do + 1+ ax) .

n= (5.19)

q(x,t) — q{ quando j — oo permanece limitado para um valor fixo de h, k,

Assim sendo,
se |n| < 1.

Para provar a estabilidade do método numérico, consideramos

x = D*(1 — 40) — 4D + 4a3. (5.20)
Teorema 6. O método implicito das diferencas finitas (4.58) é estdvel,

1. para x <0, e

1
(i) o=, se

2ck~/40 — 1
\/—2 + 4+ (Bk)2(40 — 1)

1
(ii)1<a§1,se € |0,

o
sin| —
2

1
(iiz')0§0<4,sek‘€[

2
=)
h c 2ck+/1 — 4o 2ck/1 — 4o
()| 1V VIS BRPO a0 /2 VA= G )

1. para x >0, e

1) para o =, se <Nh> 5 oo .
sin| ——
2
h 2ckv/4do — 1
(ii) para — < o <1 se A aveg , +00
sin() \/—2+ V4 + (Bk)2(40 — 1)
2
1 2 h
(iii)para0§0<4sek€]07ﬁm[ eSin NE €
2
9ekyT 1o, 2ck\/1 — 4o U 2ck\/1 — 4o oo
\/24-\/4—(5]4:)2(1—40) \/2— V4 — (Bk)2(1 — 4o)

As demonstracoes destes teoremas estao apresentadas no Apéndice C.
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5. Estudo da Convergéncia dos Diferentes Métodos

5.4. Observacoes finais

Pelo Teorema de Equivaléncia Lax, prova-se a convergéncia das solugoes aproximadas para
a solugao exata, a partir do estudo da consisténcia e estabilidade.

Na Seccao 5.3, foi efetuada o estudo da estabilidade usando a anélise do raio espectral
das matrizes em causa, enquanto que na Secgao 5.3.1 foi usado a analise da estabilidade de Von
Neumann. Deste modo, foram obtidos intervalos onde os valores de h e k podem ser atribuidos,
garantindo a estabilidade e consequentemente a convergéncia das solugoes numéricas.

Os teoremas apresentados sao utilizados nas simulagdes do capitulo seguinte.
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6. Simulacio do Modelo

Este capitulo apresenta o caso de estudo e os dados usados nas simulagoes numéricas. Sao

também exibidos os resultados obtidos nas simulagoes e realiza-se a discussao dos mesmos.

6.1. Caso de estudo

Neste trabalho é estudado um gasoduto que esta localizado perto de Sines, no Sul de
Portugal. E uma conduta de seccdo circular com um diametro de d = 0,793 m, area de A =
0,4939 m? com um comprimento de L = 35,58 km e um fator de friccdo de f = 0,0079, que
faz parte do gasoduto nacional. Em relagdo ao nivel do mar, o ponto de entrada de gas da
conduta estd a uma altura de 22,5 m e o ponto de saida a 43,2 m, assim a conduta possui um
angulo de inclinagao de § = 0,34°. Devido a este pequeno dngulo de inclinagdo consideramos
que é uma conduta horizontal. De modo a conseguir-se estudar a dindmica do gés numa conduta
inclinada, para os mesmos parametros e condi¢oes da conduta que faz parte do gasoduto nacional,
é considerado um angulo de 6 = 30°.

Todas as medigoes no que respeita aos valores de caudal méssico e pressao ao longo de toda
a rede portuguesa sao recolhidos pelo sistema SCADA. Os sensores de pressdao deste sistema sao
instalados ao longo de cada conduta. Existem apenas sensores de caudal méassico nos extremos
de cada conduta, logo os valores de caudal ao longo de cada conduta nao sao disponibilizados e
precisam de ser simulados. O simulador comercial de transporte e distribuigao de gas designado
por SIMONE (SIMONE, 2018), que esta instalado na sede da REN, ¢ utilizado para simular e
monitorizar o comportamento do gés ao longo de cada conduta. Este software consegue simular
os valores de caudal no interior dos gasodutos e os valores de pressao, com o proposito de verificar
a calibracao dos sensores. A simulagdo é muito importante na gestdo de redes de distribuicao,
por exemplo na monitorizacao de fugas (Baltazar, 2016).

Os valores de pressao e caudal méssico utilizados nas condigoes de fronteira deste trabalho
foram medidos nos extremos da conduta caracterizada acima. Esses dados, fornecidos pela REN-
Gasodutos, sao referentes a um fornecimento de gas num dia normal (2 de Marco de 2009) no

intervalo fechado [Oh, 24h], sem fugas e a uma temperatura constante de 18, 5°C. Os dados foram
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6. Simulacao do Modelo

medidos com um intervalo de tempo de dois minutos. Na seccao seguinte sao apresentados os

valores de fronteira. As condigoes iniciais da Secgdo 3.3 sao exibidas na Secgao 6.3.

6.2. Condicoes de fronteira

A solucao da equagao diferencial hiperbdlica para o estudo da dindmica do gas da conduta
em questao, é uma solucao que satisfaz as condigoes de fronteira e condicao inicial deste problema.
As condigoes de fronteira sdo de elevada importancia na consecucdo dos melhores resultados.
Foram fornecidos dados reais pela empresa REN-Gasodutos, para analisar o caudal massico e

pressao no interior da conduta.

100 Valores de fronteira para o caudal massico
T T T T T T

80 - b
70 b

60 [ b

et N

50 T

Caudal massico [Kg/s]

40 -

30 - T
Caudal massico a entrada
Caudal méssico a saida

20 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Tempo [s] x10*

Figura 6.1.: Valores de caudal méssico & entrada e & saida da conduta.

Nas Figuras 6.1 e 6.2 estao representados os valores de fronteira de caudal massico e pressao,
medidos a entrada e saida da conduta. Sao 721 valores & entrada e outros 721 & saida da conduta,

de caudal méssico e igualmente para a pressao, num periodo de 24 horas.
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Valores de fronteira para a pressao
T T T T

9.5

8.5

©

Pressao [Pa]
~N
(4]

6.5

T T

Pressao a entrada
Press&o a saida

55 1 1 I 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Tempo [s]

35 4 45
x10*

Figura 6.2.: Valores de pressao a entrada e a saida da conduta.

6.3. Condicdes iniciais

Nesta secg¢ao sao apresentadas as condigoes iniciais calculadas na Seccao 3.3. Assim, usando

as condic¢bes de fronteira anteriores, consegue-se obter as condi¢Oes iniciais, que estao represen-

tadas nas Figuras 6.3 - 6.6. Nos gréficos as linhas referentes a j =0e j =1

Valores iniciais de caudal massico
T T T T

estao sobrepostas.

70 T

65 -

» o o
(&) o o
T T T

Caudal massico [Kg/s]

'S
o
T

30p

25 1 1 1 1 1

0
1

0 0.5 1 1.5 2 25
Espaco [m]

3 35
x10*

Figura 6.3.: Valores iniciais de caudal méssico ao longo da conduta: 6 = 0°.
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%108

7.94

7.93

Pressao [Pa]
~
©
N

791

7.9

1.5 2 25
Espago [m]

3 3.5
x10%

Figura 6.4.: Valores iniciais de pressao ao longo da conduta: § = 0°.

75 T

Valores iniciais de caudal massico
T T T

70

65

60

o
a

Caudal massico [Kg/s]
S w
(4] o

1 1 1

Figura 6.5.: Valores iniciais de

15 2 25
Espago [m]

caudal méssico ao longo da

conduta: 6 = 30°.
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x10° Valores iniciais de pressao
7.95 T T T T

Pressao [Pa]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Espago [m] x10%

Figura 6.6.: Valores iniciais de pressao ao longo da conduta: § = 30°.

Depois de determinadas as condigOes iniciais passamos a conhecer o comportamento do gés
na conduta nos proximos instantes, através do método das diferencas finitas. Na sec¢ao seguinte

sao apresentados os resultados obtidos na simulagao do modelo dindmico.

6.4. Simulacdo com diferentes métodos

Nesta seccao sao apresentados os gréaficos obtidos na simulagao do caso de estudo utilizando
os varios métodos descritos no Capitulo 4. Para implementacao dos métodos recorreu-se ao uso

do Software Matlab.

Nas simulacées numéricas é considerado h = 1016,6 m, isto é, obtemos os valores de

pressao e caudal massico a cada 1016, 6 metros de conduta em cada instante.

Assume-se k = 2,014 s ja que analisando os intervalos de estabilidade dos métodos, des-
critos no Capitulo 5, conclui-se que para h = 1016,6 m ¢ k = 2,014 s, todos os métodos sao
estaveis. Desta forma, admitindo valores de h e k que se encontram dentro dos intervalos de
estabilidade, da Figura 6.7 & Figura 6.22 sao apresentados os graficos de pressao e caudal méssico
obtidos nos casos da conduta inclinada e horizontal, usando os diferentes métodos das diferencas

finitas.
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100 0.15

90 0.1
7 80 0.05
Z 70 8
Q I 0
o 5
@ 60 2
@
g § -0.05
E -
=l G -0.1
8 40
20 | 015 ‘
20 -0.2 g
4 4 N\
10 10
“10% x10*
2 10* 10°
5 x 5 *
Espaco [m] 0 o Tempo [s] Espago [m] 0 o Tempo [s]

Figura 6.7.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragdo usando o método das diferengas finitas
ascendentes: 6 = 30°.

%108
10 1500

‘ -1500

4 4 )
10 W
x10% ) x10%
5 x10*
Espaco [m] Espacgo [m]

0 o Tempo [s]

1000

500

Presséao [Pa]

-500

Erro de iteracdo
o

-1000

10

5 x10*

Tempo [s]

0

Figura 6.8.: Pressao e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferengas finitas ascen-
dentes: 6 = 30°.

Nas Figuras 6.7 e 6.8 sao apresentados os graficos de pressao e caudal méssico obtidos,

para o caso das diferencas finitas ascendentes, no caso da conduta inclinada, com 6 = 30°, e os
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respectivos erros de iteragao.

100 0.15

90 0.1 \
) 80 0.05
(=2}
X 70 x§
8 g oo |
.ﬁ 60 2
g 8 005
= 50 ° ‘ ‘
3 504

w -0.

3T 40 v
o | i

30 l -0.15 E ; K |

20 -0.2, [N

4 4

10 10
x10* x10%
2 4 4
5 x10 5 x10
E
Espago [m] 0 o Tempo [s] spago [m] 0 o Tempo [s]

Figura 6.9.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferengas finitas
ascendentes: 6 = (0°.

%108
10 1500

‘ -1500

s 3
4 4
10
x10% x10*
2 4
x10
Espacgo [m] Espaco [m]

1000

500

Presséao [Pa]
Erro de iteracédo
o

-500

-1000

10
5 x10*

5
0 o Tempo [s] 0 o Tempo [s]

Figura 6.10.: Pressao e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferencas finitas as-
cendentes: 6 = 0°.

Nas Figuras 6.9 e 6.10 sdo apresentados os graficos de pressao e caudal massico para o caso
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das diferencas finitas ascendentes para o caso da conduta horizontal. Pode-se ver que os valores

de pressao e caudal méassico sao semelhantes na comparacao de resultados entre estes dois casos.

100 0.15
90 0.1
%; 8 0.05
X 70 8
8 g 0
2 60 £
O
E 4 § -0.05
) o
E] o -0.1
@ 40
o
30 -0.15
20 0.2
4 4
10 10
x10* x10*
5 x10* 5 x10
Espago [m] 0 o Tempo [s] Espago [m] 0 o Tempo [s]

Figura 6.11.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferengas finitas
descendentes: 6 = 30°.

%108
10 1500
9 1000
o 500
—_ wo
£ ° g
o 2 0
T
2 7 3
()
a g -500
6 -1000
5 -1500
4 4
10 10
x10* x10*
2 x10* 10*
5 5 x
Espago [m] Tempo [s] Espago [m] Tempo [s]

0

Figura 6.12.: Pressao e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferencgas finitas des-
cendentes: § = 30°.
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100 0.15

90 0.1
— 80
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8 g °
@ 60 2
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g § -0.05
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=l G -0.1
© 40
o
20 015
20 0.2
4
10
“10% x10*
x10* 5 x10%
Espaco [m] Tempo [s] Espago [m] 0 o Tempo [s]

Figura 6.13.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferencas finitas
descendentes: 6§ = 0°.
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a E -500
6 -1000
5 -1500

10

5 x10*

4 4
x10* x10*
%10
Espago [m] Espago [m]

Tempo [s] 0 o Tempo [s]

Figura 6.14.: Pressao e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferencas finitas des-
cendentes: 6 = 0°.

Em relacao aos resultados para os métodos das diferencas finitas descendentes e centrais,

para os mesmos valores de k e h, observa-se que o comportamento do gés é semelhante aos valores
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de pressao e caudal massico das diferencas finitas ascendentes, no caso da conduta horizontal e

inclinada.

100 0.15
90 0.1
— 80 0.05
o
=
X 70 g 0
3 ©
2 60 L 005
b [0}
€ °
g 50 g 0.1
i}
3 40 -0.15
o
30 -0.2
20 -0.25
4 4
10 10
x10* x10%
5 x10* 5 x10*
Espaco [m] Espago [m]
0 Tempo [s] 0 Tempo [s]

Figura 6.15.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferengas finitas
centrais: 6 = 30°.
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Figura 6.16.: Pressao e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferengas finitas cen-
trais: € = 30°.
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Figura 6.17.: Caudal méssico e o respetivo erro de iteragao usando o método das diferencas finitas
centrais: 6 = 0°.
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Figura 6.18.: Pressao e o respetivo erro de iteragdo usando o método das diferencas finitas cen-
trais: 6 = 0°.

Nas figuras que se seguem sao referentes aos graficos da pressao e caudal massico e os

respetivos erros de iteracao para a conduta horizontal para dois casos do método implicito.
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Figura 6.19.: Caudal méssico e respetivo erro de iteragdo para conduta horizontal usando o mé-

100

10

80
7 5
=2
2 o 8
8 &
.% g o
E 40 3
5 g
w
3 -5
O 20
0 -10
4 4
8 8
x10* x10*
4 4
4 x10 4 x10
2
Espago [m] 0 Tempo [s] Espaco [m] Tempo [s]

todo implicito, quando o = 0, 15.

x108
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Erro de iteragdo
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Espago [m]

4

Tempo [s]

8

x10*

Figura 6.20.: Pressao e respetivo erro de iteracao para conduta horizontal usando o método
implicito, quando o = 0, 15.

Nestes trés métodos explicitos das diferencas finitas verificamos que na pressao o maior erro

de truncatura é de 300Pa, e no caudal massico de 0,13kg/s. Observa-se também que os valores
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Figura 6.21.: Caudal méssico e respetivo erro de iteragdo para conduta horizontal usando o mé-
todo implicito, quando o = 0, 5.
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Figura 6.22.: Pressao e respetivo erro de iteragao para conduta horizontal usando o método
implicito, quando ¢ = 0, 5.

de caudal massico e pressao sao semelhantes nos métodos implicitos e explicitos. No entanto, os

erros de truncatura dos métodos implicitos das diferengas finitas sdo proximos de zero.
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6.5. Analise dos resultados

Da Figura 6.23 a Figura 6.30 passamos a comparar os métodos utilizando os valores ante-
riores de h e k. Foram selecionados dois pontos da conduta, um aos 17,79 km e outro aos 35, 58
km, de modo a se obter um grafico em duas dimensées, com a finalidade de validar e comparar
os métodos. Nota-se que as linhas atribuidas a cada método nos graficos estao sobrepostas umas
sobre as outras em todas a figuras, com excepc¢ao das Figuras 6.23b, 6.25b, 6.27b e 6.29b.

No ponto intermédio da conduta, pelas Figuras 6.27b e 6.29b verifica-se que os valores
de caudal e pressao possuem uma maior discrepancia em relagdao aos resultados no extremo da
conduta. A maior diferenca de valores esta entre o método das diferencas finitas centrais e os
restantes métodos, dispondo estes ultimos de resultados muito proximos. Analisando o estudo da
consisténcia nota-se que os métodos com menor erro de truncatura sao os métodos implicitos e o
método explicito das diferencas finitas centrais, enquanto que os restantes métodos apresentam
uma ordem de erros analogos. E possivel verificar que os resultados dos dois métodos implicitos
sao muito semelhantes, e que por sua vez sao idénticos aos métodos explicitos das diferencas
finitas ascendentes e descendentes.

Os métodos estudados neste trabalho portam diferentes intervalos de estabilidade. De
seguida sao mencionados os métodos por ordem crescente de intervalo de estabilidade, isto é, do

intervalo mais restrito ao mais amplo, para o caso particular da conduta horizontal:

Método explicito das diferencas finitas centrais;

e Método explicito das diferencgas finitas descendentes;

Método explicito das diferencas finitas ascendentes;

Método implicito quando o = 0, 15;

Método implicito quando o = 0, 5.

E importante notar que o intervalo de estabilidade no caso da conduta horizontal ¢ maior que o

da conduta inclinada, para o método das diferencgas finitas ascendentes.
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Figura 6.23.: Caudal méassico ao longo do tempo, no ponto 17,79 km de conduta, usando os
métodos das diferengas finitas ascendentes, descendentes e centrais: 6 = 30°.
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6. Simulacao do Modelo
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Figura 6.25.: Pressao ao longo do tempo, no ponto 17,79 km de conduta, usando os métodos das
diferencas finitas ascendentes, descendentes e centrais: § = 30°.
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Figura 6.26.: Pressao ao longo do tempo, no ponto 35, 58 km de conduta, usando os métodos das
diferencas finitas ascendentes, descendentes e centrais: § = 30°.
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6. Simulagao

do Modelo
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Figura 6.29.: Pressao ao longo do tempo, no ponto 17,79 km de conduta, usando os métodos
explicitos e implicitos: § = 0°.
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Figura 6.30.: Pressao ao longo do tempo, no ponto 35,58 km de conduta, usando os métodos
explicitos e implicitos: § = 0°.
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6.5. Analise dos resultados

Com base nas analises anteriores, é possivel concluir que:

A solugao numérica do método das diferencas finitas centrais, por possuir o menor erro de
)

truncatura, converge mais rapidamente para a solucao exata do que os restantes métodos,

pois nos resultados observa-se que os valores de caudal e pressao para as diferencas finitas

centrais destacam-se em relacao aos outros métodos;

Com excecao do método explicito das diferencas finitas centrais, os perfis de caudal méassico

e pressao sao analogos entre os métodos;

Na existéncia de um angulo de inclinagao da conduta o erro de truncatura dos métodos au-
menta com a excecao das diferencas finitas centrais, pois passa a existir uma nova derivada
de primeira ordem em z, logo as solugoes numéricas tendem a convergir mais lentamente

para a solucao exata quando os valores de h e k tendem para zero;

A escolha dos valores de h e k sdo extremamente importantes para conseguimos obter
uma solugdo aproximada, pois se os valores escolhidos nao pertencerem ao intervalo de

estabilidade do método, nao sao obtidos quaisquer resultados;

No estudo da estabilidade verifica-se que quanto menor for o valor de h, menor tera que

ser o valor de k;

A solugdo numérica do método das diferencas finitas centrais encontrar-se mais proxima

da solucao exata, no entanto, este possui o intervalo de estabilidade mais restrito;

Nos graficos das condigoes iniciais observa-se que os valores de pressao diminuem ao longo

da conduta, este facto da-se devido & friccdo das paredes interiores da mesma;

Verifica-se nas condi¢Ges iniciais que o caudal méassico aumenta ao longo da conduta, pois

antes do gas ser introduzido ja existe uma quantidade de gis armazenada.
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7. Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma revisao bibliografica de modo a contextualizar as simu-
lagoes numeéricas realizadas. Foi deduzido um modelo matematico para representar a dinamica do
géas natural no interior de uma conduta. Os pardmetros considerados na modelagdo da dinamica
do gas sao referentes a uma conduta em particular, que faz parte do gasoduto nacional situada
perto de Sines. Devido & dificuldade de se obter a solucao analitica do modelo dindmico foram
estudados varios métodos das diferencas finitas para resolver este problema, para um determi-
nado caso de estudo. Os dados referentes as condigbes de fronteira, deste caso de estudo, foram
fornecidos pela empresa REN. No entanto, estas condigbes nao sao suficientes para simular o gas
na conduta, logo, foi necessario calcular duas condicoes iniciais. Em relagdo ao modelo deduzido
foram formulados vérios métodos das diferencas finitas, de modo a serem implementados em
Matlab. Para provar que a solugdo numeérica esta suficientemente proxima da solugao analitica
foi estudada a convergéncia dos métodos. Os graficos obtidos a partir das simulagdes numéricas
forneceu-nos os valores de pressao e caudal méssico ao longo da conduta e no decorrer do tempo.

Com este trabalho, é possivel concluir que:

e QQuando é requerido grandes volumes de gas em regime de operagao continua e para grandes

distancias, o transporte do gas é efetuado por meio de gasodutos;

e Existe a necessidade de estudar a dindmica do gas nas condutas de modo a facilitar o

projeto e operacgao das redes de gés;

e Sao deduzidos diferentes modelos simplificados, para representar a dindmica do gas numa
conduta, que dependem das asser¢oes consideradas para um gasoduto em particular ou

condicoes gerais de operacionalidade que devem de ser respeitadas;

e Devido a grande complexidade na resolugao analitica do modelo e tratar-se de um sistema
nao linear, surge a necessidade de linearizacdo do mesmo para facilitar a obtencao de

solucao;

e Para conseguir-se analisar a dindmica do gas no interior de uma conduta é necessario

proceder-se a simulacao do modelo escolhido;
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7. Conclusées

E desenvolvida uma metodologia para calcular uma solugdo numérica, a partir da aproxi-

magao do modelo dindmico pelas diferentes formulas das diferencas finitas;

e 530 comparados os métodos explicitos e implicitos das diferengas finitas que sdo discutidos

no Capitulo 6;

e Como contribuicao cientifica, é realizado um estudo da convergéncia dos métodos explici-
tos e implicitos para o caso particular da conduta horizontal, bem como do método das

diferencas finitas ascendentes para o caso da conduta inclinada;

e A formulacgao dos diferentes métodos explicitos e implicitos das diferencas finitas e o estudo

da convergéncia dos mesmos sao aplicados a um caso de estudo industrial.

Surgem diversas ideias com este trabalho que sdo sugeridas para trabalhos futuros nesta
area, como: a implementacao das restantes combinagoes das diferencas finitas da Tabela 4.1 ao
caso de estudo, simular e estudar a convergéncia da dindmica do gias numa conduta utilizando
outros métodos numéricos (método das linhas, método das caracteristicas, método dos elementos
finitos), estudar a estabilidade de todos os métodos possiveis para o caso geral, simular a dinAmica

do gas numa pequena rede e criar um novo software para simular as redes de gés.
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A. Férmulas das Diferencas Finitas

Devido a dificuldade de obtencao da solugao analitica de algumas equagoes diferenciais, sao
utilizados métodos numéricos para obter uma solugao aproximada da soluc¢ao analitica. (Smith,
1985). Existem varios métodos numéricos para resolver equagoes diferenciais, entre as quais o
método das diferencas finitas. Neste capitulo sdo deduzidas trés formulas das diferencas finitas
para aproximar a derivada de primeira ordem e uma férmula para aproximar uma derivada de
segunda ordem.

Aproximar as derivadas da equacéo diferencial por diferencas finitas implica que esta equa-
¢ao seja convertida num sistema de equagoes algébricas. A féormula de aproximacao obtém-se a
partir da série de Taylor da fungdo de uma variavel, que passamos a explicar (Ruggiero, 1996;

Burden e Faires, 2010). Considerando, G, uma fungao real de variavel real z,
y=G(z) z¢€la,b. (A1)

Para uma distancia Az entre o ponto x de um ponto x+Az (Figura A.1), o desenvolvimento

em série de Taylor da fun¢éo G é dada pela seguinte expressao:

_ dG, | (Ax)? &G, | (Ax) &G (Ax)* d*G
GlatAz) = Gla)+Ar- g @)+ = ga @)+ g @+ g

(2)+... (A.2)

Para obter-se uma aproximagao da derivada de primeira ordem da fungdo G(z) de uma

equacao diferencial, da expansao de Taylor, ficamos com

)2 42
Gz + Az) = G(z) + Ax%(a:) + (A2|) %({), € (z,x+ Ax). (A.3)

: . dG
Visto que queremos determinar d—(:n), tem-se:
T

dG Gz + Ar) — G(r) Az d®G

Assim, para a derivada de primeira ordem obteve-se a aproximagao algébrica

dG, . G(z+ Ar) — G(x)
()= -9, (A.5)
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A. Foérmulas das Diferencas Finitas

y
N\
G(x) I SO
I
G(x+AXx) — _Jl_ _____

/o
L Ox y = G()
I
|
|
| | S
X X+AX “X

Figura A.1.: Aproximacao pelas diferengas finitas ascendentes.

em que o termo de segunda ordem da equagao (A.4) representa o erro da aproximagao, ou erro
de truncatura

Az d*G
r=-Sr55©, ¢ (@at i), (8.6)

A esta aproximagao chega-se a formula das diferengas finitas ascendentes, em que o valor

da fungao G é aproximado num ponto a direita do ponto x.

G(x)
G(x-Ax)

Figura A.2.: Aproximacao pelas diferencas finitas descendentes.

O valor da fungao G (Figura A.2) também pode ser aproximado considerando um ponto
anterior a x pelo método das diferencas finitas descendentes. Considerando um ponto & esquerda
de z, a reta que une os dois pontos (z— Az, G(xr—Az)) e (z, G(z)) é¢ dada como a aproximagao da

primeira derivada (Melo, 2011; Burden e Faires, 2010). A partir da férmula de Taylor determina-
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se G(z — Ax)) de forma igual & anterior:

dG@ (Ar)? d2G (Az)? d3G (Az)"d"G
—Azx) = —Ax— — (=17
Glo—Az) = G(z) e (z)+ 21 dz? (z) 3! da? (@) 4+ (=) n!  dz” (z)+
(A7)
A aproximagao da primeira derivada, neste caso, dada por
dG, | G(z) - G(z — Az) Az d*G
a(x) = Ar + j@(f% § € (z— Az, ), (A.8)
. dG
como queremos determinar d—(x), ficamos com:
T
dG G(x) — Gz — Ax
€0 () = A =Gl = 8] (A9)
em que
Az d?G

é o erro de truncatura.

Existe uma terceira forma para obter a aproximacao da primeira derivada. Esta é designada
por diferengas finitas centrais (Figura A.3), e ¢ deduzida a partir da subtragao ordenada das

expansoes (A.2) e (A.7) da série Taylor G(x + Az) e G(x — Ax):

B dG 2(Ar)3 3G
G(x+ Azx) — G(z — Az) = 2Ax£(:r) + TR

2(Az)> d°G
5! dab

() + @)+ (A1)

(G(x-Ax),x-AX)/\(G(HAx),HAx)

|
I
L 2Ax J y = G(x)
I~ “1
|
|
|
| |
] | >
x-Ax X x+AX X

Figura A.3.: Aproximacao pelas diferengas finitas centrais.
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A. Foérmulas das Diferencas Finitas

Reformulando a equagao (A.11) para a derivada de primeira ordem tem-se,

dG Glx+ Az) — Gz — A Azx)? 3G
00y = Gl o) Gl ) BICC e, ce@-anrtan, (A1)

assim obtém-se a aproximacgao da derivada de primeira ordem para as diferencas finitas centrais

dG, | Gz + Az) - G(z — Ax)
a(x) = 9AL , (A.13)
em que o erro de truncatura é dado por
(Ar)? d3G
Y @(5)’ €€ (r— Azx,x + Ax). (A.14)

A derivada de segunda ordem da funcgao G é obtida a partir da soma ordenada das expan-

soes da série de Taylor G(z + Ax) e G(x — Ax),

2(Az)? %G, . 2(Az)tdiG
o A2 T s

2(Az)® dG

G(r+Az)+G(r—Ax) = 2G(x)+ 6! daf

(x)+ (x)+..., (A.15)

em que os termos de ordem impar cancelam, e negligenciando os termos a partir da derivada de

quarta ordem, obtém-se

d2G Gz + Az) — 2G(2) + G(z — Ax Azx)? d*G
@(x): (z +Az) (A;)g—i_ ( )—(4!) d:):4(£)’ € (x—Ax,x+ Ax). (A.16)

Desta forma, a derivada de segunda ordem é aproximada por:

G G(z + Ax) — 2G(x) + G(x — Ax)
Bz @) = (Az)2 (A-17)
com erro de truncatura dado pela parcela da quarta derivada da equacdo (A.16)
(Az)? d*G
TR &), €€ (xz—Azx,x+ Ax). (A.18)

Resumindo, para aproximar as derivadas de primeira ordem por diferencas finitas ascen-
dentes, descendentes e centrais sdo usadas as formulas (A.5), (A.9) e (A.13), respetivamente.

Para aproximar as derivadas de segunda ordem é usada a formula (A.17).
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B. Matrizes e Determinantes

Neste apéndice pretende-se apresentar alguns conceitos basicos de matrizes, que auxiliam

os teoremas utilizados no estudo da estabilidade do Capitulo 4.

Comeca-se por apresentar as matrizes de Toeplitz, que sao matrizes que possuem constantes
dispostas em cada diagonal paralela & diagonal principal. Por exemplo, uma matriz com dimensao

4 x 4, sendo T a matriz de Toeplitz pode ser representada da seguinte forma:

to 11ty i3
t1 to t1 to

to t_1 to H

t_g t_o t_1 to

em que no caso de t_3 =t_g = t3 = to = 0 designa-se por matriz Toeplitz tridiagonais,

to t1 0 0
t1 to t1 O
0 tq to t

0 0 t-1 to

A estrutura das matrizes de Toeplitz tridiagonais, conta com uma vantagem particular de
admitirem férmulas para o célculo dos valores proprios e vetores proprios. No teorema seguinte

apresentamos o calculo dos valores e vetores proprios de uma matriz tridiagonal (Meyers, 2001).

Teorema 7. Considera-se a sequinte matriz Toeplitz tridiagonais:

b a o --- 0
c b a
0 -~ 0 c 1
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B. Matrizes e Determinantes

com a # 0 # c. Entao os valores proprios sao

/\5—b+2a\/?cos< il >, s=1,2,...,m. (B.4)
a m+1

e 0s respetivos vetores proprios sao

Demonstracao. Para os valores e vetores proprios os componentes que constituem a equacgao
(A= X)X =0,

sa0:
CTi—1 + (b — /\)xl +azri41 =0, (B.6)
em que i = 1,...,m, que é equivalente a
b— A
Tit2 + <> Tit1 + (*) x; =0, (B.7)
a a

parai=0,...,m — 1 com g = £py4+1 = 0.

Estas sdo equagOes ordinarias homogéneas de segunda ordem. Sendo & e r constantes,
a técnica de resolugao é conseguir solugoes na forma de z; = £r', que produz uma equacao
quadratica com duas raizes. Assim sendo, a solugao geral da equagao (B.6) é dada da seguinte

forma:

ar’i + Br% se 1 # T

ap' + Bipt se ri=ro=p

onde o e B sdo constantes arbitrérias.

Para o problema de valor préprio em questao, as duas raizes devem ser distintas, entao,

— i i
x; = ar] + Br.
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Se xg = Tm+1 = 0, consequentemente,

a+pB=0
Ty = s (B.g)
art 4 pritt =0
logo, .
m+ o
(7“1) _ Py (B.10)
(] «
e consequentemente
M_ s, (B.11)
r2
sendo 7' a unidade imaginaria e s = 1,...,m.
.y 27s
Entao r1 = r9e’ m+1 junto com
b—XNr ¢
2 Lo ) (B.12)
a a
resulta no seguinte sistema de equagoes:
c
riro = —
a
(B.13)
-A
ri+ry=—
a

. . C i 27s C —q! 27s .
Resolvendo este sistema, determina-se o vy = 4/—e m+1, r9 = ,/—e =+ e conclui-se
a a

que:
A=b+ a\/? (ei/:;rl + e_i/riisl> =b+ 2a\/?cos ( il > . (B.14)
a a m+1

Logo os valores proprios de A sdo dados por:

)\S:b+2a\/?cos( il > , s=1,2,...,m. (B.15)
a m—+1
A componente i de qualquer vetor associado a ), satisfaz x; = ari + fri com a = —f,
entao
z; = a(r] —rb). (B.16)
Substituindo r1 e 2 na equagao (B.16),
vi=a(2)? (eian _ m> ~aia (%) s ( ism ) | (B.17)
a a m+1
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B. Matrizes e Determinantes

Se av = 1/2i’, gera vetores proprios especificos associado a A,

A= (Z)S sin (mj:% (319
)

Teorema 8. Seja B = al + bA, onde A é uma matriz Toeplitz tridiagonal. Se «; sao os valores

proprios de A com i =1,...,m, entdo os valores proprios de B sao

Ai=a+ba;, 1=1,...,m. (B.19)

Demonstragao. Se A é uma matriz Toeplitz tridiagonal entdo A é diagonalizéavel, isto é,
D = S7'AS onde D é uma matriz diagonal com a diagonal os valores préprios de A e S é a

matriz cujas colunas sdo valores proprios de A. Assim substituindo

A=5SDS™' | D =diag(ai, ..., tm) (B.20)

em B, ficamos com

B =al +bSDS™!, (B.21)

e reformulando a equagao obtemos
B = S(al +bD)S™". (B.22)

Para determinar os valores proprios de B, i.e., det(B — AI) = 0, ¢ o mesmo que determinar

det(S(al +bD)S™! — A1) =0, (B.23)
e consequentemente,
det(S)det(S~')det((a — \)I + bD) = 0. (B.24)
Como SS~! = I, logo,
det(I) = det(SS™') = det(S)det(S™') = 1, (B.25)
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entao,

1
det(S™1) = : B.2
M) = Tt s) (B.26)
Assim os valores proprios de B, sdo dados por
det((a — A\)I +bD) =0, (B.27)
em que
[](a—x+ba;) =0. (B.28)
i=1
Deste modo, os valores proprios da matriz B, sao,
Ai=a+ba;, 1=1,...,m. (B.Qg)
O

Teorema 9. Se A é uma matriz diagonalizdvel, d,v € R\ {0}. Os valores proprios de

A dI
H = (u 0) . (B.30)

B af4 d
P_<v 0), (B.31)

sao os valores proprios de

onde oy sao os valores proprios de A.

Demonstragao. Se A é diagonalizavel, entdo D = S~1AS assim

A dI SDS—1 dI
H = = . (B.32)
vl 0 vl 0
Para determinar os valores proprios da matriz H, det(H — A\[) = 0, é o mesmo que
determinar
SDS~t dI M0
det - =0, (B.33)
ol 0 0 M
que é equivalente a
S0 D -\ dI st 0
det det det =0, (B.34)
0 S ol =)\ 0o St
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B. Matrizes e Determinantes

onde se tem

(detS)?(detS™1)2det(N*T — DX\ — dvl) = 0.

que resulta em

det(\’T — DX — dvI) = 0.

Consequentemente, tem-se

m

[J¥ = aiyx = dv) =0,
i=1

entao os valores proprios de H sao dados pela solugao da equagao

M —ayA—dv=0, i=1,..,m,

que sao os mesmos valores préprios de

Definicao 1. O raio espectral da matriz H de m x m € definida por
p(H) = maz |A],

onde A sao os valores proprios de H.

(No caso de X\ = a+i'b para i’ =+/—1, a norma |\| = Va? + b2.)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

Teorema 10. Se H é uma matriz de m x m, entao p(H) < |H||, para qualqguer norma || - ||.

Demonstragao. Seja A um valor proprio de H e v o vetor proprio associado a A, com |[v|| = 1,

entao Hv = v e

Al = (Aol = (Aol = J[Hul| < ([ H[{lol] = [1H]]
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C. Demonstracoes do Capitulo 5

Neste Apéndice sdo apresentadas as demonstragoes dos teoremas, referentes a estabilidade,

do Capitulo 5.

Para estudar a estabilidade dos varios métodos, considerara-se o seguinte sistema:

U/t = gUY, (C.1)
sendo
A B
H= : (C.2)
I 0

em que as matrizes A e B irao variar dependendo da férmula das diferencas finitas utilizada na

aproximagcao da derivada de primeira ordem.

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas as-

cendentes na aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes A, e B, de

(4.38) na matriz H de (C.2).

Teorema 2. O método das diferengas finitas (4.38) é estdvel quando

2 252 2 gin? 5T
Bh —I—h\/ﬁ h? 4+ 16¢# sin <2(m—1)>
0

ke |0, , s=1,2,...,m. (C.3)
4¢2 sin? _ ST
2(m—1)
Demonstragao. Consideremos a matriz por blocos
A B ! 1
Ho=|" =" 148k (C.4)
I 0 I 0

Para estudar a estabilidade do sistema temos de verificar quando é que o raio espectral de

H, & menor ou igual a 1. Como os valores proprios da matriz H, sdo os valores proprios de (ver
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

Apéndice B Teorema 3):

1
ap, —
P, = L+ Bk | (C.5)
1 0
entao tem-se, det(P, — A1) =0,
1
(a, — Aa) —
det L+Bk| <o, (C.6)
1 —Aa
em que,
aq, T \/(oz )2 1
A, A)" —
Mo = 1+ 5k .7

Para um sistema ser estavel, o raio espectral deve ser menor ou igual a 1, [A\,| < 1, isto ¢é,

4
1+ Bk

aa, £ \/(OéAa)2 -
2

<1. (C.8)

Da mesma forma, para determinar os valores proprios de A,, a4, , tem-se que (ver apéndices

teorema 2) os valores proprios de A, sao:

14— e (C.9)
o, = — .
Aa 1+8k 1+p8k""

onde A" sdo os valores proprios de A%, (pelo teorema 1 em anexo, para ¢ = a = —1 e b = 2),
tem-se que

oo ST\ _ g2 sm
A =2 2cos<m_1> 4sin <2(m—1)>' (C.10)

Substituindo a equagao (C.10) em(C.9), tem-se:

1 4r? 9 ST
O[Aa—].+1+/8k_1+/8ksln (M) (C].l)

Resolvendo a inequagao (C.8) em fungao dos passos em z e t, isto &, k, h consideremos os

casos:
(i) (aa,)? - . +45k = 0 onde )\, sdo raizes reais de multiplicidade 2;
(i) (aa,)? — 1 +4 i < 0 onde )\, sdo raizes complexas;
(iii) (aa,)? — 1 +4Bk: > 0 onde )\, sao raizes reais distintas.

Comegamos com O caso
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(i) (a,)? — —

=0 e || < 1, entao,

1+ Bk
‘O% <1 (C.12)
Substituindo a equacao (C.11) em (C.12),
1+ 1 4r2 2( ST >
— sin
1< 1+ Bk l—i-[;k 2(m —1) <1 (C.13)
e reformulando a equagao anterior, tem-se:
4436k > 4rsin? (") > Bk (C.14)
2(m—1)
Ficamos com a intersecao das seguintes condigoes:
4 4
2 _ 2 _
(aAa) - 1+ﬁk (aAa) - 1+ﬁk
A . (C.15)
4 k>42'2L 42'2L>_k
+ 38 7 sin <2(m—1) 7 sin 3m—1) 15}

ST
2(m—1)
do segundo sistema de equagdes é uma condi¢ao universal.

Como os termos r, 4 sin? < > , B e k sao valores positivos, entao a segunda equacao

Continuando com o primeiro sistema de equagoes, sabendo que r > 0, resolvendo as equa-

¢Oes em ordem a 7, obtemos:

'r: VE2V1 + Bk + 2 + Bk

2b (s )|

VA¥ 3Bk

(g )

V2VI+ Bk +2+ Bk . V—-2V1+ Bk +2+ Bk
. ST . ST
2fin(gmss)| 2 ()

(C.16)

re |0,

2

E necessario verificar se pertencem ao
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

VIT I
(s

V2V1+ Bk + 2 + Bk Va+ 3Bk

<

intervalo |0, . Logo para o primeiro ponto, temos que verificar se:

2

: (C.17)

2 |si __sT 2 |si o
Tom o1 T om o)
que é equivalente a,
21+ Bk +2+ Bk <44 3pk. (C.18)
Efetuados alguns calculos intermédios, chega-se & seguinte condigao:
0 < Bk + (Bk)2. (C.19)

Sendo os valores 8 e k maiores que zero, logo esta condigdo é uma condig¢ao universal. Isto

significa que

\/2\/1+,6’l<:+2+,8l<:E 0 Vi + 3Bk
2 sin <S7T>
2(m—1)

»amtn) ]

Pela mesma ordem de raciocinio que a condi¢ao anterior chega-se a conclusao que o ponto

(C.20)

V=2V1+ Bk +2+ Bk < lo VAT 3Bk (C.21)
9 lgin [ 5™ , 9 lgin [ 5T .
"\ 2(m - 1) "\ 2(m - 1)
Logo a intersecao resultante de (C.16) é a seguinte:
. e V=2V1+Bk+2+ Bk /201 + Bk +2+ Bk (C.22)
ST ’ ST '
2fsin | ——= 2sin | ——=
Sm(ﬂm—n>‘ Sm(mm—n>'
No caso (aa,)? — T ok <0,
aa, V-1 —(aa,)? + 4
Aa Ao 1+ Bk
Ao = , (C.23)
2
consequentemente,
1
ol = ) .24
Mol =\ 15 (c24)
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(iii)

Para |\,| < 1, entao,

1
<1 k>0
\V 1+ gk & b

que é uma condigao universal. Logo apenas existe a seguinte restri¢ao:

4

1k <0

(aa,)?

Resolvendo a equagao anterior tiramos o intervalo em que se insere a4,

Vrese e
O‘Aae]_ 1+ Bk 1+ﬁk[

Deste modo intersetamos as seguintes condigoes:

4 <14 1 472 i ST - 4
—y | — — in
1+ Bk 1+8k 14 Bk 2(m—1) 1+ Bk

Com r > 0 a intersecao destas duas condigoes resulta em:

V-2VT+BE+2+ Bk 21+ Bk+2+ Bk
. ST ’ ) s
? Sm<2<m—1>>‘ ’ Sm(%m—l))'

Consideremos o caso (« Aa)2 > 0, que é equivalente a,

re

1+ Bk

2 2
S aa, > —,
VIt Pk A ” AT BE

resolvendo em ordem a r, sendo este maior que zero, obtemos:

ap, < —

V-2V1+BE+2+ Bk ¥ V2VI+ BE+2+ Bk .
. s . ST ’
()| L] 2 ()

re |0,

4
Como (aa,)? — 1+ 5k > (0, existem duas raizes reais distintas,
4 4
2 _ _ 2 _
N OéAaJr\/(OéAa) T+ 6k o \/( S T
Ay = 5 VoA, = 5

De seguida vamos averiguar para que valores de k e h, tem-se

AL AL Ial<t

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

(a) Consideremos o caso [Af| <1

4
92 _ < 2 _
2 C“Aa ~ \/(aAa) 1 +/Bk

(C.33)
(aq,)? — 1 <2-«
Aq 1 —l-/Bk B Aq
Focando-se na primeira condi¢ao de (C.33), se
—2—ay, < 0 —2—ay, =2 0
\Y
—2—ay, < (aa,)? — 1 —2—ay, < (aa,)? — 4
a a 1 + Bk a ~N a 1 + ﬁk
-2 < a4, aA, < 2
=4 V
dica i 1 4+ 4 < 4
a < -
Condigao universa Aq 1+ Bk
Substituindo a4, tem-se
V4 + 30k
r e , 00
VA + 3Bk . < sm >
re |0, 2|sin | ——
) ( ST ) ’ L 2(m —1)
2sin | ——
2(m—1) v (C.34)
V4 + 208k
Condigao universal re o ; 00
2|sin | ——=
2} (3575
Como 4 + 38k > 4 4 28k, entao resulta
V4 + 38k V4 + 38k
re |0, i si U re i Si , +00 (C.35)
2|sin [ —— 2sin | ——
2(m —1) 2(m —1)

concluindo que r € ]0, +o0].
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Agora atendendo a segunda condicao de (C.33), tem-se

2—ay, < 0 2—ay, =2 0

v (C.36)

4
o~ et 2 < 2
Condigao impossivel \/ (aa,) 1+ Bk QA,

Ficando apenas

2—ay, =2 0
Y (C.37)

4 4
2 < 2-— — < 4—-4
\/(O‘A“) 1+ Bk Y4a 1+ Bk Fa

4r?gin? [ T
1 2(m—1)
-1+ 1+ Bk S 11 Bk Condigao universal
= =
4r?sin? [ T Condigao universal
_ 2(m—1) 0
\ 1+ Bk =

conclui-se que o resultado de (C.33) é r € 0, +o0].

(b) Consideremos o caso |\, | < 1, isto &,

4 4
-2 < _ 2 _ 2 > 2 _
o, \/(OéAa) 15 ok +aa, \/(OéAa) 15 Gk
=
Jlaa - -t < a-a (@a)? - — > a -2
Aa 1—|—ﬁk‘ S A Ag 1 —|—ﬂk‘ = Ag
(C.38)
consideremos a primeira equagao de (C.38)
24ay, < O 24a4, =2 0
<~
(aa,)? — 1 < 24 am (aq,)? — 4 < ag +2
e 14+ 8k e “ 1+ B8k = “
oy, < =2 op, = =2
= \

Condigao impossivel
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

Deste modo obtém-se apenas

oy, = =2
—2— Bk
20k o
1+ Bk
Substituindo a4, tem-se
V4 + 38k
re |0,
9 lgin [ 5T
] 2(m—1) L
4 + 2Pk
re |0,
2 Sin 3771-
] 2(m—1) /|

Em relacao a segunda condicao de (C.38)

ag, —2 < 0

v
4
Jesr- > a2
1 492
1+ r
&
Condicao universal
1 492
1+ !
v

ST

ST

c 2
1+ 0k 1+pE°" <2(m—1)> <2

ST

1+,8k1+,8ksm2<2(m—1)> > 2

_ 4r? sin?
116k \2(m—1)

Condic¢ao universal

Condi¢ao universal
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Condigao impossivel

Condi¢ao universal

(C.39)

(C.40)

a

(C.41)




<1 e]0,400].

Deste modo a resultado de (C.38) é

VAT 25k

(g )|

re |0,

(C.42)
2

Conclui-se que

RS D WS

V4 + 25k
ser e |0, + si . Intersetando com a condicao (C.31), e como
2sin | ——~
Sm(%m—n>‘
21+ Bk +2+ Bk <4+ 28k
tem-se

V—2v1+ Bk +2+ Bk U V21 + Bk + 2+ Bk VAT 26k

2|sin (2(”‘;”_1))‘ 2 |sin (2(757r_1)> 2in (2(757:1))‘
(C.43)

re |0,

Agora reunindo todos os intervalos, (C.22), (C.29) e (C.43) ficamos com

VAT 28k

(g

re |0,

(C.44)
2

k
Sabe-se que r = %, entao (C.44) é equivalente a

VAT 2Bk

(g )|

Resolvendo a inequacao (C.45) em ordem a k obtemos o intervalo a que o sistema é estéavel

0<r<

(C.45)
2
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

em relacdo ao intervalo de tempo

h? + hy [ B2h2 + 16¢2 sin® T
b \/B Ocsin (Z(m - 1)
0

ke |o, o
4c?sin? [ ———
sin? (557

(C.46)

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas des-
cendentes na aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes Ay e By de

(4.45) na matriz H de (C.2).

Teorema 3. O método das diferengas finitas (4.45) é estdvel quando

2 272 2 ¢in2 ST
Bh —l—h\/ﬁ h? + 16¢# sin <2(m 1)>
0

ke |0, N ] 0,
42 gin® [ T p
2(m —1)

[, s=1,2,....m. (C.A47)

Demonstragao. Consideremos a matriz por blocos

A; By Ay (ﬁk‘ — 1)]
H; = = ) (C.48)
I 0 1 0
para os sistema ser estavel temos de verificar quando é que o raio espectral de A; é menor ou
igual a 1. Como os valores proprios de Hy sao os valores proprios de(ver apéndices teorema 3):

« Bk —1
Py=det | , (C.49)

1 0

onde a4, sdo os valores proprios de Ay, isto é, usando o Teorema 2 e Teorema 1 do Apéndice B
tem-se

aa, =2 — Bk —r’\" (C.50)

em que A* sdo os valores proprios de A®,

A% =2 — 2cos (2(7::1)> — 4sin? <M$7T_1>> . (C.51)

94



Substituindo a equagao (C.51) em (C.50) tem-se

aa, =2 — Bk — 4r%sin? <2(7:T—1)> . (C.52)

Deste modo,

aq, — A k—1
dot | (¥ ) P —0, (C.53)

1 M\

obtendo os seguintes valores proprios

aAdi\/(aAd)2—4+4ﬁk

A = .

(C.54)

Para obter-se os intervalos de valores do passo no espago a partir de um dado valor do

passo 1o eixo do tempo considerarmos os casos:
(i) (@a,)? —4+ 48k =0 onde \g sdo raizes reais de multiplicidade 2;
(ii) (aa,)? — 4+ 4Bk < 0 onde A4 sdo raizes complexas;
(iil) (ea,)? —4+ 4Bk > 0 onde Ay sdo raizes reais distintas.
Comegamos com o caso

(i) Comegando pelo caso (a4,)? — 4 + 48k = 0, onde obtém-se uma tnica raiz real de multi-

plicidade 2 para casa s.

Neste caso,

2 (C.55)

<
_ ar2an2 [ 5T <
2 — Bk — 4r“sin <2(m—1)> < 2

_ 4262 [ — 2
2 — Bk — 4r° sin <2(m—1)

Condigao universal

4—Bk > 4r?sin? _ ST
15} 7 sin (2(m—1)
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

Consideremos
Bk < 4 Bk > 4
V
r2 < 4 — Bk r2 < 4—pk
ST ST
Asi 2 4si 2
\ o <2wn—-n> o <2wn—-n
k< é
B
& V
4 — Bk .
re |0, o Condigao impossivel
2 |sin
2(m—1)
( 4
E <
B
=
4 — Bk
re |0, b
9 lgin [ 5T

A condigao (aa,)? — 4 + 48k = 0 implica que

. V—2v1—PBk+2—pk Vo V21— Bk +2— Bk
2sin<m>’ P
2(m—1)

. ST R ﬂk < 1.
Sm(%m—n>‘

(C.56)

(C.57)

Note que, para Sk < 1, as condigoes —2v/1 — Bk +2— Bk >0e 2y/1—-pBk+2— 5k >0

sao condigOes universais.

Uma vez que

2v/1—0Bk+2—-Bk<4—0k < V1-0pk<l & —pk<0

é condicao universal, logo

J—2m+2—ﬁk’ V21 =Bk +2— Bk
b (gs)| 2o (o)

(ii) Para o caso (aa,)? — 4+ 4Bk < 0, onde as raizes sdo complexas.

re

(C.58)

(C.59)
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(iii)

+v-1\/— 24448k
Entao \g = QA v (;Ad) + p e a norma

Nl <1 & V1I-Bk<1 , Bk<l, (C.60)

que é uma condi¢do universal.

Resta verificar, para gk < 1

(a,)> —44+48k <0 < —«/4—4Bk<2—5k—4r25m2<2$ﬂ_1)><«/4—4Bk.

(m
(C.61)
Como /4 — 48k +2 — Bk >0e —/4 — 46k + 2 — Bk > 0 obtém-se
e \/2‘—[3147—;/77:1—4% ’ \/2‘—6k+\8/:—4ﬁk (C.62)
2 (gns)| 2 ()
Deste modo
e V2 — Bk — 21— Bk V2 — Bk + 21— Bk (C.63)

2

o)l ()l

Para o caso dos valores proprios serem reais e distintos (aa,)? — 4 + 48k > 0 que é

equivalente

ap, < —V4—=4pk vV ag, > —/4—-48k N pE<1 (C.64)

substituindo a4, tem-se

,  2—Bk+2y1-Pk o 2—Bk+2y1—-pEk
re > vV o rt<

S S AN Bk<1 (C.65)
Asin? [ dsin? [
o <2<m—1>> o <2<m—1>
obtendo as seguintes condigoes em 7
re o 2—Bk—§7rx/71—ﬁk U 2—ﬁk+§7}/1—*ﬂk oo Bk <1, (C.66)
2sin| —/———— 2sin| /<
o)l (o)

Neste caso, obtendo-se os seguintes valores proprios

aa, ++/(aa,)? — 4+ 48k
2

ap, —/(aa,)? —4+4pk

+_
Ay = 5

(C.67)

Ay =

97



C. Demonstragoes do Capitulo 5

Determinar para que valores de k e h é que ’)\Lﬂ <le ’)\ﬂ <1

(a) Para o caso |AJ| <1, tem-se

—2—04Ad < 1/0‘,24d_4+45k

(C.68)
,/aid —4+48k < 2—aa,
Focando-se na primeira condigao de (C.68)
—2-ay, < 0 —2-ay, =2 0
V
—2—-0y, < 1/cy?“d74+4ﬁkz —2—-0y, < ,/oz2Ad74+4Bk:
(C.69)
substituindo a4,, tem-se
4 — Bk
) 4 — Bk 2 o
r? < . Bk<4 A sin? < ST )
ST sin
4 sin? 2(m — 1)
2(m —1)
V
N | 2 4 — 2Bk
Condi¢ao universal A sin? ST
2(m —1)
(C.70)
4 — Pk
re |0, b , Bk < 4
2 |sin _5T
& 2(m —1)
Condigao universal
1=
rE Bk ,+oo|,Bk <4
2 |sin _ 5T
L 2(m—1) L
\%
V4 — 2Bk
rE b ,Ftoo |, Bk <2
2 |sin _ T
L 2(m—1) L

A reunido resultante destas condigoes é r € |0, 400, Sk < 2. Focando-se na segunda
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condigao de (C.68) tem-se

2—ay, < O 2—ay, =2 O
V
2—ay, = ,/aid—4+4ﬁk‘ 22—y, = ,/a124d—4+4ﬂk
(C.71)
oy, <2 oy, = 2
= V
—4+48k < 4 —4dog, Condicao impossivel
substituindo a4,, obtém-se
2 .. 92 ST .~ .
—Bk —4rsin® { ——— ) <0 Condigao universal
2(m—1)
& (C.72)
2 in2 ST
aq, < 2 Bk —4r“sin <2(Tn1)> é 0
O resultado do sistema (C.68) é
rel0,+o0] , Bk<1 (C.73)

(b) Para o caso ’)\;‘ <1

—2—ay, < —,/aid—4+4ﬁk 24y, = ,/aid—4+4ﬁk

-
—\J0h, —4+48k < 2-ag, Vo4, —4A+4sk > aa, 2
(C.74)
Focando-se na primeira condi¢ao de (C.74) tem-se
24+aq, = 0 24+as, < O
V
24y, = 1/ozid—él—l—élﬁk: 24y, = ,/aid—4+4ﬁk
(C.75)
ap, <2 aa, S 72
=4 V
—4+4pk < 4+44ag, Condi¢ao impossivel
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

Substituindo a4, tem-se

92— Bk —4r?sin? [ " ) > -2
B 7 sin (2(m—1)

Bk—2 < 2-— Bk— 4r?sin? <”1)>

2(m
. - -
4— pk
re |0, p , Pk<4
9 lgin [ 5T
i 2(m—1) /|
=
4 — 208k
re |0, g , Bk<2
9 lgin [ — 5T
i 2(m—1) /|
Como 4 — Sk > 4 — 28k, concluimos
V4 — 20k
re |0, b , Bk <2.
9 lgin [ 5T
2(m—1)
Focando-se na segunda condicao de (C.74)
op, —2 <0 oap, —2 =

as, —2 < ,/a2Ad—4+4Bk:

Condigao universal Condigao impossivel

Condic¢ao universal

1— 25k

()l

IS A Pgl<t

Logo o resultado de (C.74) é r € |0,
2

Conclui-se que

ag, —2 < ,/aid—4+45k

Bk < 2.

(C.76)

(C.77)

as, —2 < ,/aid—4+4ﬁk

(C.78)
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Vi~ 25k

(g )|

V=21 + Pk + 2+ pk U \/2m+2+5’f’ VA + 25k ] Bk <1
el | kGl Gl

Intersetando todos os intervalos (C.59), (C.63) e (C.79) ficamos com

ser e |0, . Intersetando com a condicao (C.66) tem-se

2

re |0,

VI— 25k

re |0, , PBk<1 (C.80)
i ST
2sin | ——
(2(m - 1))‘
que é equivalente a
k V4 — 28k
0<%< b A Bk <1 (C.81)

2

(g )|

Resolvendo a inequagao (C.81) em ordem a k obtemos o intervalo a que o sistema é

estavel em relagao ao intervalo de tempo

—BK2 212 1 16¢2 sin2 5T
Bh +h\/ﬂ h* 4+ 16¢2 sin <2(m—1)>
0

ke |0, g ,
4c?sin? [ ——
Cc® sin <2(m_1))

1
k< -—. .
< 3 (C.82)

No caso particular da conduta horizontal, utilizando a férmula das diferencas finitas cen-
trais na aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes A, e B, de (4.51)

na matriz H de (C.2).

Teorema 4. O método das diferencas finitas (4.51) € estdvel quando

h? + hy [ B2h2 — 16¢2si 2(”) (5T
o 35 + \/5 % sin m = 1) . 4c [sin 20m = 1) .
b 8¢2 sin® <S7T ) b
2(m—1)
(C.83)

101



C. Demonstragoes do Capitulo 5

Demonstragao. Consideremos a matriz por blocos

Bk —2
A. B, Aq
H, = = PE+2 | (C.84)

0 1 0

para os sistema ser estavel temos de verificar quando é que o raio espectral de A. é menor ou
igual a 1.
Como os valores proprios de H, sao os valores proprios de( ver Apéndice B, Teorema 3):
Bk —2

A,
P, = det Bk+2| (C.85)
1 0

onde a4, sao os valores proprios de A, isto é, usando o Teorema 2 e Teorema 1 do apéndice B

tem-se
4 272

T2+ 8k 2+ Bk

A® (C.86)

OéAC

em que A* sdo os valores proprios de A%,

ST ST
AN =2—2cos | m— | =4sin® [ — ). :
cos (Q(m—l)) sin (Z(m—l)) (C.87)
Substituindo a equagao (C.87) em (C.86) tem-se
4 8r2 9 ST
OéAd_Q—‘,—B]{;_Q—}—BkSln <2(7’n—1>> (C88)
Deste modo,
oA, — Ae) Bk —1
det ( ) =0, (C.89)
1 —Ae
obtendo os seguintes valores proprios
—2
aAC:I:\/(aAC)ZZLﬁ: 2
e = 5 be+2 (C.90)

Para obter-se os intervalos de valores do passo no espaco a partir de um dado valor do

passo no eixo do tempo considerarmos os casos:

20k — 4
(i) (aa,)? — 4454_ 55k = 0 onde \. sdo raizes reais de multiplicidade 2;
20k — 4
(i) (aa,)? — 446_ 55k < 0 onde A, sdo raizes complexas;
28k —4
(iii) (ca,)? — 44’B+ 55k > 0 onde A, sdo raizes reais distintas.
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COIDGQ&IHOS com O caso

20k —4
(i) Comegando pelo caso (aa,)? — 44”6;_ 25k = 0, onde obtém-se uma tnica raiz real de mul-
tiplicidade 2 para casa s.
Neste caso,
A<l & —2<ay <2 (C.91)
4 8r? 9 sT
— i < 2
o+ Bk 2+8k " (2(m— 1))
-
4 8r? 9 sT
— i > -2
2+ Bk 248k 0 (2(m— 1))
Condigao universal
=
4 E > 4r2sin? _ ST
+ 7 sin (2(m—1)
V4
s re |0, + Ok
9 lgin [ 5T
2(m—1)
268k —4
A condicio (aa,)? — 44[1 % 0 implica que
JVBRT 42 VVBRE 42
r= o Vo= o ., Pk>2. (C.92)
2|sin | ———~ 2|sin | ————
2(m —1) 2(m —1)

Note que, para Sk > 2, a condigao /(8k)? — 442 > 0 é condigao universal e —/(8k)? — 4+
2 > 0 quando Bk €]2,2v/2]

Uma vez que

V(BE)?2 —4+2<4+4+ 8k & —Pk<\(Bk)3Z—4+2 (C.93)

é condicao universal, logo

VVBRE a2 ([ JBRE 2
o ()| 2 (7 )

k—2
g ) < 0, onde as raizes sao complexas.

re (C.99)

)

2 2

(ii) Para o caso (aa,)? —4
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

-2
o4, £ \/1\/(04Ac)2 + 4Bk
5 Bk + 2
Entao A\, = 5 € a norma
Ae|] <1 & pk—2<2+pk , Bk>2, (C.95)

que é uma condi¢ao universal.

Resta verificar, para Sk > 2

kE—2 Bk —2 4 8r2 ST Bk — 2
24P 0 — /4 < — o) <y /4 :
(a5 <0 @ B+2 S 2+ Bk 248k \2(m—1) Bk +2

(C.96)

Como /(Bk)? =442 > 0e —/(8k)? —4+2 > 0 quando Bk €]2,2v/2[ obtém-se
VVBRP =Tz VB a2

(o)l 2wl

k—2
ng > 0, que é equivalente a,

2< Bk <2v2.  (CI7)
2

(iii) Consideremos o caso (a4,)? — 4

2 k)2 —4 2 k)2 —4
aAC<_2(B+/)Bk vV aAC>2(6+)5/€ AN Bk > 2, (C.98)

resolvendo em ordem a r, sendo este maior que zero, obtemos:

V2- VR -4 V2 VR =1

re |0, U oo, Bk>2 (C.99)
2 |sin 877( 2 |sin 877.(
2(m —1) 2(m —1)
Neste caso, obtendo-se os seguintes valores préprios
k—2 k—2
aAc+\/(OéAc)2—4§k+2 aAc_\/(aAc)2_4gk+2
A= 5 VoA = 5 . (C.100)

Determinar para que valores de k e h ¢ que |AF| < 1e |A;] < 1.

(a) Para o caso |\I| <1, tem-se

Bk — 2
Bk + 2

—2-ay, < VW&V—4
(C.101)

B =32
2 _ 4 < 2-
Jlanr—a5 o,
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Focando-se na primeira condigao de (C.101)

—2—ay, <0 —2—ay, 20
V
Bk —2 Bk — 2
2 ay, < 24 92— ay, < )24
T an <y flan)? 45
(C.102)
substituindo a4, tem-se
( 4+ Bk
) 4+ Bk r?z 0
" < ST 4 sin? il
4 sin? <2(1)> 2(m —1)
m —_—
v (C.103)
2 s 2+ Bk
Condigao universal A sin2 ST
2(m—1)
VAT Bk
re , +00
V4 + Bk . ST
re (0 2 |sin
2 ()| R
2|sin (| ——~
2N 2(m —1) v
V2 + Bk
Condigao universal re o » 00
2 |sin
o ()|
A reunido resultante destas condigoes é r € |0, +oo[, Sk < 2.
Focando-se na segunda condigao de (C.101) tem-se
2—ay, < O 2—ay, =2 O
V
Pk —2 Bk —2
2 — > 2 4 2 — > 2 —4
o ST B2 o T
(C.104)
oy, <2 op, > 2
= V
Bk — 2
_4 g 4 _ 4 . ~ . ’
Bk + 2 A, Condigao impossivel
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

substituindo a4,, obtém-se

— Bk — 472 sin? o <0 Condigao universal
2(m—1)
=
9 ST
a4, g 2_Bk 4T281n <2(771-1)> 22—,3k
(C.105)
Como Sk > 2, entdao ficamos com
Condigao universal
(C.106)
Condigao universal
O resultado do sistema (C.101) é
relo,+oo[ , Bk>2. (C.107)
(b) Para o caso |A;| <1
Bk =2 Bl —2
—2— < —yJah —4 2 > G — 4
aa. T o TR
-
F—2 Bk =2
_Ja —42 < 2- 2 -4 > -2
ay, Gk 12 OA, @y, Bk + 2 QA
(C.108)
Focando-se na primeira condi¢ao de (C.108) tem-se
24 a4, = 0 24ay4, < O
V
Bk =2 Bk =2
2 > 2 4 2 > 2 —4
T R A “A T Br 12
(C.109)
oy, < 2 ap, <2
= V
=2 <y Condigéo i 1
S « {
Bkt 2 Ac ondigao impossive
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Substituindo a4, tem-se

ar2gin? [ 5T > 4 k
4 sin (Z(m—l) + 3

(C.110)
“Bk—2 < —dr?gin?(—T
Bk 7 sin (2(m— 1
44 Sk
re |0, o
2|sin | —=
i 2(m—1) /|
=
V2 + Bk
re |0, o
2|sin | ——
- Sm<2<m—1>>’-
Como 4 + Sk > 2 + Bk, concluimos
V2 + Bk
re o, +s€r . (C.111)
2|sin (| —~
o <2<m - 1>>‘
Focando-se na segunda condigao de (C.108)
g, — 2 < 0 g, — 2 = 0
V
Bk —2 Bk —2
-2 < 2 —4 -2 < 2 —4
e “A T "Bk 12 e “A T "Bk 12
(C.112)
Condi¢ao universal Condigao impossivel
= V
Bk —2
icdo uni 2 < 2 4
Condigao universal QA ay, Bk + 2
2+ Bk

Logo o resultado de (C.108) é r € |0,

Conclui-se que

PR EINES
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

VITFR
(s

Intersetando com a condigao (C.99), com Sk € ]2, 2\@[, tem-se

ser € |0,
2

V2- V- | |-V -T e

re |0, U ,
ST ST ST
2|sin (| —~ 2|sin | — 2|sin | —
Sm(%m—lﬂ‘ Sm(ﬂm—lﬂ Sm(mm—n>'
(C.113)
. .. 2 Zﬁk - 4 ~
Comecando pelo caso (i), condicionando (a4,)” — 4 =0 e se || < 1, entao,
44 20k
4 8r2 9 ST
2+ 8k 248k \2(m—1)
1< 5 <1, (C.114)
que reformulando a equagao anterior, tem-se:
44 Bk > 4r?sin® (") > —Bk. C.115
+ B r¥sin <2(m 1) 64 ( )
Ficamos com a intersecao das seguintes condigoes:
20k — 4 20k — 4
2 _ 4 2 _ 4
() =4 50 (a )" =450
A (C.116)
4 k>42'2L 42'2L>_k
+ 5 < sin <2(m1) < sin S —1) g

.9 ST ~ .. ~ .
Como os termos 7, 4sin ﬁ , B e k sao valores positivos, entao a segunda ine-
m —
quacao do segundo sistema é uma condi¢ao universal.

Continuando com o primeiro sistema de equagoes, resolvendo em ordem a r,
(
2 +/(Bk)? —4+2
ST
4sin? | ————
ln(mm—n>

4+ Bk
. ST
4 8in? <2(m — 1)>

(C.117)

2

X
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sendo o termo que esté dentro da raiz positivo e r > 0, obtemos:

re |0, 4- Bk
2sin ‘
2(m—1)
(C.118)
VVBRZ 42 VVBRE a2
r= . o vV or= . Bk > 2
2sin 2(m—1)’ 2sin 2(m—1)'

Sabe-se que \/(Bk)2 — 442 > 0 e que —+/(Bk)? — 4+2 > 0 quando Bk €]2,2v/2]. Verifica-
se também que \/(Bk)? — 442 <4+ Bk e —/(Bk)? — 4+ 2 < 4+ Bk sdo condigoes universais.

Logo a intersegao resultante das duas condigoes (C.117) é dada pelo seguinte intervalo de valores

r:
V(BE)?Z—4+2 —/(Bk)? —4+2
r= \/ o Vo or= \/ o A Bk €]2,2v2[ (C.119)
2s8in | —— 2sin | ——
2(m—1)‘ 2(m—1)’
28k — 4
Condicionando agora para (a4, )% — 446—5:25]{ <0,
20k — 4
oy, £ \/—1\/—(04146)2 + 446_’_ 25k
Ao = 5 , (C.120)
consequentemente,
Bk — 2
Ae| = . 121
M =555 (C121)
Visto que Bk — 2 < 2+ Bk, entao |\.| < 1 é uma condigao universal que tem de intersetar
com,
28k — 4
2
—4 122

que é equivalente a,

28k —4 28k —4

Comegando pela primeira inequagao de (C.123), obtém-se,

re |0,

V. Bk>2, (C.124)

VR =42

2sin

2(m—1>'
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

e na segunda,

. V- VBRE a4

' 4o00| V Bk>2, (C.125)

ST

2sin | ———<
sin 2m —1)

Para que —/(Bk)2 —4 +2 > 0 o valor de Bk tem que estar entre 2 e v/8. O intervalo
resultante de (C.123) é

VR VR a2

Bk €]2, V3] (C.126)
. ST . ST
2sin | ——— 2¢in | ———
2(m—1)‘ 2(m—1)‘
Condicionando a (a4,)% — A >0
Ac 1_{_5]{: )

23k =14 28k =14

tendo em conta que o numerador tem que ser maior que zero, obtemos os seguintes intervalos

em relagdo a r e a SBk:

V2 VBRE =1 y 2+ VBRE =1

2sin

re |0, ,+oo| A Bk > 2. (C.128)

2sin

2(m—1)‘ 2(m — 1)

Verifica-se que 2 4+ /(Bk)%2 —4 > 0 e que para 2 — /(8k)? — 4 ser maior que zero, o Bk

tem que pertencer ao intervalo Sk € ]2, \/g[, logo ficamos com,

V2 VR -4 y 2+ (BR?

2(m—1)

re o, 4oo| A Bke]2,VB[.  (C.129)

2sin 2sin

)

Como (aq,)? — 4+ 4Bk > 0, existem duas raizes reais distintas,

aa, + \/(OZAC)2 - 4%
A= 5 (C.130)
‘ 28k —4
— 2 _
- A, \/(CYAC; 45 35k .
Comegando por A5t
“2-an < Jlaa) - dgn s A e — g s <2 an (€I
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focando-se na primeira inequagao, se —2 — a4, < 0, a condigao

28k — 4

—2—ay, < \/(O‘Ac)2 B 4m

é universal. Na intersecao destas duas condi¢oes ficamos com,
—2< aa, (C.133)

que formulada a inequacao e considerando o r > 0 conseguimos chegar ao intervalo

V4 + Bk

re o, (C.134)
) ST
2sin | —=
2(m—1) ’
Se —2 — aiy, = 0, é necessario analisar a intersecao de
—2—-0y, 20
(C.135)
20k — 4
—2—aa, </(aa )2 —4———.
AC \/< SR TCETy
O intervalo resultante da intersegdo destas inequagoes é dado por:
V4 k
r e +5T , oo . (C.136)
2sin | ——
2(m —1)
Agora focando-se na segunda condicao de (C.132), se 2 — a4, > 0 a condigao
26k —4
ap )2 —4—————-<2— gy,
\/( A = e B Ae
é impossivel. Se 2 — a4, < 0, entao interseta-se,
oy, =2
(C.137)

208k — 4
\/(OéAc)2 - 4m <2—-aa,

sendo a primeira uma condigdo universal, ficamos com a segunda que reformulada é dada por,

(C.138)
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Sabe-se que segundo (C.129), Sk pertence ao intervalo ]2, \/g[, entdo a condigao (C.138) é
uma condigao universal. Logo resolvendo a inequagao da primeira condigao de (C.132) em ordem

a r, obtém-se o intervalo |0, 4o0].

Em relacao a —1 < A; < 1, dispomos da intersecao de

28k — 4 28k — 4
2aAC<\/(aAC)24M VAN \/(O{AC)242(2—|_6]€)<2O[AC, (0139)

e comegando por analisar a primeira inequagao, se —2 — a4, < 0, a condi¢ao

28k — 4
ool

é impossivel. Se —2 — a4, = 0, para um r maior que zero, a intersecao de

o, = —2
(C.140)
260k —4
-2 < - 2_ Y
A, \/(@Ac) 221 k)
resulta em,
V2 k
e o, +§T (C.141)
2sin
e

Em relagao a segunda condigao de (C.139), é universal se 2 — a4, > 0, sendo esta também

universal. No caso de 2 — a4, < 0, verifica-se que a condigao

28k — 4
‘V“&”‘4mz+ma<2‘a%

¢ impossivel. Logo o intervalo (C.141) representa a intersecao das duas condigoes de (C.139)
que por sua vez também representa o intervalo da intersegao das condigoes de (C.130) e (C.131),
quando Bk € ]2, 2\/5[ Na intersecao de (C.141) com (C.129), visto que 2—1—\/(6k)ﬁ < 2+ Bk,
obtém-se as condi¢oes de (C.129). A reuniao das condigoes (C.94), (C.97) e (C.129) é dada por:

VI— 25k

»(am o)l

re o, 2 < Bk < 2V2 (C.142)

2
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que é equivalente a

ck V4 — 2Pk

- <
0<h\ . ST ’
2lsin [ ————
2(m —1)

Resolvendo a inequagao (C.143) em ordem a k obtemos o intervalo a que o sistema ¢é estavel

2 < Bk < 2V2. (C.143)

em relacao ao intervalo de tempo

2 2102 1602 <in2 5T
Bh +h\/ﬁh 16¢? sin <2(m—1)> ) 23
ke |0, , = <k<=——. (C.144)
8c2sin? [ —1 b b
2(m —1)

E necessario intersetar os dois intervalos de (C.144), entdo de modo a que exista esta

interse¢@o a seguinte condicdo tem que de se verificar:

/8h2 + h\/62h2 — 1662 Sin2 (2(77;87:1)>

2 2 ST
8¢ sin <2(m—1)>

Resolvendo a inequacao (C.145) em ordem a h, obtemos

> (C.145)

™

4c

(i) o

h
” ;

Logo, os dois intervalos de (C.144) s6 se intersetam quando

(an)|

B

4c

h >

De seguida, passa-se a verificar se

) B 9 ST
Bh —I—h\/ﬁth 16¢2 sin <2(m 1)> 23

> )
802 Sin2 (2(7/;:711)> 5

e resolvendo a inequagao (C.147) em oredem a h ficamos com:

(C.147)

8¢

h >
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

que tem que intersetar com (C.146). Visto que

()]

B i S: <42\(}n11)> ’

entao interse¢ao de (C.146) com (C.148) é dada por

4e

)

delsin [ T
b 2(m—1)
5 .
Para
ST
Bh% + hy | B2h2 — 16¢2 sin? <>
2(m—1) B 21/2
8c2sin? p
2(m—1)
tem-se h < m , condigao esta que nao se interseta com o intervalo (C.146).

BV4V2 — 1

Concluindo, o sistema é estavel quando

2 212 12 i 2 s . ST
) Bh —l—h\/ﬁ h# —16¢“ sin <2(m—1)> 4¢ |sin (2(m—1)>‘
k€ ik S N he 5 , 00
8c2gin? [ 1
2(m—1)
(C.149)
O

No caso da conduta inclinada, utilizando a féormula das diferencas finitas ascendentes na
aproximacao da derivada de primeira ordem, isto é, usando as matrizes Ag e Bg de (4.11) na

matriz H de (C.2).

Teorema 5. O método das diferencas finitas (4.11) € estdvel quando

—2B2h% + hy | B2 + 4c212 — 8lc? <1 — 2sin? < )) + 4c?
2(m —1)
, s=1,2,....m,
c212 — 2lc? <1 — 2sin? ( ) +c2

ke |0,

k
sendol =4/1+ QO—
cr
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Demonstragao. Consideremos a matriz por blocos

1
A% BY Al — I

HY = = L+ Bk | (C.151)
I 0 I 0

Para estudar a estabilidade do sistema temos de verificar quando é que o raio espectral de
H 3 é menor ou igual a 1. Como os valores proprios da matriz H, g sado os valores proprios de (ver

Teorema 3 do Apéndice B):

1
Qp6 -
pl=| " LEPE| (C.152)
1 0
entao tem-se, det (Pg - )\gI) =0,
1
(aag —Aa) —
det ‘ L+ Bk | =, (C.153)
1 -\

em que,

(C.154)

Para um sistema ser estavel, o raio espectral deve ser menor ou igual a 1, P\Z| < 1, isto é,

4
g0+ \/(aA9)2 -

2“ L5k . (C.155)

Da mesma forma, para determinar os valores préprios de AZ, a 40, tem-se que (ver Teorema
a

2 do apéndice B) os valores proprios de A? sdo:

1 pkr r?
= k——+2)1———-)\} C.156

onde Aj, sdo os valores proprios de Aj, (pelo Teorema 1 do Apéndice B), tem-se que

—(1+ vk eos <2(rrf7T— 1)> (C.157)
(+3)

ok ok ., s
PRY. _2—2\/1 bl 4\/1 b ),
ba * cr * + or O <2(m— 1)>
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

k
Considerando que [ = /1 + ('0—, Substituindo a equagao (C.157) em(C.156), tem-se:
cr

b —r? 2 —9sin? [ 1
v e (i () e

Resolvendo a inequacdo (C.155) em fungao dos passos em x e t, isto é, k, h consideremos
0S €asos:

4

(i) (« AZ)2 i gE 0 onde \? sdo raizes reais de multiplicidade 2;

4
(ii) (ozAg)Q 1k < 0 onde A sdo raizes complexas;

4
(i) (« AZ)2 11k > 0 onde A sdo raizes reais distintas.

Consideremos primeiro com o caso:

(1) (04142)2 i gE 0 e [X| <1, entéo,

<1 (C.159)

=
2

Substituindo a equagao (C.158) em (C.159),

g (o (e (e () ) )
24Pk —r|1+1*=2l|1—2sin
g LHBE ; 2(m — 1) <1 (C.160)

e reformulando a equacgao anterior, tem-se:
—2(1+ Bk) — 2 — Bk < —1? <1 129 (1 — 9sin? (”))) < 2(1+ Bk) — 2 — Bk.

2(m—1)
(C.161)

Ficamos com a intersecao das seguintes condigoes:

4
(aa,)? = T ok

. sm
~2(1+Bk) —2- Pk < —T2<1+l2_2l<1_28m2<2(m—1)>)>
4

(aa,)? = T

_r2<1+12—2z(1—2sin2(M97:U>)> < 21+ Bk)—2— Bk
(C.162)
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ST
2(m—1)
do segundo sistema de equagdes é uma condi¢ao universal.

Como os termos r, 2 sin® ( ) , B e k sao valores positivos, entao a segunda equagao

Continuando com o primeiro sistema de equagoes, sabendo que r > 0, resolvendo as equa-

¢Oes em ordem a r, obtemos:

A VE2VI+ BE+2 + Bk
\/P —9 <1 — 9gin? (2(7;7:1))) 1
(C.163)
s e o VAT 38k
\/l2 —9 (1 — 9gin? (2(7::1))) 1

Apos alguns calculos, verifica-se que 12 — 21 <1 — 2sin? (2(77;%1))) +1>0.

E necessario verificar se

V21 + Bk + 2 + Bk VA + 38k

e o,

\/12—2z <1—2sin2 <2(ﬂjﬂl)>)+1 \/12—21 (1—281n2 <2(Wf”1)>>+1

. Para isso, temos de verificar se:

V2VI+ BE+2+ Bk VA + 33k

< ;

29l (1—2sin? (=) )41 Jr-2(1-2sn? (—"—)) +1
\/l ( sin (2(m—1) + sin 3m —1) +
(C.164)
que é equivalente a,
214+ Bk+24+ Bk < 4+ 3Bk. (C.165)
Efetuados alguns célculos intermédios, chega-se a seguinte condicao:
0 < Bk+(Bk)% (C.166)

Sendo os valores 8 e k maiores que zero, logo esta condigdo é uma condi¢ao universal. Isto
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significa que

V21 + Bk + 2 + Bk < lo VA + 38k

\/12—2z (1—2sin2 <2(wa_1)>>+1 \/l2—2l<1—231n2 (2(7:”_1)>>+1

Pela mesma ordem de raciocinio que a condi¢ao anterior chega-se & conclusao que

V-2v1+Pk+2+ Bk VA + 35k

\/l2—2l <1—2sin2 <2(7§7T_1)>) +1 s \/12—25 (1—251112 <2(7§7T_1))> +1

Logo a intersecao resultante de (C.163) é a seguinte:

. e V—-2v1+ Bk +2+ Bk VoV +BE+2+ Bk
2 _ _ogin2 [ 5T 1 2_9(1-92gn2 (5" _ 1
\/l 21(1 2 sin <2(m—1))>+ \/ sin 2m —1) +
(C.167)
(ii) No caso (ozAg)2 11k <0,
a i\ﬁl\/ () + —
Af T A
M — 5 1+ 5k , (C.168)
consequentemente,
1

ol = et (C.169)

Para ’)\g‘ < 1, entao,

1
<1 > C.170
\V 1+ gk < P20 (C.170)

que é uma condi¢ao universal. Logo apenas existe a seguinte restrigao:

4

2
(OKA2> - m <0 (0171)

Resolvendo a equagao anterior tiramos o intervalo em que se insere a4,
a

1 1
aAge]_\/1+Bk’\/l+ﬂk[ (C.172)
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Deste modo intersetamos as seguintes condigoes:

4 1 . ST 4
_’/1+ﬁk < Tk <2+Bk—r2 (1—|—l2—2l<1—2sm2 (2(m_1)>)>> < v Bk

(C.173)
Como r > 0 a intersecao destas duas condicoes resulta em:
e V—2v1+Bk+2+ pk V21 + Bk + 2+ Bk
2_9 1_2'2877T 1 2_9 1_2'2877r 1
\/l l< sin <2(m—1) + l l sin 2lm —1) +
(C.174)
(iii) Consideremos o caso (ozAg)2 140k > 0, que é equivalente a,
a0 < 2 v > 2 (C.175)
e o — .
A4S T/ T Bk AT T+ R
resolvendo em ordem a 7, sendo este maior que zero, obtemos que r pertence a:
V—2V1+ Bk +2+ pk V2y/T+ Bk +2 + Bk
re |0, U , o0
12 —20(1—2sin? | " 1 12—20(1—2sin? | —— 1
\/ ( o (2<m 1)) " M \am-1))) "
(C.176)
4
Como (ag0)? — 15 Ak > 0, existem duas raizes reais distintas,
4 4
Qp9 + \/(%13)2 - O \/(04,43)2 -
A+ — LBk oy = L5k cam

De seguida vamos averiguar para que valores de k e h, tem-se [NF| <1 A [N < 1.

(a) Consideremos o caso [A9F| <1

4

(C.178)

4
\/(aAg)Q— 115k S2—ay

Focando-se na primeira condigao de (C.178), se
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C. Demonstragoes do Capitulo 5

2-ay < 0 2-ay = 0
\Y
g < o) — — o < (o) — —
AZ ~ AZ 1+Bk Ag ~N Az 1+ﬁk
-2 < Q0 aAZ < 2
= V
Condica i 1 4+4 < 4
3 a S J—
ondalcao universa Ag 1+6k

Substituindo a 4o tem-se

VA¥ 3Bk

\/z2 — 9l <1 — 2sin? <2(n‘jw_1)>> +1

Condigao universal

re |0,

(C.179)
V4 + 3Pk

T e , +00

_\/12—% <1 — 2sin? (2(7:11)» +1

VAT 25k

T e , +00

_\/l2—2l (1 — 2sin? (2(757:1)» +1

Como 4 + 38k > 4 + 28k, entao resulta que r pertence a

VA4 + 38k
\/z2 — 9l <1 — 2sin? (2(7;711)» +1

VA¥ 3Bk

U re , +00

\/12 —al <1—2sin2 (2(77‘;”1)» +1

re |0,

(C.180)
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concluindo que r € ]0, +o0|.

Agora atendendo a segunda condicao de (C.33), tem-se

2—OZA9 S 0 Q_QAg 2 0

Vv (C.181)

4
AN 1 “af- 2 _ < 2 —
Condicao impossivel \/ (a A9 ) 1+ Bk a0

Ficando apenas

2 — CKAg 2 0 OCAQ < 2
V
4 4
2 — < 2- — < 4-14
\/(OZAZ) 1+ gk Qa9 1+ Bk Qa8
(C.182)
Condigao universal
-
Condigao universal
conclui-se que o resultado de (C.178) é que r € |0, 4o0[.
(b) Consideremos o caso [N~| < 1, isto ¢,
—2—OéA9 < - (OZA9)2— 4 2+OZA6 2 (OéAO)Q—L
: YT 1 Bk é “ T 14 gk
=
~Jla- =2 < 2-a (Ow)— — > a2
AT 1Bk A A Ty T T
(C.183)
consideremos a primeira equagao de (C.183)
2 + aAg < 0 2 + OZAZ 2 0
=
(ug0)? — 1 < 24 oy (ag0)? — 1 < g +2
AT 14 pE Aa Al T 14 g T e
(C.184)
ag < =2 g = =2
= V
Condigao i 1 !
] L < a
ondigao impossive 1+ 6k A0
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Deste modo obtém-se apenas

O[Ag 2 -2
(C.185)
-2 — Bk
2Pt <
1+ 8k~ A
Substituindo a 4o tem-se
V4 + 3Bk
r € 0
2-20(1-2sin? (—" 1)) +1
| \/ ( sin (2(m 0 + i
(C.186)
V4 + 28k
r € 0
2-20(1-2sin? (—" 1)) +1
| \/ ( sin (2(m —) + |
Em relagao a segunda condigao de (C.183)
OCAZ -2 < 0 OCAZ -2 2 0
V
(aAG)Z— 4 2 OéAe—Q (OZAO)Z— 4 > OZAO—2
@ 1+ Bk @ @ 1+ Bk @
(C.187)
Condigao universal Condigao impossivel
= \Y
Condigao universal Condigao universal
& rel0,+o00].
Deste modo a resultado de (C.183) ¢é
roe o VAT 20k (C.188)

| \/12 — 9l <1—2sin2 (2(7:71)» +1

MFI<T oA IS

Conclui-se que
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VAT 28k

\/12 — 9l (1 — 2sin? (2(77‘5”_1))) +1

Intersetando com a condigao (C.176), e como 2v/1 + Bk + 2 + Bk < 4 + 20k, tem-se

ser e |0,

V—2v1+ Bk +2+ Bk

\/12 — 9l <1—251n2 <2(7§W_1)>> +1

re |0,

¥ V2T + Bk +2+ Bk VAT 2Bk
1220 (1—2sin? | " 12— (1—2sin? (" 1
\/ ( i (2<m 1)) " M \am-1))) "
(C.189)
Reunindo todos os intervalos (C.167), (C.174) e (C.189) ficamos com
V4 + 28k
re o, +25 , (C.190)
2 _9i(1-2sin?( " 1
\/l l( sin <2(m—1) +
que é equivalente a
k V4 + 28k
0< % < +25 (C.191)
2 -2 (1-2sm? (" 1
\/ < sin <2(m ) +
e resolvendo a inequacgao em ordem a k, resulta
—282h2 + h\/BQ 4 4¢202 — 82 <1 — 2sin? (2(”1)» +4¢2
m—
ke o, - (C.192)
22 -2 (1 —-2sin? [ —— ) | +¢2
2(m —1)
O

Devido a dificuldade do estudo da estabilidade da classe de métodos através do raio espec-
tral, como alternativa utilizou-se o método de Fourier. Note que a solucao explicita de (3.35)
pode ser escrita como uma série de Fourier. Para tal feito, sendo M, n e N constantes, onde

N & um nuamero inteiro, inserindo na férmula das diferengas finitas (4.58) a solugdo aproximada
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c ; . . . ..
Mnie" Nt em u, sendo i’ a unidade imaginaria. Consequentemente, obtemos

n? (Do +1+ay) +1(D(1—20) —2) + (Do + 1 —a;) =0,

onde

—(D(1=20) = 2) & |/ D2(1 - 40) — 4D + 4}
2(Do + 1+ ay) '

’[7:

Assim sendo, |q(x,t) — qf ‘ quando j — oo permanece limitado para um valor fixo de A, k,

se [n] < 1.

Para provar a estabilidade do método numérico, consideramos
x = D*(1 — 40) — 4D + 4a3.
Teorema 6. O método implicito das diferencas finitas (4.58) € estdvel,

I. para x <0, e

2ck~/40 — 1
\/—2 + /4 + (Bk)2(40 — 1)

1
(i) 0<o < —,se k€

2
1 {0’ Bm]
h c 2ck+/1 — 4o 2ck+/1 — 4o
n<N2h)‘ V2 VA= (BR2(1—do) /2~ /i (Bk)2(1 — do)

II. para x >0, e

1 h 4
(i) para 0 = -, se N7 E:|BC,+OO|:.
2
1 h 2ckv/4o — 1
(ii) para 15° <1se € coveg , +00

Sin<]\;h> ‘ \/—2 + 4+ (Bk)?(40 — 1)

(ili) para 0 <o < : se ke |0 2 e h €
o< =
pata U= =7 N Sin(Nh)
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2ck/T—1 2ck/T—1
2ckv/1 = 4o, ¢ g U ¢ 7 400

V2 + A= (BR)2(1 — do) V2 - A~ (BR)2(1 — do)

Demonstragao. Recordando (5.20) e considerando os trés casos diferentes:

Caso 1: x =0, ie., (5.18) tem uma raiz real de multiplicidade 2:

_ 2-D(1-20)
= 2(Do 4+ 1+ ag)

2(Do +1)— D
2(Do + 1+ ayg)

onde |n| = ‘

1
Subcaso 1: 0 = 7 Entao D :ai e
| §1<:>—2a%—4ak§0/\0§8+4ak

h 4c
o que é sempre verdade. Assim sendo, —————~— =

. (Nh B
—2+424/1+4 a3 (40 — 1)

1
Subcaso 2: o > 1 entao D = 1o 1 e

N <1e (1—40)D —2(2+a,) <OA0< D+ a

o que é sempre verdade. Assim sendo,

h 2ck+/40 — 1

n( )] TN

1
Subcaso 3: o < 1 Entao

2+24/1—al(1l—40) 1
D= e arp € |0, —|.
1— 4o F ] \/1—40}

Portanto

<1l < D(l-40)—22+ar)<0 A 0<D+2a.

2+2,/1—a2(1—40)
Substituindo D =

1—-4o0

<1 & —a2(2—40)—2a, <0 V —2y/1—a2(1—40)—2(1+a) <0

o que é sempre verdade. Assim sendo, |n| <1 se

acima:
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1 2+2,/1-a2(1—40)
a € |0, , D

V1—4o 1—-4o0

2
iStOé,kG]O,m[e

h _ 2cky/1— 4o
Sin<]\;h> ’ \/2 + /4 - (Bk)>(1 - o)

Caso 2: x <0, i.e., (5.18) tem duas raizes complexas:

—(D(1 —20) —2)+i\/—x
2(Do + 1+ ax)

7]:
ode| | Do+1—ay
n ==
g Do+ 14 a
1 . 2
Subcaso 1: 6 = 1 Entao D > aj, e
n| <1< 4(ap —1) < DAO < 2ay.
Assim sendo |n| <1, se
D>a2 A D>4(ap—1) < D > a3,
isto é,

SR
. <Nh>‘ "B
S1n
1 i —2+24/14a2(40 — 1)
—. Entao D >

Sub 2
ubcaso a>4 yy—

. Além disso

A —

1
<1 < D> A 0 < 2ay.

g

Portanto |n| < 1, se

Y

1 —2+2,/1+ai(40 — 1)
D> A D> -

=
- o 40 — 1

isto é,

h 2ck+/40 — 1

e |o,
V-2 VA (BR(e — 1)

—2+424/1+ a3 (40 — 1)
D >

40 — 1

I
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1 1
Subcaso 3 o < T Entao a; € [O, ] ,

V1—4o
be 2—-2y/1—a2(1—40) 2+2y/1—al(1—40)
1—4o ’ 1—4o
Assim sendo
-1
| <1e D> " A0< 2.

Portanto |n| <1 se D pertence a

22vqa%14®2+2VT“%1&ﬂ{ﬂ[ak1+“{
o)

1—-40 ’ 1—4c0

2 2\/1—a2(1—40) 24+2,/1—a2(1 -4

1—4o ’ 1—40

2
" BV1 — 40] ¢

Consequentemente k € [0

h . 2ck\/1— 40 ’ 2cky/1 — 4o
sin( )| 1V VIS B4 (/2 I G )

A demonstragao de II. é apresentada no Caso 3.

Caso 3: x >0, ie., (5.18) tem duas raizes reais distintas:

—(D(1—20) —2) £ /X
2(Do + 1+ ay)

N+ =

2= D(1—20) £ /D2(1 — 40) — 4D + 40}
2(Do + 1+ ayg)

onde |ni| =

1
Subcaso 1: 0 = 1 Entao D < a%. Além disso,

e <1 & —(2+4ar+4/ai—D)<0 A 0<D?+4D(a;+1)

o que é sempre verdade. Para

n-1<1 < a2—D<2+4a, A 0<2D*+44dap+4\/ai—D < 0<D+4(1+ a)
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. Além disso,

1 —2+2y/1+aj (40 — 1)
Subcaso 2: o > T Entao D € |0,

40 — 1

|77+|S1<:>—(D(4U—1)—|—2(2+ak))g\/j(/\\/XSD_i_gak

o \/D2(1 —40) — 4D +4a2 < D + 2a
& 0 < D*o +4D(1 + ay),

o que é sempre verdade. Analogamente, para 7n_ :

n-|<1e /X<DMAo—1)+22+ar) N0 < /X + D+ 2ay
O que é equivalente a
D?*0(40 — 1) + D(1 + (2 + ag) (40 — 1)) + 4(1 + az) > 0.

Desde que D, ai e 40 — 1 sejam positivos, isto é sempre verdade.

—2+2,/1+d2(40 — 1)

40 — 1

Assim sendo |ni| < 1,se D € |0, , Le.,

h 2ck+y/40 — 1

S , +00

\/—2 + /4 + (Bk)2(40 — 1)

1 1
Sub 3 o< —. Enta €0, —
ubcaso 3: o 1 ntao ay } m[e
2_21/1_“%(1_4‘7) 2-1—2\/1—(1%(1—40)
De |0, U ,+0oo | . Além disso,
1—-40 1—4o0

n-| <1e D1 —40) + X <22+ ap) A 0< /X + D+ 24 & X <22+ a;) — D(1 — 4o)

Ny <1 D(1—40) —22+ar) < XN VX< D+2a, < D(1—40) =22+ a) < /X
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2(2 + ak)

[ — 10 Portanto

Para ter |ni| < 1 precisamos D <
ns] <1 D(1—do) — 22+ ax) < VX
en-| <1& /X <2(2+4ap) — D(1 —40) O que é equivalente a
D?0(1 —40) + D((1 + ap)(1 — 40) — 40) — 4(1 +az) <0,

sendo que D € ]0, ] . Portanto, |n+| <1 se

4
1—4o0

4 2(2 + ai) 4
D Sl el VA
6]071—40]0]0’ 1—4o0 [ }071—40]’

H O—2+2 1—ai(l—40) y 2+2,/1—a2(1—40)
<P 1- 40 1- 40 +o0
Isto é,
—2+24/1—a2(1—40) 2+2y/1—a2(l—40) 4
De |0, U )
1—4c0 1—4c 1—4c0
Portanto, |n+| < 1 ke}o 2 { h t
ortanto, = 1, se s € ertence a
" BIVT—do [ [ (VB[ "
2
2cky/1 — 4 2cky/1— 4
2ck+/1 — 40, ck 7 U ck 7 ,+0o0
\/2 + /4 — (Bk)2(1 — 40) \/2 — /4 — (Bk)2(1 — 40)

Concluindo a demonstracao do Caso 3 e consequentemente a demonstracao do teo-

rema.
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D. Cédigo Matlab: Implementacao dos
Meétodos Explicitos

clc

clear all

close all

syms q(w) p(w) alfa

load (’Dados_Renl SI.mat’) ;

N=721; %Instantes de tempo (tamanho dos dados da REN)

%% Extensao de dados

Ts=120; %Dados de tempo de amostragem da REN
t=0:N—-1; %Vetor de tempo das medigoes
t=t*Ts; %Instantes efetivos das medigoes

tsim=t (end );%Instante de tempo final da simulagao

%Descritizagao do espago da conduta: com nx pontos
nxpoints=10;

x=linspace (0,L, nxpoints) ;
deltaL=L/(nxpoints —1);

%

%Gerar extencao de dados do caudal e pressao
[QLOext , PLOext , t2]=ExtendedData (Qil,Pil ,Ts);
[QLnext , PLnext , t2]=ExtendedData (Qol,Pol,Ts);
newDeltat=2;%delta t da interpolacgao

%

% %

deltax=deltal;

%Chamar a onda da equa¢ao do método das diferencas finitas

%[x,t,u]=waveld(c,alpha,Q0,Q1,Qb0,QbL, ttdata ,xdata);

[Qin,Pin, ttdata]=TimelInterp (Qil,Pil, t2(N+5—11+1) ,newDeltat);%Interpolagdo dos
dados da REN

[Qout, Pout, ttdata]=Timelnterp (Qol,Pol,t2(N+5-11+1),newDeltat);%Interpolagido dos
dados da REN

%%

%Constantes

L=35580; %Comprimento da conduta em metros
m=36; %Numero de pontos segundo o eixo x
sm=m—1; %Numero de segmentos segundo o eixo x

h=(L) /sm; %Delta x (m)
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maxt=24%3600; %tempo méaximo (s)

n=size (ttdata ,2); %Numero de pontos segundo o eixo t
sn=n—1; %Numero de segmentos segundo o eixo t
k=maxt/sn; %Delta t tempo (s)

gm=mean (Qil); %Caudal médio

pm=mean (Pil); %Pressdo meédia

lambda=c*(k/h) ;

qalpha=1.6748e —-05;

palpha=1.0835e—06;

alfa=(qalpha+palpha) /2;

¢=340; % Velocidade do som
ffactor =0.0079; % Fator fricgao
D=0.793; % Diametro da conduta
A=pixD~2/4; % Area da seccéo
alpha=ffactor*c~2xqm/(4+*DxAxpm) ;

%
beta=(ffactor *(c~2)*qm) /(2+«DxAxpm) ;
g=9.8;

theta=0.34; % Angulo de inclinacido da conduta
gamma—(Axgxsind (theta)) /(c~2);
varphi=(gammax(c"~2)) /A;

al=betaxk;

a2=(betaxk) /2;

Y%

%Condigoes de fronteira
%Caudal

qu_0t=Qin; %Sendo t>=0
qu_Lt=Qout; %Sendo t>=0
%Pressao

pu_0t=Pin; %Sendo t>=0
pu_Lt=Pout; %Sendo t>=0
%%

%Calculo da condicdo inicial
%Caudal

aux=(gamma/A) ;
auxl=(((alfa/c) 2)+((ffactor=xalfa) /(D+A))*(qm/pm));
aux2=(((alfa/c)~2)+(((ffactorxalfa)/(2«D+A))*(qm/pm))) ;

%Resolver equagao diferencial para o caso estacionéirio: para determinar a
%condigao inicial , delta q 0
eqn = diff(q,w,2)+aux*xdiff (q,w,1)—auxl+q(w)—aux2+qm — 0;

gcondl = q(0) = Qin(1,1)—qm;
qcond2 = q(L) = Qout(1,1)—qm;
qconds = [qcondl qcond2];

gSol(w) = dsolve(eqn,qconds);

%Pressao
aux3=(gamma/A) ;
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aux4=(((alfa/c) 2)+((ffactor=xalfa) /(D+A))*(qm/pm) ) ;
auxb=(((alfa/c)~2)*pm)+(((ffactor=alfa)/(D*A))x*qm) ;

%Resolver equagao diferencial para o caso estacionéario:

%condigao inicial , delta p_ 0

eqn = diff(p,w,2)+aux3*diff(p,w,1)—auxd*p(w)—auxb — 0;
pcondl = p(0) = Pin(1,1)—pm;

pcond2 = p(L) = Pout(1,1)—pm;

pconds = [pcondl pcond2];

pSol(w) = dsolve (eqn,pconds);

%plot do caudal e pressdo no primeiro instante, q 0 e p_0

w = 0:1000:L;

figure (1)

plot (w,qm+qgSol (w) ) ;

xlabel (’Espago [m]’);

ylabel (’Caudal maéassico [Kg/s]|’);
print(’—djpeg’,”’—1600’,’0qj0.jpg’)

figure (2)

plot (w,pm+pSol(w)) ;

xlabel (’Espago [m]’);

ylabel (’Pressao [Pa]’);

print ("—djpeg’,”’—1r600°,’0pj0.jpg’)

%Matriz E
%Caudal
a_E=[];
for i=1:sm—1
q E(i,1)=gmtqSol(ixh); %Sendo O0<=w<=L
end
%Pressao
p_E=[];
for i=1:sm—1
p E(i,1)=pmt+pSol(ixh); %Sendo O<=w<=L
end

%Matriz B
%Caudal
qa_B=[];

for i=1:sm—1

q B(i,1)=(qmtqSol(ixh))=xexp(alfaxk); %Sendo O<=w<=L

end

%Pressao
p_B=[];

for i=1:sm—1

p_B(i,1)=(pmtpSol(ixh))*exp(alfaxk); %Sendo O<=w<=L

end

%plot do caudal e pressdao no segundo instante

figure (3)

para determinar a
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plot (q_B);

xlabel (’Espago [m]’);

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
print (’—djpeg’,’—1r600’,’0qjl.jpg’)
figure (4)

plot (p_B);

xlabel (’Espago [m]’);
ylabel (’Pressao [Pa]’);
print (’—djpeg’,’—1600’,’0pjl.jpg’)

%Matriz Ma
Ma=[];
for i=1:sm—1

Ma(i,i)=((alxh)+(2«h)—(2«h*(lambda~2))—(varphix(k~2)))/(hx(1+al));

for i=1:sm—2
Ma(i+1,i)= (lambda~2)/(1+al);
end

for i=1:sm—2
Ma(i,i+1)= ((hx(lambda~2))+(varphix(k~2)))/(hx(1+al));
end

end

%Matriz Md
Md=[];
for i=1:sm—1

Md(i,i)=((2%«h)—(2xhx*(lambda~2))—(alxh)+(varphi*(k~2)))/(h);
for i=1:sm—2

Md(i+1,i)= ((hx(lambda~2))—(varphi*(k~2)))/(h);
end

for i=1:sm—-2
Md(i,i+1)= (lambda"2);
end

end
%Matriz Mc
Me=];
for i=1:sm—1
Mc(i,i)=(4—(4*(lambda~2)))/(2+a2);
for i=1:sm—-2
Mc(i+1,i)= ((2*h*(lambda~2))—(varphix(k~2)))/(hx(2+a2));

end

for i=1:sm—2
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Mc(i,i+1)= ((2*xh*(lambda~2))+(varphix(k~2)))/(h*x(2+a2));
end

end

%Matriz Ka
%Caudal
q Ka=zeros(length(q _B),1);
for i=2:sn
q Ka(1l,i—1)=((lambda"~2)/(1+al))*Qin(i,1);
q Ka(sm—1,i—1)=(((h*(lambda~2))+(varphix(k~2)))/(hx(1+al)))*Qout(i,1);
end
%Pressao
p_Ka=zeros(length(p_B),1);
for i=2:sn
p Ka(l,i—1)=((lambda"~2)/(1+al))*Pin(i,1);
p_Ka(sm—1,i—1)=(((h*(lambda~2))+(varphix(k~2)))/(hx(1+al)))*Pout(i,1);
end

%Matriz Kd

%Caudal

q Kd=zeros(length(q B),1);

for i=2:sn
q Kd(1,i—1)= (((hx*(lambda~2))—(varphix(k~2)))/(h))*Qin(i,1);
q Kd(sm—1,i—1)= (lambda~2)*Qout(i,1);

end

%Pressao

p_Kd=zeros (length(p B),1);

for i=2:sn
p_Kd(1,i—1)= (((h*(lambda~2))—(varphi*(k~2)))/(h))*Pin(i,1);
p_Kd(sm—1,i—1)= (lambda"~2)*Pout(i,1);

end

%Matriz Kc
%Caudal
q Kc=zeros(length(q B),1);
for i=2:sn
q Ke(1,i—1)= ((2*hx(lambda~2))—(varphix(k~2)))/(hx(2+a2))*Qin(i,1);
q Ke(sm—1,i—1)= ((2xhx(lambda~2))+(varphi*(k~2)))/(hx(2+a2))*Qout(i,1);
end
%Pressao
p_Kc=zeros(length(p B) ,1);
for i=2:sn
p_Kc(1,i—1)= ((2xhx(lambda~2))—(varphix(k~2)))/(hx(2+a2))*Pin(i,1);
p_Kc(sm—1,i—1)= ((2*xhx(lambda~2))+(varphix(k~2)))/(hx(2+a2))*Pout(i,1);
end

%Varigao do caudal na conduta ao longo do tempo
%Ascendentes
q_ua=zeros (length(q B) ,sn);
q_ua(:,1)=q_E;
q_ua(:,2)=q_B;
for i=2:sn
q ua(:,i+1)=Maxq ua(:,i)—(1/(1+al))*q ua(:,i—1)+q Ka(:,i-1);
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end

%Descendentes
q_ud=zeros(length(q B),sn);
Q_ud(: 71):q_E;
q_ud(:,2)=q_B;
for i=2:sn
q ud(:,i+1)=Mdxq_ud(:,i)+(al—1)xq_ud(:,i—1)+q Kd(:,i—1);
end

%Centrais
q_uc=zeros (length(q B),sn);
q_uc(:,1)=q_E;
q_uc(: ’2):q_B;
for i=2:sn
q uc(:,i+1)=Mcxq uc(:,i)+((a2-2)/(24+a2))*q _uc(:,i—1)+q Kc(:,i—-1);
end

%Armazenar solugao numérica caudal
%Ascendentes
qt_ua=transpose(q_ua);

qUnuma=cat (2,qu_0t,qt_ua,qu_Lt);

%Descendentes
qt_ud=transpose(q_ud);
qUnumd=cat (2,qu_0t,qt_ud,qu_Lt);

%Centrais
qt_uc=transpose(q_uc);
qUnumec=cat (2,qu_0t,qt_uc,qu_Lt);

%Variagao da pressdo na conduta ao longo do tempo
%Ascendentes
p_ua=zeros (length(p B),sn);
p_ua(:,1)=p_ E;
p,ua(: 72):p7B;
for i=2:sn
p ua(:,i+1)=Maxp ua(:,1)—(1/(14+al))*p ua(:,i—1)+p Ka(:,i—1);
end

%Descendentes
p_ud=zeros(length(p B),sn);
p_ud(:,1)=p_E;
p,ud(: 72):p7B;
for i=2:sn
p ud(:,i+1)=Md«p ud(:,i)+(al—1)*p ud(:,i—1)+p Kd(:,i—1);
end

%Centrais
p_uc=zeros (length(p B),sn);
p_uc(:,1)=p_E;
p_uc(:,2)=p_B;
for i=2:sn
p_uc(:,i+1)=Mcxp uc(:,i)+((a2—2)/(2+a2))*p_uc(:,i—1)+p Kec(:,i—-1);
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end

%Armazensar solugdo numeérica pressao

%Ascendentes
pt_ua=transpose(p_ua);

pUnuma=cat (2,pu_0t,pt_ua,pu_Lt);

%Descendentes
pt_ud=transpose(p_ud);

pUnumd=cat (2,pu_0Ot,pt_ud,pu_Lt);

%Centrais
pt_uc=transpose(p_uc);

pUnumc=cat (2,pu_0t,pt _uc,pu_Lt);

%Erro absoluto para o caudal

%Ascendentes
gerroa =[];
for i=1:sn

gerroa (i ,:)=qUnuma(i+1,

end

%Descendentes
gerrod =[];
for i=1:sn
gerrod (i,:)=qUnumd(i+1
end

%Centrais
gerroc =[];

for i=1:sn

gerroc (i,:)=qUnumc(i-+1,

end

:)—qUnuma( i

,:)—qUnumd ( i

:)—qUnumc (i

%Erro absoluto para a pressao

%Ascendentes
perroa=[]|;
for i=1:sn

perroa(i,:)=pUnuma(i+1,

end

%Descendentes
perrod =[];
for i=1:sn

perrod (i ,:)=pUnumd(i+1,:

end

%Centrais
perroc =|];
for i=1:sn

perroc (i ,:)=pUnumc(i+1,

end

%Gerar graficos

:)—pUnuma( i

)—pUnumd ( i

:)—pUnumc( i
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x_q=0:h:L;
t _q=0:k:maxt;
t _erro=k:k:maxt;

%Ascendentes

figure (5)

subplot (1,2,1);
mesh(t_q,x_q,qUnuma’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espago [m]’);

zlabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);

subplot (1,2,2);
mesh(t_erro,x_q,qerroa’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espac¢o [m]’);

zlabel ("Erro de iteragao ’);

print (’—djpeg’,’—1r500’, " ascqhor.jpg’)

figure (6)

subplot (1,2,1);
mesh(t_q,x_q,pUnuma’)
xlabel (’Tempo [s]’);
ylabel (’Espag¢o [m]’);
zlabel (’Pressao [Pa]’);

subplot (1,2,2);
mesh(t_erro,x_q,perroa’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espago [m]’);

zlabel (’Erro de iteragao’);

print (’—djpeg’,’—r500’, ascphor.jpg’)

%Descendentes

figure (7)

subplot (1,2,1);

mesh (t_q,x_q,qUnumd’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espago [m]’);

zlabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);

subplot (1,2,2);

mesh (t_erro,x_q,qgerrod’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espago [m]’);

zlabel ("Erro de iteragao ) ;

print (’—djpeg’,’—r500’, desqhor.jpg’)

figure (8)

subplot (1,2,1);

mesh(t _q,x_q,pUnumd’)
xlabel (’Tempo [s]’);
ylabel (’Espago [m]’);
zlabel (’Pressao [Pa]’);
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subplot (1,2,2);

mesh (t_erro,x q,perrod’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espag¢o [m]’);

zlabel (’Erro de iteracgao’);

print ("’—djpeg’,’—1r500’, ’desphor.jpg’)

%Centrais

figure (9)

subplot (1,2,1);
mesh(t_q,x_q,qUnumc’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espac¢o [m]’);

zlabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);

subplot (1,2,2);
mesh(t_erro,x_q,qerroc’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espag¢o [m]’);

zlabel (’Erro de iteragao ) ;

print (’—djpeg’,’—r500’, ’cenghor.jpg’)

figure (10)

subplot (1,2,1);

mesh(t _q,x_q,pUnumc’)
xlabel (’Tempo [s]’);
ylabel (’Espag¢o [m]’);
zlabel (’Pressao [Pa]’);

subplot (1,2,2);

mesh(t_erro,x_q, perroc’)

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Espag¢o [m]’);

zlabel (’Erro de iteragao’);

print (’—djpeg’,’—r500’, ’cenphor.jpg’)

figure (11)

plot (qUnuma(:,18)); hold on;
plot (qUnumd (:,18)); hold on;
plot (qUnumc(:,18)); hold on;
xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);

lg=legend (’Diferengas finitas ascendentes’

,’Diferencas finitas descendentes’,’

Diferengas finitas centrais’);

I

set (lg ,’Location’, ’northwest’) ;

print (’—djpeg’,’—r600’,’ ’caudall2h.jpg’)

figure (12)

plot (qUnuma(:,36)); hold on;
plot (qUnumd (:,36)); hold on;
plot (qUnumc (:,36)); hold on;
xlabel ("Tempo [s]’);

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
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I I I

lg=legend (’Diferengas finitas ascendentes’,’ Diferengas finitas descendentes’,

Diferengas finitas centrais’);

I

set (lg , Location’, ’northwest’) ;

print (’—djpeg’,’—r600’,’ ’caudal24h.jpg’)

figure (13)

plot (pUnuma(:,18)); hold on;
plot (pUnumd(:,18)); hold on;
plot (pUnumc(:,18)); hold on;
xlabel ("Tempo [s]’);

ylabel (’Pressao [Pa]’);

lg=legend (’Diferencas finitas ascendentes’

,’Diferencas finitas descendentes’,’

Diferengas finitas centrais’);
set (lg,’Location’, ’northeast ’) ;

print (’—djpeg’,”’—r600’, pressaol2h.jpg’)

figure (14)

plot (pUnuma(:,36)); hold on;

plot (pUnumd (: ,36)); hold on;

plot (pUnumc(:,36)); hold on;

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Pressao [Pa]’);

lg=legend (’ Diferengas finitas ascendentes

I El El

, ' Diferengas finitas descendentes’,
Diferengas finitas centrais’);

k]

set (lg, Location’, ’northeast ) ;

print (’—djpeg’,’—r600°, pressao24h.jpg’)
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clear all

close all

clc

%

%% load data

load Dados Renl SI % Dados da REN Gasodutos

%

%% Calculo dos valores médios

% Qil,Pil Caudal massico e pressdao a entrada

gm=mean (Qil) ;

pm=mean (Pil);

%

%% Definigao dos parametros da conduta da REN

%

c=340; % Velocidade do som

ffactor =0.0079; % Fator de fricgao

D=0.793; % Diametro da conduta (m)

A=pi*D~2/4; % Secdo transversal do gasoduto, perpendicular ao comprimento da
conduta

alpha=—ffactor*c~2xqm/(2+DxAxpm) ;

L=35580; % Comprimento da conduta da REN (m)

%

%% Definigcao dos instantes de tempo

N=721; % Instantes de tempo (tamanho dos dados da REN)
%

Ts=120; % Tempo de amostragem dos dados REN

t=0:N—1; % Vetor temporal das medidas (indexadas de 0)
t=t+Ts; % Instantes efetivos das medigoes

tsim=t (end); % Instante de tempo final da simulacao

%

%% Construir uma malha no espago com nx pontos
nxpoints=5; % pelo menos nx = 3
x=linspace (0,L, nxpoints); % vetor de nos
deltaL=L/(nxpoints —1);

%

%

%% Extensao dos dados necessarios para valores iniciais
% Estende os dados do caudal méassico e pressao nos dois pontos finais da conduta
% Entrada: Qil,Pil;

% Saida: Qol,Pol

[QLOext , PLOext , t2]=ExtendedData (Qil ,Pil ,Ts);

141



E. Coédigo Matlab: Implementacao dos Métodos Implicitos

[QLnext , PLnext , t2]=ExtendedData (Qol,Pol,Ts);
%
deltax=deltal;

%% Calcular as condigdes iniciais

%

% Valor inicial em t=t0

close all

%%

%% E preciso mudar o angulo em bvp4odeP.m e bvpodeQ.m
[Q0,P0,Q1,P1,xdata]=ValorInicial (QLOext,PLOext,QLnext,PLnext,L,qm,pm, deltax);

%% Plot dos valores iniciais

%

% plot do caudal massico em t=0
figure (1)

%plot (xx,Idatal , 0’ ,xxx,Q0)

plot (xdata ,QO0)

title (’Caudal massico: f 1(x) and f 2(x)’)
xlabel ("Espago’) ;
ylabel (’f 1(x)/f _2(x)’)

xlim ([0,35580])

hold on

%plot (xx,Idatal , 0’ ,xxx,Ql)

plot (xdata ,Q1)

xlim ([0,35580])

legend (’f _1(x)’,’f 2(x)")

hold off

%

figure

%plot (xx,Idatal , 0’ ,xxx,Q0)

plot (xdata ,P0)

title (’Pressdo: f 1(x) and f 2(x)’)
xlabel (’space’) ;
ylabel (’f 1(x)/f 2(x)’)

xlim ([0,35580])

hold on

%plot (xx,Idatal , 0’ ,xxx,Ql)

plot (xdata ,P1)

xlim ([0,35580])

legend (7 f 1(x)’,’f 2(x)")

hold off

%%
theta=0.15;
theta2=0.5;

%% Usando o Deltat necessario para a estabilidade, interpolamos as condigdes de
contorno

% %newDeltat=2; % deltat da interpolacgéo

newDeltat=Ts/3;

deltat=newDeltat ;

[Qin, Pin, ttdata]=Timelnterp (Qil, Pil, t2 (N+5—11+1) ,newDeltat) ;
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[Qout ,Pout, ttdata]=Timelnterp (Qol,Pol, t2 (N+5—11+1) ,newDeltat) ;
%

%% Plot das condigdes de fronteira
figure

plot (ttdata , Qin)

title (’Entrada caudal massico’)
xlabel (’Tempo’) ;

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’)
xlim ([0,87000])

figure

plot (ttdata ,Qout)

title (’Saida caudal méassico’)
xlabel (’Tempo’) ;

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]|’)
xlim ([0,87000])

figure

plot (ttdata , Pin)

title (’Entrada pressao ’)

xlabel (’Tempo’) ;

ylabel ("Pressao [Pa]’)

xlim ([0,87000])

figure

plot (ttdata ,Pout)

title (’Saida pressao’)

xlabel (’Tempo’) ;

ylabel ("Pressao [Pa]’)

xlim ([0,87000])

%% Equag¢ao da onda do método das diferengas finitas
% Classe de métodos implicitos

g=9.8;
angulo=0; % mudar o angulo também em bvp4ode
beta=gxsind (angulo) ;

r=ckxnewDeltat /deltax;

a=—alphasxnewDeltat ;

b=betaxnewDeltat ~2/deltax;

%

[xq,t,uq]=wavelmplicite (Q0,Q1,Qin’ ,Qout’ ,ttdata ,xdata,r,a,b,theta);
[xq,t,uq2]=wavelmplicite (Q0,Q1l,Qin’,Qout’,ttdata ,xdata,r,a,b,theta2);
%

% Calcular o erro

eq=erroWavelmplicite (uq,xq,t);

eq2=erroWavelmplicite (uq2,xq,t);

%

[xp,t,up]=wavelmplicite (PO,P1,Pin,Pout, ttdata ,xdata,r,a,b,theta);
[xp,t,up2]=wavelmplicite (PO,P1,Pin,Pout,ttdata ,xdata,r,a,b,theta2);
%

% Calcular o erro

ep=erroWavelmplicite (up,xp,t);

ep2=erroWavelmplicite (up2,xp,t);

%% Validagdo da condigdo inicial gerada

figure

plot (uq(:,1))

143



E. Coédigo Matlab: Implementacao dos Métodos Implicitos

hold on

plot (uq (:,2))

plot (uq(:,end))

plot (Qout,’——")

title (’Caudal massico ao longo da conduta’)
xlabel ("Tempo’) ;

ylabel (’CAudla méassico [Kg/s]’)

xlim ([40,8650])

legend (’QiRen’ , ’mid—pipe’,’q L’, ’QoRen’)
%

figure

plot (up (:,1))

hold on

plot (up(:,2))

plot (up(:,end))

plot (Pout,”——")

title (’Pressdo ao longo da conduta’)
xlabel (’Tempo’) ;

ylabel (’Pressao [Pa]’)

xlim ([40,8650])

legend (’PiRen’ , ’mid—pipe’,’p_L’, ’PoRen’)
%% Plots dos resultados

%

figure (1)

% subplot (1,2,1);

% mesh(xp,t,up)

subplot (1,2,1);

mesh (t ,xp,up’)

ylabel (’Espago [m]’);

xlabel (’Tempo [s]’);

zlabel (’Pressao [Pa]’);

xlim ([500,86000])

subplot (1,2,2);

mesh (t,xp,ep’)

ylabel (’Espago [m]’);

xlabel (’Tempo [s]’);

zlabel (’Erro de iteragao’);

xlim ([500,86000])
print(’—djpeg’,’—1r500’, psigma.jpg’)

figure (2)

% subplot (1,2,1);

% mesh(xq,t,uq)
subplot (1,2,1);

mesh (t,xq,uq’)

ylabel (’Espa¢o [m]’);
xlabel (’Tempo [s]’);
zlabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
xlim ([500,86000])
%ylim ([0,10])

%zlim ([20,92])
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subplot (1,2,2);

mesh (t,xq,eq’)

ylabel (’Espag¢o [m]’);

xlabel (’Tempo [s]’);

zlabel (’Erro de iteragao ’);

xlim ([500,86000])

print (’—djpeg’,’—1r500’, gsigma.jpg’)

figure (15)

% subplot (1,2,1);

% mesh(xp,t,up)

subplot (1,2,1);

mesh (t ,xp,up2’)

ylabel (’Espac¢o [m]’);
xlabel (’Tempo [s]’);
zlabel (’Pressao [Pa]’);
xlim ([500,86000])

subplot (1,2,2);
mesh (t ,xp,ep2’)

ylabel (’Espag¢o [m]’);
xlabel (’Tempo [s]’);

zlabel (’Erro de iteragao’);
xlim ([500,86000])

print (’—djpeg’,’—r500’, psigma.jpg’)

figure (16)

% subplot (1,2,1);

% mesh(xq,t,uq)
subplot (1,2,1);

mesh (t,xq,uq2’)
ylabel (’Espago [m]’);
xlabel (’Tempo [s]’);
zlabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
xlim ([500,86000])
%ylim ([0,10])

%zlim ([20,92])

subplot (1,2,2);
mesh (t,xq,eq2’)

ylabel (’Espag¢o [m]’);
xlabel (’Tempo [s]’);

zlabel ("Erro de iteragdo ’);
xlim ([500,86000])

print ("—djpeg’,”’—r500’, gsigma.jpg’)

figure (11)

plot (uq(:,18)); hold on;

plot (uq2(:,18)); hold on;

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
lg=legend (’\ sigma=0.15","\sigma=0.5");

El

set (lg ,’Location’, ’northwest’) ;

145



E. Coédigo Matlab: Implementacao dos Métodos Implicitos

print (’—djpeg’,’—1r600°,  qthetal8.jpg’)

figure (12)

plot (uq(:,36)); hold on;

plot (uq2(:,36)); hold on;

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Caudal méassico [Kg/s]’);
lg=legend (’\ sigma=0.15","\sigma=0.5");
set (lg ,’Location’, ’northwest’) ;

print (’—djpeg’,’—r600’, gtheta36.jpg’)

figure (13)

plot (up(:,18)); hold on;

plot (up2(:,18)); hold on;

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Pressao [Pa]’);

lg=legend (’\ sigma=0.15","\sigma=0.5") ;

I

set (lg,’Location’, ’northeast ’);

print (’—djpeg’,”’—r600’, pthetal8.jpg’)

figure (14)

plot (up(:,36)); hold on;

plot (up2(:,36)); hold on;

xlabel (’Tempo [s]’);

ylabel (’Pressao [Pa]’);

lg=legend (’\ sigma=0.15","\sigma=0.5");
set (lg, Location’, northeast ) ;

print (’—djpeg’,’—r600’, ptheta36.jpg’)
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