Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro

Escola de Ciéncias e Tecnologias

Andlise dinamica de escoamento de fluidos

Tese de Doutoramento em

Engenharia Eletrotécnica e de Computadores

Maria Manuela Jorge Martins Ferreira

Orientador: Professor Doutor José Anténio Tenreiro Machado
Co-orientador: Professor Doutor José Boaventura Ribeiro da Cunha

Co-orientador: Professora Doutora Teresa Paula Azevedo Perdicotlis

Vila Real, 2016






Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro

Escola de Ciéncias e Tecnologias

Andlise dinamica de escoamento de fluidos

Tese de Doutoramento em

Engenharia Eletrotécnica e de Computadores

Maria Manuela Jorge Martins Ferreira

Orientador: Professor Doutor José Anténio Tenreiro Machado
Co-orientador: Professor Doutor José Boaventura Ribeiro da Cunha

Co-orientador: Professora Doutora Teresa Paula Azevedo Perdicotlis

Composicado do juari:

Presidente: Professor Doutor Joaquim Bernardino de Oliveira Lopes
Vogais:

Professor Doutor Josenalde Barbosa de Oliveira

Professor Doutor Manuel José Cabral dos Santos Reis

Professor Doutor Abel Ilah Rouboa

Professor Doutor José Anténio Tenreiro Machado

Professor Doutor José Carlos Lourengo Quadrado

Professor Doutor Alexandre Manuel Moutela Nunes da Mota
Professora Doutora Teresa Paula Azevedo Perdicoulis

Professor Doutor Anténio Manuel Ferreira Mendes Lopes

Vila Real, 2016






Resumo

As equacdes de Navier-Stokes constituem uma descri¢do cldssica da dindmica de
fluidos. No entanto, estas equacdes revelam problemas para se obter uma solucdo

analitica geral restando essencialmente a sua anélise através de simula¢des numéricas.

O método de lattice Boltzmann é um algoritmo numérico da Dindmica de Fluidos
Computacional (CFD) que aproxima as equacdes de Navier-Stokes no limite incom-
pressivel. Este método tem ganho crescente popularidade na comunidade cientifica,

para a resolucdo de escoamento de fluidos.

O presente trabalho tem como objetivo analisar e desenvolver este tipo de modelo
através da implementagdo computacional, com a finalidade de resolver um problema

de referéncia, o escoamento de Poiseuille.

E abordado e implementado o modelo LBGK (Lattice Boltzmann Bhatnagar-Gross-
-Krook), que resulta da combinagdo da equacdo de lattice Boltzmann com a aproximagdo
do operador de colisdo de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK), para as equagdes de Navier-
-Stokes. O modelo de lattice utilizado é o D2Q9, de dimensao 2 com 9 velocidades
discretas. Sdo apresentadas e implementadas condi¢oes de fronteira para o problema

em estudo.

Os resultados dos modelos sdo comparados com a solugdo analitica do escoamento
de Poiseuille e as solugdes do problema apresentam uma boa concordéancia, sendo mais

elevada a do modelo com as condi¢des de fronteira do tipo half-bounceback.

Os resultados obtidos com o método de Iattice Boltzmann para escoamento de

fluidos confirmam a sua consisténcia e sdo promissores para trabalho futuro.

Palavras Chave: Equacdes de Navier-Stokes, equacdo de Boltzmann continua,
equagdo de Boltzmann discreta, equacdo de lattice Boltzmann, método de lattice

Boltzmann, implementa¢do computacional.






Abstract

The Navier-Stokes equations are a classic description of fluid dynamics. However,
these equations reveal problems when trying to obtain general analytical solution,

remaining essentially its analysis through numerical simulations.

The Iattice Boltzmann method is a numerical algorithm of Computational Fluid
Dynamics (CFD) that approximates the Navier-Stokes equations in the incompressible
limit. This method has gained increasing popularity in the scientific community for

solving fluid flow problems.

This study aims to analyze and develop this type of model through computational

implementation, in view to solve a problem of reference, the Poiseuille flow.

LBGK (Lattice Boltzmann Bhatnagar-Gross-Krook) model it’s developed and imple-
mented, this model results from the combination of the lattice Boltzmann equation with
the approach of the collision operator Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) for the Navier-
-Stokes equations. The lattice model used is the D2Q9, dimension 2 with 9 discrete
velocities. Furthermore, are presented and implemented boundary conditions for the

problem under study.

The results obtained with the models are compared with the analytical solution
of Poiseuille flow and problem solutions showing a good agreement, being higher the

model with the boundary conditions of the half-bounceback type.

The results obtained with the LBGK method for fluid flow confirm its consistency

and are promising for future research work.

Keywords: Navier-Stokes equations, continuous Boltzmann equation, discrete
Boltzmann equation, lattice Boltzmann equation, lattice Boltzmann method,

computational implementation.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho pretende analisar e desenvolver ferramentas para resolver numerica-
mente as equacdes de Navier-Stokes que constituem uma descricdo classica da dinamica
de fluidos. Assim, comega por abordar-se os objetivos principais, faz-se uma apresen-

tacdo do contexto desta tese e, por tltimo, descreve-se a estrutura da tese.

1.1 Objetivos

A dinamica de fluidos assume um papel determinante na resolugdo de problemas de
diversas areas, tais como os transportes, a producdo e utilizagdo de energia, a com-
bustdo e a meteorologia. Um fluido verifica as leis de conserva¢do da massa, da quan-
tidade de movimento e da energia. As equagdes que estabelecem estas propriedades
constituem as equagdes de Navier-Stokes [184], cujas incégnitas sdo grandezas macros-
copicas, tais como densidade, velocidade, temperatura e pressdo, que caracterizam

quantitativamente o fluido em questao.

No entanto, a sua formula¢do puramente analitica revela-se extremamente limitada
no que concerne 4 sua aplicabilidade. De facto, as equagdes de Navier-Stokes colocam
problemas de calculo de uma solucdo analitica geral, restando essencialmente a sua

analise através de simulagdes numéricas ou modelos simplificados.

No presente trabalho propde-se a utilizacdo do Lattice Boltzmann Method (LBM)
[170]. O método é usado na simulagdo da dindmica de fluidos, tendo por base equagdes
cinéticas microscopicas e utiliza a cinética de distribuigdes de particulas artificiais numa

lattice regular.



As equagdo de Boltzmann, da teoria cinética, e as equagdes de Navier-Stokes, da
dindmica dos fluidos, sdo modelos assintéticamente equivalentes. As equagdes de
Navier-Stokes podem ser deduzidas como uma aproximagdo de segunda ordem da

equacao de Boltzmann, através da expansdao Chapman-Enskog [37], [40].

A equacdo Lattice Boltzmann (LBE) é uma versao discretizada, na varidvel tempo e

na variavel espaco, da equacdo de Boltzmann discreta.

A LBE com o modelo operador de colisdo de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK), de-
nominado modelo Lattice Boltzmann equation Bhatnagar-Gross-Krook (LBGK), no caso in-
compressivel, permite deduzir as equac¢des de Navier-Stokes, no limite incompressivel,
através da utilizacdo da expansdo de Chapman-Enskog multi-escala das varidveis tempo

e espago [92].

Nesta ordem de ideias, foram analisadas as perspetivas de modelizacdo numérica
e foi elaborado um programa em MATLAB para implementagdo do modelo LBGK
D2Q9.

1.2 Contexto

A descrigdo do escoamento de fluidos, liquidos e gases, poderd revelar-se de grande
complexidade, mesmo que as condi¢Oes de fronteira, a que estes se encontram sub-
metidos, sejam particularmente simples. Este tipo de fenémenos explicam-se através
dos principios fisicos enunciados pela segunda lei de Newton (lei da conservagdo de
massa e conservacdo da quantidade de movimento) e também, em alguns casos, pelas
leis da termodinamica. Aliada a uma abordagem teérica do problema, devera muitas
vezes também recorrer-se a observagdo experimental, uma vez que a correlacdo entre
as leis da fisica e o comportamento efetivo de um fluido em escoamento nem sempre
surgem como Obvias. As propriedades de uma substancia encontram-se relacionadas
de forma direta com a sua estrutura molecular. As moléculas encontram-se num estado
de permanente agitacdo em torno das suas posi¢des médias de equilibrio estavel. Esta
oscilacdo terd uma energia cinética que serd tanto maior quanto maior for a energia

térmica que lhes tenha sido fornecida.

Uma abordagem microscépica do problema considera o fluido como sendo um
sistema de particulas com vérios corpos, onde o movimento de cada particula se ex-

plica através das leis de Newton. No entanto, o estudo do comportamento dos fluidos

2



a uma escala microscépica oferece certos inconvenientes. Por um lado, uma anélise
microscopica exclui a possibilidade de se utilizar o cdlculo diferencial, visto que esta
andlise pressup0e varia¢des de modo continuo em cada ponto e instante. Por outro
lado, do ponto de vista experimental, os instrumentos tipicamente utilizados numa
andlise laboratorial para este tipo de estudos ndo permitem descer a esta escala mi-
croscépica, uma vez que é impossivel determinar a evolucdo em func¢do do tempo de
todas as particulas de um gés, devido ao elevado ntimero de particulas. Atendendo ao

exposto, facilmente se compreendem as limita¢des desta abordagem.

Na abordagem do estudo do comportamento de fluidos torna-se portanto necessario
recorrer a outro tipo de escala. A escala macroscépica assume a hipétese do continuum,
na qual se considera um ponto como um elemento de volume com dimensao voltimica
muito superior ao cubo da distancia “tipica” entre moléculas, mas muito inferior ao
cubo de qualquer escala caracteristica do escoamento em causa. Desta forma, obter-
se-4 uma variacgdo regular de ponto para ponto, tanto no dominio temporal como no
espacial, em que se consegue descrever o comportamento do sistema através da sua
massa especifica, velocidade, temperatura e pressdo. Nesta abordagem as equagdes de
Euler e de Navier-Stokes assumem um papel importante. No entanto, esta hipétese
do continuum nédo é valida para o caso dos gases rarefeitos, para os quais é necessario

estudar o comportamento estatistico das moléculas individualmente.

A escala mesoscopica assume-se como uma escala intermédia, entre as escalas
microscopica e macroscopica. Nesta abordagem, apesar de se considerar o fluido
como sendo constituido por particulas, apenas se tem em conta o comportamento
microscopico de forma probabilistica (em vez de se acompanhar a trajetéria de cada
particula). Pretende-se entdo determinar as grandezas macroscépicas de um sistema,
bem como as relagdes entre elas, a partir da estrutura microscopica, recorrendo para
isso a fisica estatistica, também conhecida por mecanica estatistica. Esta drea tem
ainda como objetivo determinar as leis que explicam o comportamento de um sistema
macroscopico através das leis que regem o seu comportamento microscépico. Neste
contexto mesoscopico, a equagdo de Boltzmann, [37], [38], [182], [81] assume um papel

essencial.

Em 1872 Ludwig Boltzmann, a partir do modelo matematico de esferas rigidas
elasticas e usando consideragOes estatisticas e mecanicas, estabeleceu uma equacdo

de evolugdo, para descrever o comportamento de um gés rarefeito, num contexto em



que a estrutura microscopica da matéria era ainda pouco clara. Embora houvesse evi-
déncias da existéncia do 4tomo, no desenvolvimento da quimica, desde os trabalhos
de Dalton e outros (séculos XVIII e XIX), os primeiros desenvolvimentos da teoria
cinética dos gases devem-se a Robert Boyle (1627 — 1691) e a Newton (1643 — 1727).
Considera-se que a teoria cinética se inicia com Daniel Bernoulli (1700 — 1782) ao
propor que as propriedades de um gds, como pressdo e temperatura, poderiam ser
entendidas considerando um gas formado por um grande ntimero de moléculas elas-
ticas que colidiam entre si e com as paredes do recipiente. No entanto, a teoria cinética
dos gases ndo foi aceite pela comunidade cientifica sem que antes ocorressem impor-
tantes avangos na termodinamica, em que se conseguisse estabelecer uma relagdo en-
tre calor, trabalho e energia. Nesta altura, a teoria mais reputada era aquela proposta
por Newton, que considerava que o ar era constituido por particulas sem movimento
independente e que se comportavam como molas. No inicio da segunda metade do
século XIX, a relagdo entre calor, trabalho e energia era finalmente conhecida, devi-
do aos trabalhos experimentais desenvolvidos por Thompson e Joule. A evolucdo da
termodindmica, que fornece bases tedricas que permitem relacionar as propriedades
macroscopicas de um sistema com outro, representou um papel fundamental no de-
senvolvimento da teoria cinética dos gases. Enquanto que a primeira lei da termodi-
namica, que na pratica é uma versdo da lei da conservagdo de energia, admite que é
possivel transformar formas de energia umas nas outras (neste caso, trabalho e calor),
a segunda lei da termodinamica, que refere que a entropia [40] (grandeza definida por
Clausius em 1850) de qualquer sistema termodinamico isolado tende a aumentar com
o tempo, até atingir um valor maximo, introduz um conceito de irreversibilidade. O
conhecimento da estrutura molecular e atdmica de um elemento permite perceber que
as grandezas macroscOpicas de um sistema sao consequéncia do estado das particulas
desse mesmo sistema. A temperatura de um sistema encontra-se associada a sua ener-
gia cinética e a velocidade das particulas, enquanto que a densidade de um sistema
se encontra relacionada com a distancia média entre as particulas. Em 1856, a teo-
ria cinética dos gases foi finalmente apresentada, em duas publica¢des independentes,
nomeadamente por August Kroning [125] e por Rudolf Clausius (1857) [46]. Este ul-
timo concluiu que como os gases se difundem lentamente, apesar das moléculas terem
velocidade elevada, elas teriam um caminho livre médio bastante pequeno entre as
colisdes. Em 1860, Rudolf Clausius estabelece uma relacdo matematica definida como
entropia e que mede a quantidade de energia do sistema que pode ser convertida em

trabalho. As dedugdes feitas por Clausius captaram o interesse de vdrios cientistas da



época, estando entre eles Maxwell, Kelvin, Boltzmann e Gibbs.

Maxwell, em 1859, a partir das ideias de Bernoulli e Clausius, desenvolveu uma
teoria para processos de transporte em gases, calculando entre outras coisas a vis-
cosidade, a difusdo e a transmissdo de calor. Foi também neste ano que deduziu a
lei de distribuicdo de velocidades das moléculas de um géas de uma forma heuris-
tica. Maxwell, ao estudar a teoria cinética, percebeu que seria impossivel desenvolver
equagOes baseando-se nas leis de Newton devido ao elevado nimero de variaveis, o
que tornaria o célculo irrealista. Por outro lado, apercebeu-se que também ndo se-
ria necessario conhecer a trajetéria de cada particula. O importante era encontrar
uma forma de relacionar o comportamento microscépico de um sistema com as suas
propriedades macroscopicas. Isto seria possivel recorrendo a um ntimero elevado de
moléculas e calculando a sua média. Em 1857, Maxwell conseguiu deduzir, de forma
mais fundamentada, a fungdo de distribui¢do das velocidades das moléculas de um
gds monoatémico em equilibrio na auséncia de forgas externas, ficando esta formu-
lagdo conhecida como distribuicdo de Maxwell ou funcdo de distribuicao Maxwelliana.
Esta foi a primeira lei estatistica na fisica. Maxwell, também deduziu as equagdes de
transferéncia que caracterizam a taxa de variagdo de qualquer quantidade (tais como a

massa, a quantidade de movimento ou a energia), para um gas diluido.

Boltzmann, entre 1868 e 1871, publica uma série de trabalhos, nos quais, além de
usar a fungdo de distribuicdo de Maxwell, generaliza o trabalho de Maxwell a teoria
cinética. Assim, ele generaliza a distribuicdo de velocidades para o caso de moléculas
poliatémicas sob a acdo de um potencial intermolecular. Esta é a razdo pela qual é
chamada distribuicdo de Maxwell-Boltzmann. Além disso, e a semelhanca do conceito
de entropia existente na termodindmica, Boltzmann visualizou um método proba-
bilistico para medir a entropia de um determinado ntimero de particulas de um géas
ideal, no qual ele definiu a entropia como sendo proporcional ao logaritmo natural
do ntimero de microestados que um gas pode ocupar: S = kgln(), sendo S a en-
tropia, kp a constante de Boltzmann e () o nimero de microestados possiveis do sis-
tema. Do ponto de vista macroscépico o estado de equilibrio de um sistema isolado é
caracterizado por um maximo de entropia, S, enquanto do ponto de vista microscépico
é caracterizado por um valor maximo de (). Mas foi no ano de 1972 que Boltzmann
publicou aquele que é considerado o trabalho mais importante em mecanica estatistica
[21]. Neste trabalho, tinha o objetivo de continuar a estudar a natureza do equilibrio

termodinamico, em particular, provar a unicidade da distribuicdo de Maxwell para a



descricdo de estados estaciondrios. Na primeira parte do seu artigo, Boltzmann estabe-
leceu a sua famosa equacdo para a evolugdo da funcdo de distribui¢do de velocidades
moleculares, f, de um gas diluido, arbitrariamente longe do equilibrio. Para isso,
considerou vérias hipoteses simplificativas. A hipdtese de caos molecular, que traduz
a auséncia de correlacbes estatisticas entre as velocidades antes da colisdo de duas
particulas que entram em colisdo, é essencial, uma vez que introduz a assimetria no
tempo, para descrever a irreversibilidade de um processo em relaxagdo. Além disso,
Boltzmann introduziu um funcional da fungdo de distribuigao das velocidades, I, in-
tegral de dissipa¢do da entropia total, que é ndo-negativo, e que tem as propriedades
da entropia ndo-equilibrio. A produgdo de entropia é ndo-negativa e s6 desaparece no
equilibrio. Uma consequéncia deste resultado é o célebre teorema-H de Boltzmann,
6;—1;1 < 0, onde a igualdade acontece se e s6 se f é uma distribui¢do Maxwelliana. Com
a introducdo desta tdltima fun¢do-H, Boltzmann deu o primeiro passo para o entendi-
mento da evolugdo temporal dos processos assimétricos ou irreversiveis. As leis classi-
cas da fisica sdo fundamentalmente reversiveis, uma vez que as equagdes da mecanica

introduzidas por Newton ndo introduziam a invaridncia por reversdo, ou assimetria,

temporal.

Demorou quase 40 anos apds a apresentacdo da equacdo de Boltzmann, para que
David Hilbert, em 1912, demonstrasse como se poderia obter uma solugdo aproximada
desta equacdo, através de uma série em expansdo de poténcias num parametro que
é proporcional ao caminho livre médio (inversamente proporcional a densidade do
gds), conhecida por expansdo assintética de Hilbert [109]. Em 1917, Sydney Chapman
[39] e David Enskog [62], simultaneamente e de forma independente calcularam uma
aproximacdo a equagdo de Boltzmann, valida para um géas suficientemente denso. Os
resultados obtidos foram idénticos, mas os métodos eram completamente diferentes.
O desenvolvimento da teoria de Chapman-Enskog é uma das grandes conquistas da
teoria cinética para a obtencdo dos coeficientes de transporte (viscosidade, condugdo
de calor e difusdo) de gases. Outra contribui¢do importante foi dada por Harold Grad
[86], em 1963, ao estudar o problema assintético da equagdo de Boltzmann e as relagdes

as equagdes hidrodindmicas, dadas pela expansdo de Chapman-Enskog.

A abordagem para a recuperacdo do regime da dindmica dos fluidos a partir das
equagdes cinéticas é o chamado limite hidrodinamico. Este assunto remonta aos fun-

dadores da teoria cinética dos gases. O principal objetivo de um problema de limites



hidrodindmicos consiste na obtencdo de deducdes rigorosas de modelos macroscopi-
cos, tais como as equagdes diferenciais parciais fundamentais da mecanica de fluidos,
a partir de uma descri¢do microscépica da matéria, seja a dindmica molecular, seja a
teoria cinética dos gases. Em particular, podem ser aplicadas a equacao de Boltzmann
diferentes expansdes assintdticas e procedimentos de escala, por forma a deduzir as
equagdes fundamentais da dindmica de fluidos, [87], [88], [38], [182], [81]. As equagdes
dizem-se assintéticamente equivalentes, no limite de pequenos valores do caminho
livre médio. Isto é, as solugdes tém um comportamento semelhante, diferindo os seus

valores numa norma escolhida de forma adequada.

Na realidade, as formula¢des puramente analiticas da equagdo de Boltzmann e
da equagdo de Navier-Stokes apresentam problemas na sua aplicabilidade. Em par-
ticular, a equagdo de Boltzmann continua é uma equacdo integro-diferencial com sete
varidveis, uma para o tempo, trés para o espaco das posi¢des e trés para o espago das
velocidades. O operador de colisdo, que aparece no segundo membro da equagao, tem

a forma integral onde a funcdo f aparece ndo linearmente.

A equagdo de Boltzmann discreta, ou modelos de velocidades discretas, baseia-se
na discretizacdo do espago das velocidades. Por um lado, as particulas dos gas podem
assumir apenas um namero finito de velocidades. Por outro lado, as varidveis tempo
e espaco mantém-se continuas. O ntimero de equagdes é igual ao nimero de veloci-
dades. A discretiza¢do do espaco de velocidades permite que a equacdo de Boltzmann
classica seja substituida por um sistema semilinear de equagdes diferenciais. Assim, os
integrais do operador de colisdo da equagdo de Boltzmann continua sdo substituidos
por um duplo sumatdério sobre os pontos de velocidade. O primeiro modelo de veloci-
dades discretas foi introduzido por Carlemann [35] em 1957, mas o primeiro trabalho
consequente deve-se a Broadwell [28], em 1964. Ele propdés um modelo muito sim-
ples de um gds com seis velocidades e a sua aplicagdo teve muito sucesso no estudo
da propagacdo de ondas de choque. O primeiro trabalho geral e sistemético da teoria
cinética discreta deve-se a R. Gatignol [71], em 1975. A estrutura simples do operador
de colisdo discreto, aliada a melhoria das capacidades computacionais, tem permitido
varias simula¢des numéricas com o objetivo de fornecer uma descrigdo de situagdes
fisicas da dinamica de fluidos. Em particular, a equagdo de Navier-Stokes para um

fluido incompressivel.

A equacdo de Iattice Boltzmann (LBE) [170], [185] é a equacdo principal do lattice



Boltzmann Method (LBM) [170], [185]. Originalmente, o LBM surge como uma melho-
ria do Lattice-Gas Cellular Automata (LGCA) [170], [185], cuja ideia fundamental consis-
tiu na substituicdo do nimero de ocupagdo booleana por populacdes média-ensemble,
representadas por uma funcdo de valores reais, sendo que as operagdes continuam a
decorrer numa lattice. O primeiro modelo LGCA foi introduzido por Frisch, Hasslacher
e Pomeau [67] em 1986. Este modelo, conhecido por modelo FHP permitiu resolver,
pela primeira vez, as equagdes de Navier-Stokes bidimensionais. O primeiro modelo
LBM surgiu em 1988 por McNamara e Zanetti [139]. Alternativamente, e mais recen-
temente [170], [185], foi provado que o LBM pode ser considerado uma versdo dis-
cretizada da equacgdo de Boltzmann discreta, ou da equacdo de Boltzmann continua.
Se a LBE adicionarmos uma versdo aproximada do operador de colisdo, chamado
operador de colisdo de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) [20] ou modelo BGK, obtém-se
o modelo LBGK [170], [185].

1.3 Estrutura da tese

A tese cujo tema é “Andlise dindmica de escoamento de fluidos” estd organizada em

seis capitulos.
O Capitulo 1 corresponde a presente introdugéo.

No Capitulo 2 apresenta-se a equacdo de Boltzmann classica e a deducdo de trés
representacdes do operador de colisdo de Boltzmann, de acordo com as parametriza-
¢oes das velocidades de colisdo. De seguida, abordam-se as principais grandezas
macroscopicas que fornecem uma descricdo macroscépica do gas e, por ltimo, as pro-
priedades fisicas do operador de colisdo. Em particular, a equagdo de transporte que
ird permitir estabelecer as equagdes de conservacdo local da massa, da quantidade de
movimento e da energia cinética, a defini¢do de funcdo de distribuicdo Maxwelliana e

de estado de equilibrio Maxwelliano, o teorema-H e a irreversibilidade.

No Capitulo 3, aborda-se a andlise assintética da equagdo de Boltzmann, também
conhecida por limites hidrodindmicos da equagdo de Boltzmann. Apresenta-se os limi-
tes formais da equagdo de Boltzmann, em particular, o sistema de Euler e o sistema de
Navier-Stokes, para escoamentos de fluidos compressiveis e para os incompressiveis.
Estes sistemas sdo obtidos através da utilizacdo de expansdes assintéticas de Hilbert,

de Chapman-Enskog e de procedimentos de escala. Existem vérios limites formais
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para cada um destes sistema de equagdes macroscépicas. Neste trabalho, apresenta-se
dois limites formais para as equagdes de Euler de um fluido compressivel, primeiro
por um processo de escala tempo-espaco e, depois, através da expansdo assintética de
Hilbert. A seguir, as equagdes de Navier-Stokes compressiveis sdo deduzidas através
da expansdo de Chapman-Enskog e sdo consideradas como sendo uma correcdo das
equacgdes de Euler compressiveis. No seguimento destes raciocinios, deduz-se formal-
mente as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis. O procedimento consiste de uma
correcao de primeira ordem da expansdo de Chapman-Enskog e da aplicacdo de uma
mudanca de escala das varidveis tempo e espago, sendo a escala parabdlica ou difu-
siva aplicada a varidvel tempo. Por ultimo, apresenta-se as equacdes de Euler de um
fluido incompressivel sem viscosidade como sendo o limite ndo viscoso das equagdes

de Navier-Stokes.

No Capitulo 4, a equagao de Boltzmann discreta, é, inicialmente, andloga a do Capi-
tulo 2. No desenvolvimento do modelo, apresentam-se alguns exemplos dos primeiros
modelos de velocidades discretas. Em particular, o modelo de Carleman unidimen-
sional com duas velocidades, os modelos de Broadwell tridimensionais de seis veloci-
dades e de oito velocidades, e um caso particular do modelo de Broadwell de seis

velocidades, conhecido por modelo de Broadwell de dimensdo um.

No Capitulo 5, apresenta-se a equagdo de lattice Boltzmann (LBE), que é a equacéo
fundamental do Lattice Boltzmann Method (LBM). Comeca-se por abordar o seu
antecessor, ou seja, o Lattice-Gas Cellular Automata (LGCA) que é uma classe especial
de Autématos Celulares para o estudo da dindmica de fluidos. Em particular, faz-se
referéncia aos modelos HPP, FHP e FCHC. A seguir, apresenta-se a LBE seguindo
dois caminhos diferentes. Primeiro, a partir do LGCA e depois como uma versdo
discretizada da equacdo de Boltzmann cldssica (em particular da equagdo de
Boltzmann discreta), com uma aproximagdo do operador de colisdo, o modelo
Bhatnagar-Gross-Krook (BGK). Por ultimo, descreve-se a implementagdo do modelo
LBGK para as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis e discute-se os resultados

obtidos na simulacdo numérica do escoamento de Poiseuille.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes de todo o trabalho e as perspetivas

de trabalho futuro.






Capitulo 2

A Equacao de Boltzmann Classica

A equacdo de Boltzmann é uma equacdo integro-diferencial que descreve a evolugdo
de um gas monoatémico, no espago e no tempo, a partir de uma descricdo de base es-
tatistica. Neste capitulo faz-se uma apresentagdo sucinta desta equacdo e das suas prin-
cipais propriedades. A equacdo de Boltzmann revela-se importante ao longo de toda
a tese. Por um lado, fornece uma descri¢do reduzida do meio microscépico, por outro,
¢ uma ferramenta importante para as aplicacdes, especialmente para fluidos diluidos,
onde as equagdes da hidrodinamica deixam de ser asseguradas. Este capitulo é cons-
tituido por trés sec¢des. Na seccdo 2.1 apresenta-se a equagdo de Boltzmann continua
para um gas. Na seccdo 2.2 abordam-se as grandezas macroscépicas. Por tltimo, na
secc¢do 2.3 analisam-se as propriedades fisicas do operador de colisdo, nomeadamente,
os invariantes de colisdo, a equacdo de transporte, o estado de equilibrio Maxwelliano,

o teorema-H de Boltzmann, a irreversibilidade e as equag¢des de conservacao.

2.1 Equacao de Boltzmann

Considere-se um géds monoatémico constituido por N € IN particulas com massa
m = 1 e introduza-se o espago de fase (3 = (), X V, no qual o estado fisico de uma
particula é caracterizado pela sua posicdo x = (x1,x2,...,%;) € Qy C R? e pela sua
velocidade v = (v1,vy,...,v45) € V C RY onde v; = %;,i =1,2,...,d. No que se segue

iremos considerar d = 3.

Introduza-se ainda a chamada fungio de distribuicio das velocidades f, definida em

R J x O e com valores em IR ;, tal que a quantidade
f(t,x,v)dxdv
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representa o nimero provavel de particulas que, no instante ¢, ocupam o elemento de
volume dx na vizinhanca do ponto x do espago fisico, com velocidade no elemento de

volume dv na vizinhanca do ponto v do espago das velocidades.

Determinada a fungéo f, a quantidade:

lh(A@ﬂt%wmod% (2.1)

corresponde ao ntimero total de particulas N cuja posicdo x estd em (), e cuja veloci-

dade v estd em V no instante t.

Considerando algumas hipéteses simplificativas da realidade fisica (cf.[37]), con-
sistentes apenas com os gases rarefeitos, a equa¢do de Boltzmann é obtida num quadro

microscépico, na forma geral:

L0 Vaf = Q) 22)

onde o termo Q(f, f), designado por operador de colisdo, descreve os efeitos da intera-
¢do entre as particulas e faz o balango das perdas e dos ganhos resultantes das colisdes

entre as particulas do gas.

A equagdo de Boltzmann (2.2) é obtida com base nas seguintes hip6teses sobre as colisdes

que estdo na origem da deducgdo heuristica do operador de colisdo:

1. As particulas interagem somente através de colisdes bindrias. Isto é, duas particu-
las do gés interagem a partir do instante em que a distancia que as separa é in-
ferior ao raio de acdo do potencial intermolecular. Mais especificamente, o gés é
suficientemente rarefeito de forma que se possa desprezar os efeitos das intera-

¢oes envolvendo mais do que duas particulas.

2. As colisdes sdo localizadas no espaco e no tempo. Matematicamente isso significa
que as colisdes ocorrem num dado ponto x e num dado instante ¢t. Fisicamente
isso supde, implicitamente, que a duracdo tipica de uma colisdo é curta (colisdes
instantaneas), relativamente a um tempo macroscépico de referéncia, e que o raio
de agdo do potencial intermolecular é pequeno, relativamente a um comprimento

macroscopico de referéncia.
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3. As colisdes sdo eldsticas, ou seja, a quantidade de movimento e a energia cinética
das duas particulas sdo conservadas durante a colisdo. Mais precisamente, dadas
duas particulas (constituindo um sistema fechado) de velocidades v e v,, antes de
uma colisdo, e de velocidades v’ e v/, depois de uma colisdo, obtemos as seguintes

relacdes (considerando que todas as particulas tém a mesma massa m):

v+ v, = v+ v,

(2.3)
ol + o> = [P+ [0

4. As colisdes sdo microreversiveis, por analogia com a dindmica microscopica re-
versivel. Matematicamente, isto significa que a probabilidade de duas particu-
las com velocidades (v, v, ) serem transformadas nas velocidades (v, v),) durante
uma colisdo é a mesma que a do par (v/, v}, ) resultar (v, v.). Isto é, sdo equiprovéveis

todos os pares de particulas que possam resultar de uma colisdo.

5. O gas satisfaz a hipdtese do caos molecular de Boltzmann (hipotese Stosszahlansatz),
ou seja, antes da colisdo as velocidades das duas particulas que entram em colisdo
ndo estdo correlacionadas (@ priori). Por outras palavras, as probabilidades sao
independentes de uma particula se encontrar em (x,v) e da outra particula se
encontrar em (x’,v'). No entanto, como as colisdes aumentam as correlacdes
no sistema ao longo do tempo, esta hipétese introduz uma assimetria temporal
passado-futuro na equagdo de Boltzmann, caraterizando a irreversibilidade do

processo.

Com o objetivo de caracterizar o operador de colisdo Q(f, f), considere-se a intera-
¢do entre duas particulas A e B e analisemos o movimento da particula B relativamente

a particula A, resultante da forga central (conservativa) que A exerce sobre B.

Sejam v e v, as velocidades de A e B antes da colisdo e v’ e v/, as velocidades adquiri-
das ap6s a colisdo que verificam a condicdo (2.3). Sejam v, = v — v, ev, = v/ — v} as
velocidades relativas da particula B em relacdo a particula A, respetivamente antes e

depois da colisdo, e seja AA’ a linha dos apsides.
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Introduza-se o referencial de coordenadas esféricas (p, €, ) (cf. a Figura 2.1)

Figura 2.1. Representacéo de uma colisdo binéria num referencial centro de massa.

Note-se que:

e A curva C representa a trajectéria da particula B, relativamente a particula A fixa,

situada na origem O;
e p > 0 é a distancia entre as particulas A e B;

e Oangulo x definido pelas semi-rectas Av; e Av, consiste no chamado angulo de

deflexdo, ou de desvio;
e O angulo 6, definido pelas semi-rectas Av, e An, é tal que x = 7w — 26,6 € [0, 5];

e bel' representam os parametros de impacto antes e depois da interagdo, respeti-

vamente, sendo b = b';

e 1 é o vetor de colisdo (ou vetor apsidal) definido por

/
Uy — 0
n=_——=5 (2.4)
‘07 - vr‘
que bisseta o angulo entre as linhas retas dirigidas ao longo de —v, e v, e, além

disso, tem a direcdo da linha dos apsides AA'.
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Considere-se o referencial cartesiano ortonormado direto (0;71, ?2, 73) solidario
com a molécula A, com O a posi¢do ocupada por A, e O¢3 coincidente com o eixo

Av, de acordo com a Figura 2.2:

or |
s B
'
—
e’ A= Os—————— I
—> plano orbital

Figura 2.2. Representagéo de uma coliséo binaria num referencial de coordenadas esféricas.

Note-se que:

e O é a posi¢do ocupada pela particula A;
e r é o raio da esfera que contem a particula B, com p <1;

e A colatitude (ou angulo polar) é o angulo 6 € [0, 7], tal que o eixo de referéncia

Owv, (coincidente com 0?3) faz com On;

e Alongitude (ou dngulo azimutal) é o angulo e € [0, 27t[ que o plano fixo 071 7¢3

faz com o plano orbital. O dngulo ¢ situa-se num plano ortogonal a v;;

e n = (sinfcose, sinfsing, cosf) é a representacdo do vetor de colisdo (2.4) no
referencial de coordenadas esféricas (r,¢,0), comp =r =1;
e Os angulos 0 e ¢ relacionam-se por n - v, = |v,| cos 8, ou seja,

’07‘71

cosf =
e

e dn = sin 0dBde pode ser considerado como o elemento de angulo sélido da semi-
-esfera unitéria S% = {n cER}: |n||=1,0-n> O};
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Escreva-se f = f(t,x,v), f« = f(t,x,0s), f' = f(t,x, ") e fi = f(t,x,0).

Relativamente ao referencial de coordenadas esféricas (1, ¢, f) anterior, o operador

de colisdo é, em geral, escrito em termos de uma func¢do B chamada ntucleo de coliséo.

(—0.)n , na forma (cf. [36],[37]):

A fungao é dependente de |v;| e de cos 0 = o= o.]
— Ux

QU ) = [ / / (or], cos 0)(F'f. — ff.)d0dedo... (2.5)
Consequentemente, a equacdo de Boltzmann (2.2) adquire a forma integro-diferencial

at o Vaf = /]R3/ / (Ior], cos ) (f' fi — ffi)dbdedo.. (2.6)

Na presenca de forgas exteriores, a equagdo (2.6) passa a incluir uma parcela adi-
cional, vindo na forma (cf. [36], [11])

F 7
2f+ Vaf af /R3/0 /OB(\vr\,cosf))(f’f,ﬁ—ff*)dedsdv*, @.7)

t

onde ? representa um campo de forcas exteriores que atua sobre as particulas e m
representa a massa de cada particula. E de salientar a forma diferencial, em termos
de derivadas parciais, do primeiro membro, e a forma integral, do segundo membro,

onde a fungdo incoégnita f aparece ndo linearmente.

O nucleo de colisdo B ([o,]),8) € L} < R3 x 52> é uma funcdo ndo-negativa que
descreve o desvio das particulas de um gds, devido as colisdes bindrias, e que depende
de um potencial de interacdo molecular U(p). Na maioria dos casos, é possivel explici-
tar B quando este obedece a certos tipos de potenciais. Em particular, para o caso em

que U(p) é um potencial de lei de poténcia inversa de ordem s — 1, na forma:

1
U(p) = ¢ —— ,

com s > 2, ¢; > 0 (forgas repulsivas) e onde p denota a distancia entre duas particulas
A e B, pode mostrar-se que o nucleo de colisdo tem a forma do produto das compo-
nentes ® e B, (cf. [37], [181], [182])

B (|vr]),cos ) = @ (|vy|) B(cos B). (2.8)
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Na expressdo anterior, a fungdo ®, denominada ntcleo de colisdo cinético, é dada

por

@ (|vy]) = or]7, (2.9)

com 7y = : 1€ > 2. A fungdo B(cos ) é designada ntcleo de colisdo angular,
-0

com cos ¥ = -7 e, em geral, é definida implicitamente. Além disso, B(cos &) é uma

|0y |
funcdo par, localmente regular e que apresenta uma singularidade perto da variavel

angularﬂ:Q:gouﬂzsz.

A singularidade na func¢do B corresponde, fisicamente, a acumulagdo de colisdes
raspantes (isto é, de colisdes com grande parametro de impacto b durante as quais as
particulas sdo muito pouco desviadas) e, consequentemente o integral sobre a esfera S?
nao é integravel (cf. [181], [182]). Este inconveniente levou Grad (cf. [85]) a introduzir a
conhecida "hipétese de corte angular" que corresponde exatamente ao corte ou truncatura

angular por forma a tornar a funcéo g integravel em S2.

Em particular, no caso de ¢ = 6, a funcdo B tem uma singularidade perto de § = g e
assume-se que (cf. [181], [182]) B € C([—1,1]\ {0}) e
B(cos @) ~ colcosf| ™17V, v = 5 E T (2.10)

No caso de & = y, a singularidade da fungédo 8 ocorre perto de x = 0 e assume-se que
(cf. [181], [182], [53]) B C([-1,1[) e

’—1—v
7

B(cos x) sin x ~ c3|x V= (2.11)

s—1°
Nas equagdes (2.10) e (2.11), ¢, e c3 sdo constantes arbitrarias positivas e o sinal ~ de-

nota comportamento assintético das fungdes, perto da singularidade.

De (2.11), surge a "hipdtese de corte angular de Grad":
7T
/52 B(cos x)dx = 27r/ B(cos x) sin xdx < oo, (2.12)
0

que torna possivel a integrabilidade de f em S e, por conseguinte, B € L] <1R3 X 52> :

Mais especificamente, diremos que o nucleo de colisdo B(|v,|,cos x) , (2.8), satisfaz a

hipétese de interrupgiio angular rigida, se para cada v, € IR> e y € S? se tem
1
0< B(v,x) <CO+ o))" e /SZB(vr,X)dx > = (1+ o))", (2.13)
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para algum a € [0, 1] e constante C > 0. Em vez disso, diremos que o nticleo de colisdo
satisfaz a hipétese de interrupgio angular débil, se B satisfaz as condi¢des anteriores com
€]-3,0[.

T . .
Considerando ¢ = 6, com 0 € [O, E] , € que as particulas interagem através de
forcas do tipo poténcia inversa de ordem s — 1, o ntcleo de colisdo (2.8) é, entdo, da

forma
s—5

B((|vs|),cos @) = |v,|"B(cosf) com = —

(2.14)

Para s < 5 as interagdes entre as particulas dizem-se débeis e para s > 5 dizem-se
rigidas. Na situacgdo especial s = 5, o nticleo de colisdo é independente do comprimento

da velocidade relativa, sendo
B(|vy|,cos0) = B(cos0)

e as particulas chamam-se Maxwellianas. O modelo esferas rigidas corresponde for-
malmente ao caso em que s — oo, e o nticleo de colisdo é simplesmente proporcional a
|vr|, com

B(|vy|,cos @) = cq4|vy|, c4 > 0.

No caso particular onde as particulas obedecem a um modelo de esferas rigidas ou
a um modelo de corte angular, com 0 € [0, g [, o termo Q(f, f) pode ser decomposto
na forma (cf. [11])

Q(f, f) = Qu(f. f) — Qu(f, f), (2.15)
onde

Q1(f, f) = /]R3/ / (|oy|,cos8) f' fidOdedo, (2.16)

representa o termo de “ganho” que descreve o aumento de particulas com velocidades

v’ e v/, resultantes da colisdo e

Qa(f, f) f/IR3/ / (|vy|, cos 0) fidbdedv, (2.17)

representa o termo de “perda” que traduz a diminuic¢do de particulas com velocidade

0.
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No caso mais geral, o nticleo de colisdo B expressa-se em funcdo da sec¢do eficaz de
colisdo, (cf. [37], [91]),

1
S(‘U;»‘,COSG) = WB(’U;/‘,COSG), (218)

por forma que

B(|v|, cos 0)dbde = |v,|S(|vy|, cos 0)dn, (2.19)

onde dn = sin 6dfde representa o elemento de superficie da semi-esfera unitaria S2 .

Assim, substituindo (2.19) em (2.5) obtém-se outra forma do operador de colisdo,

muito utilizada na dindmica dos gases, (cf. [11]),

QU f) = fo Jos B (lorl cose) (£'f. — ££.) ndo, (2.20)

com

B*(|vy|, cos ) = |v,|S(|vr|, cosB). (2.21)

Uma vez que as colisdes sdo eldsticas, o sistema (2.3) de quatro equagdes e seis
incoégnitas, tem duas soluges parametrizadas. Existem varias parametrizacdes das
velocidades depois da colisdo, v’ e v/, em fungdo das velocidades antes da colisdo, v
e U4, que descrevem R3 e, de um vetor unitdrio que percorre a esfera S? (ou a semi-

esfera), de acordo com a Figura 2.3.

e Uma representacdo conveniente dessas solugdes, (cf. [37], [11]), e que se aplica a
(2.20), ¢é
v =0+ ((vx—0)-n)n
(2.22)

7

v, =0, — (0, —0) - 1) n

onden € S%r é o vetor unitédrio na diregdo da linha dos 4psides que bisseta —v, e
vy €
(v—ovy)-n

cosf =
o—o.

7

com (v —v)-n > 0.
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e Outra parametrizagdo das velocidades de colisdo, em fun¢do de um vetor unitario

we S?%, paralelo ao vetor n € S2,é (cf. [53], [37]),

v =0+ ((v.—0) - w)w
(2.23)

com /
w=""""e |cosb| =|k-w|, sendo k:(v—v*).
—v |0 — v

A parametrizagdo (2.23) permite escrever, de forma equivalente a (2.20), o opera-

dor de colisao

QU = go [ BT (0l 1 cos@D) (F'F. = fF.) duodos, (224

com
1
B**(|v|, | cos0]) = EB*(\UTI,COSG). (2.25)

e Uma outra representacdo muito frequente das velocidades é dada em funcado do
vetor unitario o € S?, (cf. [155], [24], [53], [56]),

, U+ Ue |v— 0y

‘T2 2
, (2.26)
N |v — vy
* 2 2
(o o) N
onde o = o e cos(x) = k-0 e, o operador de colisdo, equivalente a

(2.20) e a (2.24), tem a seguinte expressdo

QU f) = foa [, B (lorl,cos) (£l = ff) dodon, — (227)
1 1

o =— _B* 0). 2.28
2|cosG|B (lvs], | cosB)|) 4|cos€|B (|vy|, cos 0) ( )

B***(|vy|,cos x) =

Atendendo ao facto dos vetores o e w estarem relacionados por uma simples mudanca
de variavel, (cf. [155], [24], [53], [56]):

U:i—Z(i-w) w, com U =7v, (2.29)
|| |u]
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=

Figura 2.3. Outras representacdes de uma colisdo binaria.

a parametrizacgdo (2.23) obtém-se da parametrizac¢do (2.26), usando (2.29), isto é:

v,:v+v*+|v—v*|a_v+v*+|v—v*| <|v—v* _2(|v—v*| )w)

2 2 2 2 v — Uy

- w
U—U*

2 T (o0 w)w) = o+ (s - 0) - wh)

e
) _0+0 Ju—v] vt ue Ju—u [ 0-0 2(0—0*
2 2 2 2 |0 — v, |0 — v,
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pelo que, resulta a identidade para qualquer fungéo ¢ definida na esfera S?, (cf. [24]),

vy — |vp|o 2 . .
/524) (f) do = ol /52 |0y - w|p ((vy - w)w) dw. (2.34)

Voltando a expressdo (2.27) e usando a parametrizagao (2.26), obtém-se

Q(f,f):/le/Sz [f<vJ;v*+|v—2m|a)f<UJ;v*_\0—20*’(7)

— f(v)f(vs)] x B***(|vy], cos x)dodv.. (2.35)

Usando (2.30), (2.31), (2.34), e a relacdo

cos(x) = g _q- 2| cos 6)?, (2.36)

B |0, |

na expressao (2.35), resulta a forma frequentemente usada para o operador de colisdo
(2.24)

S [ (o2 = (@0 = 0) - w)) flo + (0 = 0) - w)w) = F(0)f (02)]

X B**(|vy], | cos 8] )dwduvs, (2.37)
com
B**(|v,|,|cosB|) = |v — v4|S(|v — vs|, 1 — 2| cos 8)]?)2| cos 6],
ou seja,
B**(|vy|, | cos8]) = 2| cos 0| B***(|v,, | cos x|),
de acordo com (2.28).

2.2 Grandezas macroscdpicas

A equacdo de Boltzmann, na fungdo incégnita f, conduz a uma descri¢do microscépica
da dinamica do gas, fornecendo informacdes detalhadas sobre o movimento das particu-
las. Todavia, numa grande parte dos problemas, esta descricdo detalhada do gés é
desnecesséria e a informacao de propriedades médias de f revela-se suficiente. Assim,
desde que a fungdo f seja conhecida, é possivel obter o correspondente quadro macroscé-
pico, introduzindo algumas grandezas médias a respeito das velocidades. Tais grandezas,
ditas macroscopicas, possuem um cardcter local, na medida em que sdo fungdes de
(t,x). Quando integradas relativamente as varidveis espaciais, obtém-se informagoes

de caracter global.
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As grandezas macroscOpicas mais importantes sdo as seguintes

(V = IR® representa o espaco das velocidades):

i) densidade local
n(t,x) = /]R3f(t, x,0)dv, (2.38)

que indica o nimero total (provéavel) de particulas por unidade de volume.

ii) massa voliimica
p(t, X) = mn(t, x) = Tl(t, .X'), (239)

param = 1;

iii) velocidade macroscdpica local
u(t,x) = %/}R3f(t, x,v)vdv; (2.40)

iv) tensor das tensoes 1P, de componentes

IP;(t, x) = /IR3 (0; — u;)(v; — uj) f(t, x,0)do, (2.41)

ondev = (v;), u= (u;) e i,j=1,2,3;

V) pressio
1
p(t,x) = 3(IP1 + 1Py + IP3;); (2.42)
vi) fluxo de calor q, de componentes
3i(tx) =2 [ o —uP (o — u)f(t,x,0)do, .43)

2 JIR®
ondei =1,2,3;

vii) energia interna por unidade de massa

e(t,x) = % /IR3 %|v —u?f(t,x,v)dv; (2.44)
viii) temperatura absoluta
T(t, x) = % R o — u|?f(t, x,v)dv; (2.45)
ix) energia total
1
E(t,x) = /]R3 SloPf(t, x,0)de. (2.46)
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Das defini¢des anteriores apenas treze grandezas, que intervém na descri¢do macros-
copica do gés, sdo independentes, ou sejam: p, u1, up, uz, IP11,I1P12, P13, IP2y, IP23,IP33, 41,
q2 € 43, uma vez que o tensor pressdo € simétrico, IP;; = IP;;. A pressdo, a energia in-

terna e a temperatura absoluta ndo sdo grandezas independentes.

Para um gas monoatémico perfeito, verifica-se a seguinte relacdo

p=ape, (2.47)

designada equagdo de estado do géds que permite expressar qualquer das trés quanti-

dades p, p e ¢, em termos das duas restantes. A expressado (2.47) resulta das equacdes

p

(2.42) e (2.44) e mostra que, para gases monoatémicos rarefeitos, - é constante a uma
temperatura constante. Esta é a propriedade que identifica os gases monoatémicos

rarefeitos como sendo gases perfeitos (ideais) obedecendo a lei de Boyle:
p =pRT, (2.48)

onde R é uma constante (que depende da massa m = 1) e que iremos considerar, sem

perda de generalidade, R = 1.

Além disso, para um gds monoatémico perfeito, das equagdes (2.47) e (2.48) (ou,
(2.44) e (2.45)) resulta ainda a identidade

3
e=2T, (2.49)

que expressa a energia interna e em funcao da temperatura T.

Note-se que a energia total (2.46) pode ser expressa por

E(t,x) = p (e+%|u|2) :p(§T+%|u|2>. (2.50)

2.3 Propriedades fisicas do operador de colisao

Durante o processo de evolugdo o operador de colisdo Q(f,f) preserva
certas quantidades macroscopicas (massa, quantidade de movimento e energia) e

satisfaz o teorema-H de Boltzmann (cf. [37]).

24



2.3.1 Invariantes de colisiao

Seja ¢(v) € C(IR®) uma funcio teste arbitraria e considere-se o integral

o= [ 9(0)QUF, 0 @51)

definido sobre o espago V = IR® das velocidades, que representa a variagao (local)
devido as colisdes do observavel associado com ¢(v).

Considerando que o nucleo de colisédo B (|v;|),cos @) é localmente integravel, isto é,
B e L} <1R3 X 52> e que f = f(v) € C(IR®), substituindo a expressao de Q(f, f),

loc

dada por (2.5), obtém-se:
2n %
Iy = /]R3 /0 /02 @(0)B(|vy|,cos0)(f' fl — ff+)dbdedv.dv. (2.52)

Tendo em conta as propriedades de simetria do operador de colisdo Q(f, f), o

integral I,,, dado por (2.52), verifica a seguinte identidade (cf. [37]):

1 2 3
I, = I /IR3/0 /0 (¢ + @« — ¢' — L) B(|vy], cos 0)(f' fi — ff«)d0dedv.dv, (2.53)

onde ¢ = ¢(v), ¢« = ¢(vs), ¢’ = (V') e ¢, = ¢(v)).

Uma funcdo ¢ que verifique a condigao
¢ + ¢l =@+ s, (2.54)

é chamada invariante de colisdo e, independentemente dos valores de f, f/, f. e fi,

tem-se

Iy = /]Rs ¢(v)Q(f, f)dv = 0. (2.55)

Assim, ¢(v) estd associada a conservagdo de uma determinada grandeza macroscopica
durante a colisdo entre duas particulas com velocidades, antes da colisdo, v e v« que

adquirem velocidades, depois da colisdo, v’ e v’,.

Equivalentemente (cf. [37]), uma fun¢do continua ¢(v) é um invariante de colisdo

(isto é, verifica (2.54)) se, e s6 se,
%
p(v)=a+ b -v+clof?, (2.56)
ondea, b; (i =1,2,3) e c sdo fungdes de t e x.
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Em particular, as fung¢des q)(i), i=0,1,2,3,4,sdo definidas por

(

(P(O) =1

49(1) = 01,

0@ = v,, (2.57)
o) =3,

o =3 o),

\
e verificam a condicdo (2.54), pelo que sdo invariantes de colisdo. Estes invariantes
estdo associados a conservacdo da massa, das trés componentes de quantidade de
movimento e da energia cinética, durante cada colisdo. Pelo facto de ¢(v) se poder
escrever como combinacdo linear dos invariantes de colisdo (2.57), estes sdo designa-

dos por invariantes de colisdo elementares.

Destaca-se ainda o caso da fun¢édo ¢ = In(f(v)). Considerando que f é uma fungéo

estritamente positiva, entdo verifica-se (cf. [37]) a seguinte inequacgéo:

Iy = /]R3 In FQ(f, f)dv <0, (2.58)
conhecida por inequagdo de Boltzmann.

Para provar (2.58) comecamos por usar a identidade (2.53) com ¢ = In(f(v)).

Assim, obtemos

I, = %/]Rs /02”/0% (Inf+Inf, —Inf —In ) B(|oy|, cos 8) (f'f! —ff*)deedvzjz;,g)

ou ainda, rearranjando a dltima equacao,

I, = 1/ /m/g(f’f’—ff yin (225 B([o,, cos 6)d6dedo. do (2.60)
= 1R S0 Iy . « I r|, cos «do. .
Aplicando agora a inequacdo elementar,

(z—y)In(y/z) <0, y,z€RT, (2.61)

comz = f'fl ey = ff,, resulta

I, = i/]Rs /Ozn/o%(f’f; — ff)In (%H) B(|vy|, cos 0)dodedv,dv < 0.  (2.62)
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Além disso, verifica-se a igualdade (2.58) se, e s6 se, ¢ = In(f(v)) é uma invariante

de colisdo, ou equivalentemente,
—

f(v) =expla+ b -v+clof), (2.63)
coma, b; (i=1,2,3) e cfungdes de t e x.
Este resultado é uma consequéncia da igualdade (2.61) ocorrer se e s6 se (z —y) = 0,
isto ¢,

ffe=ffe

Multiplicando ambos 0s membros desta tltima equagdo, pela fungdo logaritmica,

obtém-se:
Inf+Infi=Inf +Inf] (2.64)

e, de acordo com a condicdo (2.54), a func¢do ¢ = In(f(v)) é uma invariante de colisdo
e f(v) = exp(¢) é dada por (2.63).

2.3.2 Equacao de Transporte

A equacdo de transporte associada a uma fung¢do ¢(v) é obtida multiplicando ambos
os membros da equagdo de Boltzmann (2.6) por uma funcédo ¢(v) e integrando sobre o

espago V = IR3 das velocidades, isto €,

0@ 0 Vo = [ 9@)0(, fdo. 269

Como a fungdo ¢ depende apenas de v, e 0 dominio de integracdo ndo depende nem

de x nem de t, podem-se usar os seguintes resultados,

o) 0
Joo@%do= 5 [ o()fd, 266
/]R3 @(v)v-Vyfdo =V, - /]R3 ¢(v) fodo, (2.67)
a equacao (2.65) resulta
0
5 Je 9@ A0+ Vi [ p0)fodo = [ p@Q(f do. (@68)

A equacdo (2.68) é conhecida por equacdo de transporte associada a funcéo ¢.
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2.3.3 Equilibrio Maxwelliano

Considerando as diferentes expressdes da inequacdo de Boltzmann, (2.58) e (2.62)

lp = i FQUF, o = 2.69)

N N (£ ) Bl cospteasto.do <0, @270

tem-se, pelo facto de o ntcleo de colisdo ser positivo, que as seguintes condi¢des sdo
equivalentes, (cf. [37]):
i) Q(f.f) =0

(i) [ lnFQ(f, o =0

(i) f'f = ffe

(iv) f(t,x,v) =exp <a + ? ‘v+c |v|2) com a(t, x), ?(t,x) ec(t, x).
Introduzindo a expressdo de f, dada pela condicdo (iv), nas defini¢oes (2.38), (2.40) e
(2.45) de p, u e T, é possivel exprimir as fungdes a, ? = (b1, by, b3) e c, em termos das

quantidades macroscopicas p(t, x), u(t,x) e T(t, x), resultando a funcdo distribuicdo

Maxwelliana local dada, na forma classica por

—u(t,x)|?
(Zniiil,x;)wz P <_| ZT(Sx)H ) @71)

f(t,x,0) = ./\/l(p,u,T)(t, X,0) =

Sep, u; (i =1,2,3) e T sdo constantes, entdo f(v) = M, , 1)(v) diz-se uma fungéo

Maxwelliana global sendo a sua expressdo

_\v—u!z

f(0) = Mpu1)(v) = W exp ( 5T ) ) (2.72)

Diz-se que o gés se encontra em estado de equilibrio Maxwelliano ou, mais simplesmente,

estado Maxwelliano, somente no caso de f ser uma fungdo Maxwelliana global (absoluta).

2.3.4 Teorema-H de Boltzmann

Nas duas sec¢des seguintes apresentamos alguns dos aspetos mais conhecidos da equacao

de Boltzmann.
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Considere-se a fungdo
At x) = /]R3 (In f) fdo, (2.73)

designada por fun¢do-H de Boltzmann, e o seu fluxo total dado por

P (t,x) = /]R3(lnf)fvdv. (2.74)

Da equagédo (2.68) com ¢(v) = In f e da inequagdo de Boltzmann (2.58), vem (cf. [36],
[371)

)
a—t[ + Vapu = liny) = /]R3(1nf)Q(f,f)dv <0. (2.75)

Suponha-se que o gas ocupa uma regido R do espago fisico e introduza-se a funcdo-H,

apenas dependente do tempo, definida por
H(t) = / H(t, x)dx (2.76)
R
designada por fun¢do-H (ou entropia) relativa a regido R.

Integrando a equagdo (2.75) sobre a regido R (suposta isolada) demonstra-se, (cf. , [37],

[38]), sob a hipétese de ser nulo o integral de superficie resultante da integracdo, que

d
= | st otz <o, @77)
isto é,
dH
(2.78)
dH

(if) FT 0 seesomentese f'f. = ff..

O resultado (i) constitui a parte essencial do teorema de Boltzmann, que garante um
comportamento monétono decrescente da fungdo-H para um certo valor minimo, atingi-
do quando f'f] = ff. ou, equivalentemente, quando f é uma distribuigdo Maxwelliana
global (2.72).

2.3.5 Irreversibilidade

E de realgar que a fungdo H(t) utilizada nesta tese corresponde a entropia matemdtica

(fun¢do monotona decrescente) por oposicdo a entropia fisica S(t) (que é monétona ndo
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decrescente), uma vez que é uma medida da “desordem” de um sistema isolado, e que,

em geral, aumenta ao longo do tempo. Isto é, se definirmos

S(t) = —kgH(t), com kg constante de Boltzmann
entao
as_ aH_
dt ar —

e isto ndo é mais do que a manifestacdo do segundo principio da termodinamica “A
quantidade de entropia de qualquer sistema isolado termodinamicamente tende a incre-

mentar-se com o tempo, até alcangar um valor maximo.”

Portanto, o comportamento da fun¢do-H mostra que a equacdo de Boltzmann des-
creve um gas cujas particulas estdo sujeitas a um processo de colisdes que conduz a

um estado de equilibrio Maxwelliano que minimiza a fungdo-H:

dH
— =0. 2.79
I (2.79)
Neste estado, a solugdo da equacdo de Boltzmann tende para uma distribuigdo Maxwelliana

global, na forma (2.72), e o processo é irreversivel.

2.3.6 Equacdes de Conservacao

As equagdes de conservagdo local na sua formulacao classica (cf. [36]) sdo obtidas a
partir da equacdo de transporte (2.68) associadas, respetivamente, aos invariantes de
colisdo elementares (2.57). Por um lado, é possivel exprimir os integrais que figuram
nos primeiros membros das equagdes (2.68) em termos das grandezas macroscopicas
introduzidas, utilizando as defini¢oes (2.38) - (2.46). Por outro, da definicdo de invari-
ante de colisdo tem-se que I o) = Oparaj=0,1,2,3,4e, consequentemente o segundo

membro das equagdes (2.68) serd nulo. Resulta

)
8_€ +divy (ou) =0, (2.80)
%(Pu)eriVx (ou @ u) + ViIP =0, (2.81)
d 1, 5 ) 1,
o7 [P (Sl +e )| +dive \ou { S[ul* +e ) +TP-u+q| =0. (2.82)
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A equacdo escalar (2.80) traduz a conservagao da massa p, a equacdo vetorial (2.81) ex-
prime a conservagdo da quantidade de movimento pu e a equacdo escalar (2.82) traduz

a conservagao da energia pE.

Estas equagdes sdo as equagdes de base da mecanica de meios continuos que intervém

na descri¢do macroscopica da dindmica de um gés ou, mais geralmente, de um fluido.

No entanto, o sistema formado por estas cinco equagdes diferenciais ndo é fechado,
uma vez que envolvem as treze varidveis independentes p, uy, uy, u3, IP11,1P15,IP13,IP2),
P23, IP33, 41, 42, 43, sendo necessério considerar relagdes entre IP;; e g; em termos de p,
u; e e. Estas relagdes macroscopicas oportunas, chamadas equagdes constitutivas, tornam
(em geral) o sistema fechado, responsével pela descrigdo macroscépica da dindmica de

fluidos.

Em particular, no caso de um fluido ser ideal, isto é, em que os efeitos da viscosi-
dade e da condutividade térmica podem ser desprezados, as equacdes constitutivas sao
(cf. [37], Cap. 11, Sec. 8)

IP;; = pdij, (2.83)

=0, 1,j=123, (2.84)

onde J;; representa o simbolo de Kronecker e p € a pressao (2.42). Apo6s a substitui¢do
das equagoes constitutivas (2.84) no sistema anterior, as incégnitas sdo p, uy,up, uz, p e
e. Contudo, as quantidades p, p e e ndo sdo independentes e estdo relacionadas pelas

equagoes de estado.

No caso de um gas monoatémico perfeito, e escolhendo a densidade p e a temperatura
T como varidveis termodindmicas independentes, as equac¢des de estado sdo, conforme
as equagdes (2.48) e (2.49),

p=pT e e= ST. (2.85)

Assim, substituindo ainda (2.48) e (2.49) no sistema anterior, obtém-se um sistema

fechado de 5 equagdes diferencias parciais para 5 incégnitas escalares: p, uy,up,u3 e
T.

As equagdes de conservagdo resultantes sdo portanto auto-suficientes, designadas por

equagoes de Euler Compressiveis:
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% + divy (pu) =0, (2.86)

ot
d
3 (pu) +divy (pu @ u) + Vy (pT) =0, (2.87)
J 1 2,3 . 1 2 5 .
ot (,0 (E ™+ ET)) + divy (Pu (E ||~ + gT) + pu) =0. (2.88)

De observar que foi considerado que a forga F = 0, pelo que (2.86 - 2.88) é um sistema

de leis de conservagao hiperbdlico.

No caso de um fluido obedecer ao modelo de Navier-Stokes-Fourier, tem-se (cf.
[37], Cap. II, Sec. 8)

ou;  Ou; oy .
IPZ']' = pél] —U (a—x; + a—xj> - /\a—xkéij/ ,j=1,23, (2.89)
T
6 = _K%, i=1,2,3 (2.90)
1

As equagdes constitutivas (2.89) e (2.90) representam, respetivamente, as leis de
Navier-Stokes e de Fourier para um fluido viscoso e condutor de calor. Nestas equacdes,
peA= —%y sdo os coeficientes de viscosidade e « é o coeficiente de condutividade

térmica.

Comentarios finais:

A equacdo de Boltzmann é uma das mais famosas equagdes da teoria cinética.
Boltzmann, na sua dedugdo, assume algumas hipéteses simplificativas da realidade
fisica, renuncia ao estudo do comportamento de um gas em termos do movimento
detalhado das moléculas que o constituem, e utiliza probabilidades. Em particular,
analisa a funcdo f (¢, x,v) de distribui¢do de velocidades das moléculas e estabelece a
equacdo de evolugdo de um gas monoatdmico rarefeito, no tempo e no espago. Através
de algumas médias da funcdo incégnita f, a respeito da velocidade, chamadas grandezas
macroscopicas, obtém-se informagdo ao nivel macroscépico. As propriedades do
operador de colisdo sdo muito importantes. Por um lado, durante o processo de evolucdo

o operador de colisdo Q(f, f) preserva as quantidades macroscépicas da massa, da
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quantidade de movimento e da energia. Por outro, o gas encontra-se num estado
de equilibrio Maxwelliano somente no caso de f ser uma fungdo Maxwelliana global,
ou, equivalentemente, o operador de colisdo Q(f, f) = 0. Além disso, a equagado de
Boltzmann satisfaz o teorema-H, que garante o comportamento monétono decrescente
da funcdo-H. O valor minimo desta fungdo é atingido quando o gés se encontra num

estado de equilibrio Maxwelliano. Por sua vez, neste estado o processo é irreversivel.

Para um estudo mais detalhado da equacdo de Boltzmann e das suas aplica¢des, con-
sultar [37], que constitui uma das obras mais completas sobre este tema, ou obras mais

recentes tais como [182], [81].
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Capitulo 3

Limites hidrodinamicos da equacao de
Boltzmann

Neste capitulo vamos centrar-nos na anélise assintética da equagao de Boltzmann, tam-
bém designada por limites hidrodindmicos da teoria cinética dos gases. Descrevem-se
como as equagdes mais importantes da dindmica de fluidos, tais como as equagdes
de Euler e de Navier-Stokes que podem ser obtidas a partir da equagdo de Boltz-
mann, usando expansdes assintdticas com procedimentos de escala. Este capitulo
encontra-se estruturado conforme se descreve de seguida. Na secc¢do 3.1 apresentam-se
os limites hidrodindmicos e outras escalas. Na secc¢do 3.2 descreve-se a equacdo de
Boltzmann adimensional. Na seccdo 3.3, apresentam-se as equacdes de Euler com-
pressiveis, primeiro através de um processo de escala-tempo e depois através da ex-
pansdo assintética de Hilbert. Na seccdo 3.4 deduzem-se as equacdes de Navier-Stokes
compressiveis através da expansdo assintética de Chapman-Enskog. Na secc¢do 3.5
deduzem-se as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis através de um procedi-
mento de escala-tempo. Por ultimo, na secgdo 3.6, obtém-se as equacdes de Euler

incompressiveis através de um procedimento de escala-tempo.

3.1 Limites Hidrodinidmicos e Outras Escalas

O principal objetivo desta seccdo é apresentar os limites hidrodindmicos da equagdo
de Boltzmann no ambito de solucdes classicas. Um sistema em que a escala de refe-
réncia é grande, pode ser, mais convenientemente, descrito em termos das equacdes da
dinamica de fluidos quando é considerada uma escala tempo-espago aceitével.

Na descricdo cinética, descri¢do intermédia entre as escalas microscopica e macroscopica,
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a evolugdo no tempo da fungdo de distribuicdo de velocidades f(t,x,v) é dada, para
um gés rarefeito, pela equagdo de Boltzmann. Numa descrigdo macroscépica completa,
apropriada para fluidos, a evolugdo no tempo é dada em termos dos cinco campos
hidrodindmicos p, pu e pE, conservados localmente. A evoluc¢do no tempo dessas cinco
quantidades é geralmente considerada como sendo dada pelas equagdes de Navier-
-Stokes compressiveis, ou uma aproximacdo delas, como por exemplo, equacdes de
Euler, equacdes de Navier-Stokes incompressiveis, equagdo de Boussinesq, etc..

Na deducao das equagdes hidrodinamicas a partir da equacdo de Boltzmann, para

gases rarefeitos, as cinco quantidades sdo obtidas a partir de f, do que resulta

ot ) = oo f(t 2 0)d0,
pu(t,x) = /]R3 vf(t,x,v)do,

pE(t,x) :/ ﬁf(t x,v)dv
7 ]R3 2 7 4 4

e dos cinco invariantes de colisdo elementares (p(i), i=1,2,3,4,5 na expressao (2.57).
Mas, apesar do operador de colisdo de Boltzmann Q(f, f) conservar todas estas tl-
timas quantidades, isto ndo conduz a um sistema fechado. Isto é, nas equagdes de
conservacdo local da massa, da quantidade de movimento e da energia surgem mo-
mentos de f de ordem mais elevada (na velocidade) que nao dependem de p, u e E. Eo
conhecimento destes momentos de f que conduz a um sistema fechado auténomo.

O problema de obtencao (ou fecho) pode ser tratado através de vérios procedimentos.
Os métodos de expansdo de Hilbert e de Chapman-Enskog sdo os mais utilizados. Am-
bos assumem o facto de que a variacdo espacial de f e, portanto, de p, pu e pE, ser lenta
na escala “caminho livre médio”. Introduz-se explicitamente um parametro de escala
espacial € e controla-se o resto da expansdo quando ¢ é pequeno. Assim, obteremos
diferentes equagdes hidrodinamicas de acordo com as escalas de tempo e outras cir-

1

cunstancias consideradas. Entdo, para tempos da ordem ¢ 0s campos hidrodinami-

cos p, pu e pE satisfazem as equacdes de Euler, enquanto que, para tempos da ordem

¢ 2 eles satisfazem as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis.

3.2 A equacao de Boltzmann adimensional

Os fluxos sdo caracterizados por vdrias quantidades adimensionais. A mais ttil aos

nossos propositos, a andlise assintética ou limites hidrodindmicos, é o miimero de
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Knudsen Kn. Esta quantidade adimensional é definida como Kn = %, onde A é o
caminho livre médio molecular e L é a escala de comprimento caracteristica do sistema
fisico. O grau de rarefacdo de um gas é geralmente expresso através do ntiimero de
Knudsen. Ntumeros de Knudsen pequenos correspondem a um géas suficientemente
denso, e a hipétese do continuum é considerada valida, enquanto que, os niimeros
de Knudsen grandes correspondem a um fluxo onde as particulas tém um pequeno
numero de iteragdes entre si. Por conseguinte, o conceito de continuidade da matéria

no campo de escoamento s6 é védlida no limite

Kn — 0.

Por outro lado, o limite

Kn — o0

corresponde a um fluxo molecular livre, isto é, onde as particulas ndo tém qualquer

interacdo entre si.

Outras quantidades adimensionais, igualmente importantes, que caracterizam um fluxo

sdo (cf. [36]):

e o niimero de Mach que é dado pela razdo entre a velocidade de massa tipica U e a

velocidade do som ¢

Ma = E
c
e 0 niimero de Reynolds
Re = p_UL’
K

sendo p o coeficiente de viscosidade.

e o miimero de Strouhal que é assumido ser igual a 1

Sh=1.

Além disso, os numeros Kn, Ma e Re estdo relacionados entre si, através da denomi-

nada relacdao de Von Kdrman

Ma
Kn=—.
" Re
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Considere-se a equacdo de Boltzmann adimensional

d 1
Maa—]; +o-Vaf = 2Q(f. f). (3.1)

No que se segue o limite Kn = ¢ — 0 serd considerado em dois casos diferentes (cf.

Figura 3.1):

(1) Ma~1e Kn=e—0

()

A equagdo de Boltzmann adimensional (3.1) assume a forma

of 1
§+U-fo— @Q(f/f)/

ou, de forma equivalente e mais usual,

of 1
g‘i‘v'vxf— EQ(frf) (3.2)

O comportamento assintético da equagdo anterior no limite (1) conduz ao estudo
da dinamica de um fluido compressivel.

Por um lado, em muitas situa¢gdes da dinamica de gases, o gas pode ser tratado
como uma massa continua de fluido desde que a hipétese de continuidade seja
considerada. Neste caso, como Kn é um ntiimero muito pequeno a hipétese de
continuidade é valida. Por outro lado, a viscosidade estd relacionada com o

1
parametro Re. Neste caso, pela relagdo de Von Kdrman, temos que Re = —.
€

Ma=Kn=¢e—0

Neste limite a equacdo de Boltzmann adimensional (3.1) é da forma

8% +v-Vif = %Q(f/f)- (3.3)

O comportamento assintético da equagdo anterior, no limite (2), serd estudado
para a dindmica de fluidos incompressivel, uma vez que a viscosidade é finita
Re =1.
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Gas rarefeito
equacgao de Boltzmann

relaxacdo rapida
Kn <1

Regime compressivel Regime incompressivel
Ma ~ 1 Ma <1

Ma ~ Kn Ma < Kn

Fluido Compressivel
Nao Viscoso
Equacoes de Euler

Fluido Incompressivel Fluido Incompressivel

Nao Viscoso Viscoso
Equagoes de Euler Eq. de Navier-Stokes

Figura 3.1. Aproximagdes hidrodindmicas da equacéao de Boltzmann.

3.3 Equacdes de Euler compressiveis

As equagdes de Euler compressiveis podem ser obtidas, pelo menos formalmente, a
partir da equacdo de Boltzmann através da andlise das propriedades de escala tempo-
-espago.

Seja € a razdo entre as unidades de espago microscépico e macroscopico (usualmente
chamado nimero de Knudsen). Mostra-se (cf. [149], [33], [179], [38]) que as densidades

conservadas, observadas no tempo microscépico da ordem ¢!

, convergem, quando
e = Kn — 0, para campos macroscépicos cujo tempo de evolucdo é dado pela solugao
das equacgdes de Euler (pelo menos quando estas tém uma solugdo suave). Esta de-
ducdo das equacgdes de Euler, no limite de escala hidrodinamico de Euler, é consistente
com o facto das equagdes de Euler serem invariantes sob a escala uniforme do espaco
e do tempo, isto é, com a mudanga de varidvel ¢ — e ltex — e lx. Uma deducéo

rigorosa pode ser encontrada em Caflish [33].
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Comegemos por introduzir as mudangas de varidvel, e sejam

T=¢lt (3.4)

q= gilx, (35)

as varidveis tempo e espaco microscopicas (f e x sdo as varidveis macroscopicas),

respetivamente, tal que

f(t,q,0) = f(e e 1x,0) = fi(t, x,0). (3.6)

Se f satisfaz a equacdo de Boltzmann, nas varidveis microscopicas,

0 90f = Q). 67)

entdo, f¢ é solucdo da equagdo adimensional

a €
a_ft b0 Vaff = %Q(fg,fs). (3.8)

Para ¢ fixo, sejam as quantidades macroscopicas densidade, velocidade e energia,

respetivamente, definidas através dos momentos de f*

pS = /]1{3 fgdv,

put = /]R3 vftdo,

] o]

P°Ef = p° (T + eg) = /IR3 Tfsclv.

2
0 ~ . . . .
Umavezquel, ve |T sdo os invariantes de colisdo elementares (2.57) é de esperar

que pf, u® e E¢ satisfacam as equacgdes de conservacdo local

3 < /]R3 dev) LV, < /]R3 . dev) —0, (3.9)
e} < /]R3 v f%lv) + Vs ( /IR3 0@ dev) ~0, (3.10)
ot (/IR3 \v[zfsdv) + ?x : (/]R3 v\v[zfgdv) =0. (3.11)
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Isto é, substituindo p?, u® e E® nas equagdes anteriores, obtém-se
d1p° + ?x (p*uf) =0,

3 (0°u°) + Vx - ( /]R3 VR fgdv) —0,

o <p€ (es + #)) + ?x (/]Rsv|v|2f£dv) =0.

Contudo, estas equagdes ndo formam um sistema fechado pois é necessério o conheci-

mento de momentos de f¢ de ordem superior. Em particular é necessério o terceiro

/]R3 U‘U’2fgdv’

que ndo é funcdo das quantidades macroscépicas p®, u® e E?, depende, em geral, de
toda a distribuigdo f*(t, x, v).

momento

A partir da equacdo (3.8) é esperado, do ponto de vista formal, que (cf. [38])

€
€<aa—t+v-vxf£) +—— 0 quando e+ 0

fs — fO/
entio o limite f0 deve satisfazer
Qf°, f°) =0.

A dltima condicdo, como foi explicado na subseccdo 2.3.3 em que as condigdes (i) e (iv)

sdo equivalentes), implica que f° é uma Maxwelliana local, na forma (2.71),

—u(t,x 2
0500 = M3 = P o (M)

As grandezas macroscopicas p, u e T variam lentamente nas escalas tempo-espaco tipi-
cas de um gés descrito pela equagdo de Boltzmann. Além disso, caracterizam o com-

portamento da Maxwelliana local M, no tempo e no espaco

p= /IR3 Mdv,
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u:1/3v/\/ldv,
o JR

u|? ul? vl|?
b ()=o) o

E esperado que p, u e T evoluam de acordo com as equagdes da dindmica de fluidos e,

portanto, a partir das leis de conservagio, com f = M, temos que

qu)(i)Q(M’M)d’U:O, i=0,1,...,4,

o]

onde (p(o) =1, q)(i) =9, 1 =123 e q0(4) = 5 sdo os invariantes de colisdao

elementares (2.57). Consequentemente,

/]R3 o) (M +0-V,M)do=0, i=0,1,...,4, (3.12)

) ( /1123 Mdv) + V- ( /]R3 v/\/ldv) ~0, (3.13)
) ( /]R3 v./\/ldv) + V. ( /]R3 o v/\/ldv) —0, (3.14)
) (/IR3 @Mdv) +V, (/ ‘”’ZMdv) ~o. (3.15)

ou seja,

Substituindo as grandezas macroscopicas p, u e E, da funcdo M, nas equacdes
anteriores, temos

otp + divy (pu) =0, (3.16)

o (pu) + divy (/R3 v® v/\/l) =0, (3.17)

3 (p <‘ 2‘2 +e)) + div, (/]R vu/\/tdv) —0. (3.18)

Se agora usarmos a identidade elementar, (cf.[36]),

/]R3 (Z)i — 1/!1')(0]' - u])./\/ldv = (Sij.OT (3.19)

resulta que

div, (/]R3 v v/\/l) = divy (pu ® 1) + 0yp, (3.20)
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com a pressdo p = pT obedecendo a lei dos gases perfeitos (e R=1).

Utilisando ainda a identidade elementar (cf.[36]),
/]R3(v —u)(v—u)*Mdv =0, (3.21)

obtemos,

: o] . |uf? :
div, (/1R3 UTMdv = div, | pu N +e ) | +divye(pu). (3.22)

Substituindo (3.20) na equacgdo (3.17), bem como (3.22) na equagdo (3.18), obte-
mos o sistema de equagdes que expressam a conservacdo da massa, da quantidade de

movimento e da energia

otp + divy (pu) =0, (3.23)

2
9 (pu) + divy (pu ® u+ 5pe) =0, (3.24)

ot (p <@ + e)) + divy (pu <@ + ge)) =0. (3.25)

Estas trés tltimas equagdes, complementadas com a equagdo de estado para um gés
perfeito, e = ET' representam o sistema de equagdes de Euler para um fluido com-

pressivel, no caso de um gas monoatémico perfeito.

Para fung¢des suaves, um modo equivalente de escrever as equagdes de Euler em ter-

mos dos campos macroscopicos p, ue T é

oip + divy (pu) =0, (3.26)

ot + (u . €x> U+ 1?,(;9 =0, (3.27)
0

&T + (u- ?x) T+ %T?x u=0. (3.28)

Estas equagdes descrevem a conservacdo da massa, da quantidade de movimento e da

energia da fun¢do Maxwelliana M.
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Uma justificagdo mais precisa pode ser dada através dos métodos, para limites
hidrodindmicos, baseados em expansdes assintéticas. Todos estes métodos procuram
solugdes da equagdo de Boltzmann adimensional como séries de poténcias formais em

¢, quando e = Kn — 0.

Hilbert [109] prop0s a famosa expansio de Hilbert como um exemplo da teoria de trans-
formagdes lineares. Partindo da solugdo f* como uma série de poténcias formal em ¢,

dada por

[e0]

fltx,0) =Y e filt x,0), (3.29)

k=0
com fungdes escalares fi, independentes de ¢, que sdo suaves em (¢, x, v) e que decaiem
rapidamente quando |v| — +oo, tenta encontrar as fungdes fi, k > 0, impondo que a

equagdo adimensional (3.8)
dof°
f 0 - vxfs Q(fglfs)/

seja satisfeita para cada ordem e. Assim, inserindo a série formal (3.29) na equacdo

anterior e igualando os termos da mesma ordem em ¢, obtemos (cf. [37])

2 (afk b o Vafi 1) _ iSka/

k=0

com

k—1

Qr =20 (fo fi) + Y QUfus fien) »  k>1. (3.30)

n=1

Em consequéncia temos
= Q(fo, fo) =0
) d
g(t_l +0-Vifir1=Q, k=1

A tultima equagdo

0fk—1 k-1
o T O Vafier =2Q(fo fi) + ) Qfw fen) k21

n=1

pode ser escrita por forma a realgar o operador relevante que atua sobre fy,

k—1
Q (fo fx) = Difee1 — Y Q(fus fen) »  k>1, (3.31)
n=1

com

Di(-) = (¢ +v-Vy) (+) .
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De acordo com este resultado, formulam-se as seguintes condi¢des, que podem ser

resolvidas recursivamente:

0 Q(fo, fo) =0, (3.32)
el 2Q(fo, f1) = Difo = Ry, (3.33)
e:  2Q(fo f2) =Difi —Q(f1, f1) = Ry,

- 2Q(fo, fr) = Rk=1 (fo, f1, -0 fr—1)
onde

k-1
Ri—1 (fo, fi - fie1) = Dific1 — Y Q(fus fren)-
n=1

Introduza-se o espaco de Hilbert L%\/t (]R3, Mdv) , das fun¢des mensuraveis em R3,

com o produto interno definido por

(,8) = [ f (0) 8 (2) M (0) o, (334

onde M = /\/l(p,u,T) (t,x,v) é uma fun¢do Maxwelliana local (2.71), e com norma
1/2
I g ll=((g.80)"2.

Considere-se ainda £ x4 o operador de colisio de Boltzmann linearizado em torno de M que,
por defini¢do, é dado por (cf. [37], [38], [123], [81])

Lph = —-2M"1Q (M, Mh) (3.35)
_ /IR3 /52 (h+ 1. — W — 1) B(|o,], cos w) M (v, )dwdo.. (3.36)
Para qualquer funcio & € L%, o espaco nulo de L é o espaco gerado pelos in-

variantes de colisdo elementares (2.57), ou de forma equivalente, pelas combinagdes

lineares dos invariantes de colisdo elementares na forma (2.56),

4 .
N (L) = {h th = Zc,-qo(’), c; € ]R} :
i=0
O operador £y, é auto-adjunto,

(8, Lmh) = (Lmg h), g he€Dg,, (3.37)

45



nao positivo,

e a igualdade verifica-se se e s6 se h é uma invariante de colisdo. Isto é, se h é uma
invariante de colisdo, de acordo com (2.56), i), + h' — h, —h = 0, e entdo a equagio
(3.36) vem

Lh = 0. (3.38)

Reciprocamente, se multiplicarmos escalarmente esta tltima equacao por &, obtemos

(h, Laqh) = 0.

Uma outra propriedade adicional de £, que é uma consequéncia do facto das invari-

antes de colisdo elementares q)(i), i=0,1,...,4, verificarem
Lo =0, (3.39)

e da equacdo (3.37), é
(¢, Lodt) =0, heDg,, (3.40)

conhecida por condigdes de ortogonalidade.

Uma outra propriedade muito importante do operador de Fredholm £ v, é que ele sa-
tisfaz a alternativa de Fredholm. Existem varios resultados sobre esta propriedade, e eles
diferem entre si, de acordo com a escolha de diferentes nicleo de colisdo B(|v,|), cos x).
O primeiro resultado foi dado por Hilbert ([109], para o caso esferas rigidas (2.14),
como um exemplo de aplicacdo da sua teoria. Depois da introdugdo da hipétese de
corte angular de Grad (2.12), ntcleos de colisdo mais gerais foram considerados com
esta hipétese. Por exemplo, Grad ([88]) mostrou que £, tem uma propriedade de
Fredholm em L3, <]R3, Mdv) para o caso em que B satisfaz a hipétese de interrupcao
rigida (2.13), e posteriormente, outros autores generalizaram este resultado ao caso de
B satisfazer a hipétese de interrupgdo débil. No seguimento deste capitulo, vamos

considerar principalmente a hipétese de interrupgéo rigida.
Consideremos a seguinte equacdo, (cf. [80]),
Lyh=g gel?, (1R3,Mdv) . (3.41)

A equacdo anterior verifica a alternativa de Fredholm se ¢ L N (L), e neste caso tem
uma solugdo unica, ou se § ¢ N (L), e neste caso ndo tem solugdo. Denotando por

L1¢ a solugdo tnica de (3.41) em (N'(L )+, tem-se
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gEN(Lm)t e Lpyh=g seesdse hzﬁj\/}g—kgl, (3.42)
para alguma fungéo arbitrdria g1 € N (L ).

Para terminar, as condi¢des de ortogonalidade (3.40) verificam a alternativa de

Fredholm (3.42), e a funcdo g satisfaz

< o), g> —0, (3.43)

conhecida por condigdes de compatibilidade.

Depois destes resultados preliminares, estamos em condi¢des de perceber a razdo

pela qual a equacdo (3.30) se pode escrever, de forma equivalente, como
Qr = foLmhr + foRe, k=1, (3.44)

com

Ry =0,

k-1
Re = fo ' Y Q(fohn, fohx—n), k>1.
n=1

Para isso, comegemos por expressar fy = fohy, considerando hy funcdo desconhecida
e hp = 1. Comparando as equagdes (3.44) e (3.30) temos que as segundas parcelas do

lado direito sdo equivalentes

k-1 k-1
foRe = fofo ' Y. Q(fohu, fohk—n) = Y Q(fu, fien) ,  k>1,
n=1 n=1
enquanto que, as primeiras parcelas estdo relacionadas por

foLathic = fo (=2f57Q (fo. fohi) ) = =2Q (fo foh) k=1,
que é a defini¢do de operador de colisdo linearizado (3.35), com ¢ = hy e fo = M.

Voltando agora a analisar a equagdo (3.31) e tendo em conta que fy = fohy, da
primeira condigdo (3.32), correspondente ao menor termo da série com k = 0, resulta
que fo € uma Maxwelliana local M = M, ,, 1) com os cinco pardmetros p, u e T ainda

desconhecidos.
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Da segunda condicéo (k = 1), temos que a equacao (3.33) pode ser escrita na forma

Ly = —2M71Q (M, Mhy) = —M™IR,.

Por sua vez, a equacgdo Lh; = —M ™Ry, com —M 1Ry € L], tem uma solugéo
se, e s6 se, —M IRy é ortogonal as cinco invariantes de colisdo (p(i), i=20,...,4,
(cf. [37], [38]). Assim,

<q)(i)/ _M_1R0> = 0/
se, e so se, verificar as condi¢des de compatibilidade (3.43)

/]R3 ¢ Rodo =0, i=0, -4

Mas, sendo Ry = D;fp = D;M, a equagdo anterior ndo é mais do que a equacgdo (3.12),

correspondente ao sistema de equagdes de Euler compressiveis

/R3¢(i> OM+v-VeM)dv=0, i=0,...,4,

e, pelos mesmos argumentos anteriormente utilizados nessa sec¢do, podemos concluir
que a condi¢do de compatibilidade é satisfeita se, e s6 se, os parametros de

M = M, 1) satistazem as equagOes de Euler (3.26 - 3.28), com as equagdes de

. 3 <
estado para a energia interna e = ET e para a pressao p = pT.

Portanto, a menor ordem em ¢ da solucdo formal de Hilbert (3.29) da equacdo de
Boltzmann adimensional (3.8), com o ntiimero de Strouhal St = 1 e o nimero de
Knudsen Kn = ¢ < 1, € uma Maxwelliana local (fo = M, , 1)) cujos pardmetros
resolvem as equagdes de Euler de um fluido monoatémico ideal. Além disso, este
método permite calcular corre¢des de ordem arbitraria e, as condi¢des de compatibili-
dade de ordem k, que garantem a existéncia de f, permitem determinar totalmente
frx—1 = fohg—1. Trata-se de um procedimento iterativo, em que todas as f sdo determi-
nadas de forma tinica. Contudo, ndo ha garantia de que a série de poténcias de Hilbert

(3.29), que é um objeto formal, tenha um raio de convergéncia finito em .
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Uma outra estratégia consiste em truncar a expansao de Hilbert, em alguma ordem

finita N, dada na forma:

N

ff=Y éfi+e"R, (3.45)
k=0

com as fungdes fi, k = 0,..., N, calculadas através do procedimento anterior e sendo
R uma fungdo resto aceitdvel, dependente de e. De observar que m ndo é neces-
sariamente N + 1 e, que em vez disso, é considerado como um paradmetro que sera
escolhido posteriormente, por forma a que R seja uniformemente limitado com res-
peito a ¢ (¢f. [38]). Uma prova matematica rigorosa baseada nesta variante da série de
Hilbert foi proposta por Caflisch (cf. [33]), que encontrou uma solugdo da equagdo de
Boltzmann adimensional na forma de uma série de poténcias de Hilbert truncada na

7 e com um resto de ordem &3. Posteriormente, De Masi, Esposito e Lebowitz

ordem &
([52]), seguindo o algoritmo usado por Caflish, apresentaram uma dedugao rigorosa da
equagdo de Navier-Stokes incompressivel baseada nesta variante da solugdo formal de
Hilbert (3.45). Porém, esta deducado tem as mesmas lacunas do trabalho de Caflish: as
solugdes da equacdo de Boltzmann ndo sdo sempre positivas, perdendo o significado

fisico, e sdo validas apenas no intervalo de tempo em que a solugdo limite é suave.

O método de Hilbert pode ser usado para deduzir as equacdes de Euler e de
Navier-Stokes para fluxos incompressiveis, a partir da equagdo de Boltzmann (ver [52],
[33]). No entanto, as equagdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis ndo podem
ser deduzidas a partir da equagdo de Boltzmann através deste procedimento, isto é, da
truncatura da solugao formal de Hilbert, sendo necessario recorrer a outro método de
expansdo, nomeadamente a expansdo de Chapman-Enskog (como veremos na secgao

seguinte).

Sendo o limite de Euler compressivel, o mais facil de todos os limites hidrodinami-
cos da equagdo de Boltzmann, ao nivel formal existem outras aproximagdes ao limite

hidrodindmico das equagdes de Euler compressiveis (cf., [38], [80]), [123]).

Resultados de convergéncia da solucdo da equacgdo de Boltzmann (3.8) para as
equacdes de Euler devem-se a (cf. Nishida [149], Ukai e Asano [179] e Esposito, Lebowitz
e Marra [64]).
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3.4 Equacdes de Navier-Stokes compressiveis

As equagdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis nem podem ser deduzidas a
partir da equagdo de Boltzmann através da expansao de Hilbert, nem sdo invariantes
sob uma escala tempo-espaco. No entanto, elas podem ser obtidas como uma corre¢ao
das equacgdes de Euler compressiveis (cf., [38], [80]), [123]). A expansio de Chapman-
Enskog é mais adequada para este propdsito e é considerada uma variante da expansdo

de Hilbert. Procuramos uma solu¢do da equacdo de Boltzmann adimensional
af E Vift = ¢ fe 3.46
+0v-Vauft = Q(f f9), (3.46)

como uma série de poténcias formal de Chapman-Enskog, com ¢ = Kn — 0,

(t,x,0) Zskp [Pg tx)}( ). (3.47)

Introduza-se ainda a notagdo para a fun¢gdo Maxwelliana local (2.71)

Me(t, 2,0) = M (o, (t3),ue(b3),To(tx)) 7 (3.48)

com os mesmos momentos de ordem menor ou igual a 2 que f¢, isto é, com

Qe = /IR3 fidv = /IR3 M gedo,

1 . 1
= — d ———/ M edo,
Ue . 3Uf (% . 30 f 0

pe (Iuf+31) = [ loPrdo = [ /[0 Myedo.

Considere-se

Fo(t x,0) ~ EN(t,x,0) = ZekF [S )](v), N > 0. (3.49)

. > .
parametrizada pelo vetor P, das densidades conservadas de f¢,

Pl(t x) = . (3.50)




. . > ~ . > .
Os coeficientes F(¥) [Pg (t,x)] (v) sdo um funcional local de P; avaliado em (¢, x) e
que, por sua vez, depende do ponto (¢, x) através de p;, ue, T; e das suas sucessivas
derivadas parciais em ordem a x, com valores no conjunto das fungdes com v € RR>.

Eles sdo determinados pelas condi¢des

1 . P, k=0
/]R3 , v F®) [Ps] (v) do = , (3.51)
E]v\z 0, k>1

e pelo facto da solugdo aproximada de f*(t, x,v) satisfazer a equagdo de Boltzmann

escalada (3.46),
OFN ) N_ 1 N N
o +v-VyF' = EQ(FS ,EY). (3.52)

De wuma forma diferente da expansio de Hilbert, o0s coeficientes
%
F®) [Pg (t,x)] (v) dependem de ¢, excepto para o termo de ordem 0, o qual é uma

Maxwelliana local com parametros que sdo solucdo das equagdes de Euler compressiveis.

As quantidades conservadas de f¢ (isto é, o vetor P ) satisfazem um sistema formal de

leis de conservagdo da forma

0P, = ¥ édivyd® [?g} , (3.53)
k>0

- . . . - . . N
sendo ®*) [Pg} os fluxos formais, obtidos das leis de conservacédo locais associadas a

equacdo de Boltzmann, definidos pelas férmulas

1
o) [B] = - / oo | v |FO[E] (@), k>0 (3.54)
R
2

Analisando a primeira ordem da expansdo de Chapman-Enskog, correspondente

ak =0, e de acordo com (3.32), temos que
Q (F [i] ,F(©) [E}D —0, (3.55)

e entdo, a solugdo aproximada é

—
Pe

Fe(t,x,0) = E%(t, x,0) = FO [ (t,x)} (0) = Mg, (3.56)
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com

1 Pelle
o) [z] = — /]R3 R v £(0) [Fg)} (Z)) dv = — Pelle (18) Ue + Psgsl
1
P put (3l + 37,

(3.57)

Por sua vez, as leis formais de conservagdo local (3.53), para k = 0, sdo

3P, = divi@ [F[] +0(e).

Substituindo ﬁz e ) [Fg)} na equagdo anterior, obtemos o sistema de Euler Com-
pressivel
Pe
Pelle
Pl
ot =div, | Oette @ue + 0Tl | L O(e). (3.58)
1 5
2 “lul?+ 2T
w5 e3n)) o)

Portanto, a ordem 0 em ¢ da expansdo de Chapman-Enskog da o sistema de Euler
compressivel, tal como a expansdo de Hilbert. No entanto, na ordem 1 (e restantes) os

métodos de Chapman-Enskog e de Hilbert diferem.

— —
De realcar que, F (k) P: (t,x)| (v) ndo contém as derivadas tempo de P, relativamente
gar q p

lue)> 3 .
5 + ETg , uma vez que no calculo

destas derivadas parciais se utiliza a regra da cadeia. Assim, estas sdo substituidas

aos cinco campos hidrodinadmicos pe, peue € pe (

pelas derivadas em x, de acordo com o lado direito da equacédo (3.58). Por esta razdo
se diz que é uma correcdo as equagdes de Euler compressiveis. Além disso, esta é uma
carateristica do método de Chapman-Enskog, relativamente ao método de Hilbert, que
tem por base eliminar 8tﬁ> em favor das derivadas em x através das leis de conser-

~ . r o
vacdo satisfeitas por Pk.
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Antes de prosseguir, vamos introduzir alguns conceitos que iremos necessitar.

Seja M uma Maxwelliana global, (2.72), comp =1,u =0e T =1, isto é,
1 |02
M = M(l,O,l) ('U) = 75 N\3/2 exp —T . (359)

Devido as isometrias de translacio e de escala em L' <]R3) ,

v—1u
VT’

e pelo facto de o ntcleo de colisdo ser invariante por translagdo e por mudanca de

M(p,u,T)(v):%M(lloll)(V) com V= (3.60)

escala, pode-se deduzir o seguinte resultado, sem perda de generalidade:

o operador de colisdo de Boltzmann linearizado em torno de M, e de acordo com (3.35),
Ly = —2M1Q (M, M¢), (3.61)

é um operador de Fredholm, ndo negativo, auto-adjunto e ndo limitado em L%\/I <IR3, Mdv) ,

com espaco nulo gerado pelas invariantes de colisao elementares (), i = 0,...,4.

Em particular, Grad [85] mostrou que para ntcleos de colisdo que satisfazem (2.13), o
operador L) satisfaz a alternativa de Fredholm em L%\/I (]R3, Mdv) ,1isto é, de acordo com
(3.41), a equagao

Lyp =1, ve LR Mdv), (3.62)

satisfaz a alternativa de Fredholm, quer:

oy € (N(L))", e neste caso (3.62) tem uma solugdo tinica
o € L2, (1R3,Mdv) NN (L)) (3.63)
entdo, qualquer solucdo de (3.62) é da forma
¢ = ¢o+ ¢1, com ¢; uma fungdo arbitraria do N (L q); (3.64)
ou

o ¢ N (L), caso em que (3.62) ndo tem solugéo.

Portanto, se ¥ € (N(Lp))*, existem solugdes em L3, (]R3, Mdv) para a equacao
(3.62), que diferem entre si por elementos de N (L ().
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Dois casos importantes de solugdes da equacdo (3.62) resultam de escolhas

especiais da fun¢do . Em particular, a matriz
_ 1o _ L2
App (0) = v40p — 30 Sup Ou A(v) =0®0— §|v| I, (3.65)

e o vetor
_ 1 2 _ 1 2
Ba (v) = 500 <v - 5) ou B(0v) =50 <|v| 5) . (3.66)

A alternativa de Fredholm, aplicada ao operador L), implica a existéncia de uma

Unica matriz A*(v) e de um tnico vetor B*(v), tal que (cf., [80], [81]),

LyA*=A, A" e (N(Lm))* (3.67)

LuB* =B, B*e (N(Lm)) . (3.68)

Usando a propriedade de invaridncia de rotagdo de Ly, Desvillettes e Golse [54],

provaram a existéncia de duas fungdes escalares
A:R" >R, b:R" =R

tais que
A™(0) = A([o])A(v) (3.69)

B*(v) = b(|v|)B(v). (3.70)

Sendo £, 0 operador pseudoinverso de £, definido em (AN (L))" pela alternativa

de Fredholm, tem-se que

LifA=A"=A(o)Av), Ac(N(Lu))?* (3.71)

L,/B=B"=b(jv])B(v) Be (N(Lym))" (3.72)

Além disso, as quantidades A(v) e B(v) verificam as condi¢des de ortogonalidade
(3.40),

1 1
/]R3A(v) o | do = /]R3B(v) o |Mdo=o, 123 67
Zlnl2 12
ol ol
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bem como as quantidades A*(v) e B*(v)

1 1
/]R3 AT | o | Mdo /1123 B'(o)| o |Mdo=0 i=123 (74
Lop Lop
2 2

E de realgar que, na deducio de modelos hidrodindmicos viscosos a partir da equagio
de Boltzmann, as quantidades A e B tém um papel importante, especialmente no cél-
culo dos coeficientes de transporte tais como a viscosidade e a condugdo de calor em

termos do operador de colisdo. De facto, por (3.61), tem-se

A= LyA* = 2M1Q(M, MA*) (3.75)

B = LyB* = —2M~'Q(M, MB*). (3.76)

Analisando a segunda ordem da expansdo de Chapman-Enskog, correspondente a
k =1, e de acordo com (3.33),

@ +v-Vy) FO [Pg —20 <P<0> [Pg} ,ED) [Pg]), (3.77)

. ~ N ~ Z %
vamos obter a primeira correcdo as equagdes de Euler, através de &) [Pg] .

A solugdo aproximada que agora se pretende obter é

—
P,

fé(t, x,v) ~ FO [?g(t,x)] (v) +eFM [ g(t,x)} (v).

Usando a defini¢do de operador de colisdo de Boltzmann linearizado em torno de uma
Maxwelliana local M ¢ e uma vez que por (3.35) o operador estd definido para qual-

quer fungdo ¢ pertencente a um subconjunto denso de L%\A <IR3, /\/ldv) , temos que

Ly = —2/\/1]73@ (Me, Mpep) . (3.78)
0 [p F [Fg}
Sendo Mfe = r(0) [Pg] e ¢= W’ obtemos de (3.78),



Entéo, o lado direito da equagédo (3.77)

e a equagdo (3.77) pode ser escrita na forma
FO [?}
(at—{—v-vx)./\/lfe :Mfe _E./\/lfe Tfs . (379)

Usando o sistema de Euler compressivel (3.58) para eliminar as derivadas tempo e,
%

tendo em vista a verificacdo da equacgao anterior, F 1 [Pg } é determinado pelas condi¢des

(3.51)

1
[P _
/]R3 o 7] (v)do=0 (3.80)
1ol
2
e (cf., [80], [81]),
o [7]
f Mfs
com a notacao
U — U
Ve = Nk (3.82)
AV)=V.@ V. — %]VSFI, (3.83)
B (Vo) = Ve (VP —5), (3.84)

de acordo com (3.65-3.66) e com D(u), a parte sem trago do tensor de deformacao de u,
2
D (u) = <qu + (qu)T> — 3 (divau) L (3.85)

Sendo L x4 je um operador de Fredholm no espaco de funcdes L2 (./\/l fst), a equagao

(3.81) satisfaz a alternativa de Fredholm e tem wuma solucdo tnica

r1) [E)] (v) € <N <£Mﬁ>>L cuja expressao é (cf., [80], [81]),

F) [Fﬁ} (v) = —Mye (A" (Vo) : D (1) +2B" (Vo) - V' Te) (3.86)
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com A* uma matriz simétrica e B* um vetor, definidos como em (3.71- 3.72),

AT (Vo) = =L A(Ve),

B* (Ve) = =L B (Vo).

Devido a (3.69-3.70), existem duas fung¢des escalares a e b, tais que

Lf(v—u) 1 |v—ug|) (v—ug)
() = ) U 50

v—u 1 |v — | v — U
B* ( S) = b ( ) B ( . (3.88)
vV Te peV Te vV Te vV Te
Esta estrutura adicional explica, em particular, porque a viscosidade e a condugdo de

calor sdo campos escalares ndo-negativos.

Considerando agora as leis formais de conservacdo local (3.53), parak =1,

3, P, = div, @ [i} + ediv, @) [?g] +0(2), (3.89)
com
0
o 7] - he(T)D(xe) / (3.90)

pe(Te) D (ue) - ue + k(Te) Vi T

obtemos o sistema de Navier-Stokes compressivel

Pe
Pelle
Pelle
ot = divy, Pette @ Ue + peTel +
1 5
u> 3 [ (—\ulz—l——T)
ps(‘;‘ +§T8) ette 2 € 28
0
+edivy ,”e(Ts)D(ug) ’ (3.91)

pe(Te) D (ue) - ue + k(Te) Vi T
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ou ainda, na forma equivalente
atps + divy (Pe”s) =0,

af (pgug) + diVx (pgug ® ug) —‘I_ Vx (png) — gdiVx (‘I/lgD (ug)) 7

1 3 . 1 5

— gdiVx (]/lgD (ug) . ug —‘I_ KngTg) .

Os termos de dissipagao, a viscosidade e a condugao de calor, sdo de ordem ¢,

,UsD (us) ’

q= —Ke VT,

com a notagdo y, = y (T¢) e k¢ = x (T¢). Por sua vez,

1 122
u(Te) = 10 -
Pe

/IR3 A(Ve) : A" (Ve) Mge(v)do,

1T3/?

K (Te) = 3

/]R3 B (VS) : B* (Vs) Mfs(v)dv,

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

sdo o coeficiente de viscosidade e o coeficiente de conducdo de calor, respetivamente.

Estas tltimas férmulas, depois de expressar M f:(v) em termos da Maxwelliana cen-

trada reduzida Mj o 1)(Ve), isto €,

Mye(0) = Mgu,1) (0) = 2573 M1,00 (Vo)
&

e da mudanca de varidvel dv = /T.dV,, reescrevem-se (cf., [80], [81], [123])

1 *
H(T) = T5VTe [0 A(Ve) 2 A" (Vo) My (Vo)aVs,

K(T) = 3VT: [ B (V) B (Vo) Mgy (Vo)dVe
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As suas expressdes em termos das funcdes escalares a e b sdo (cf., [80], [81]),

2 e 6,—12/2
u(Te) = ﬁTg/o a(r)re dr, (3.101)

k(Te) = %\/ﬂ/omb (r) r? <r2 - S)Ze_rz/zdr. (3.102)

Portanto, através do método de expansdo de Chapman-Enskog da funcdo f* (3.47),
truncada na segunda ordem, obtém-se as equac¢des de Navier-Stokes (3.92-3.94). No
entanto, estas equagdes ndo sdo um limite da equagdo de Boltzmann mas uma
corre¢do das equagdes de Euler compressiveis na primeira ordem em ¢. Essa correcao
é obtida por @) [Fﬁ] , onde figuram os termos de dissipag¢do. Em particular, D (u,)
representa os efeitos de dissipa¢do da viscosidade, associados com a relaxagdo a equi-
librium M (v) e ¢ = —x¢V+Te a condugao de calor. Os coeficientes de viscosidade e
condugdo de calor, . = u (T;) e ke = « (T¢), respetivamente, sdo valores ndo negativos
finitos. Esta fungdes de T, sdo definidas em termos do operador de colisdo linearizado

L\ € portanto, dependem dos detalhes da dinamica microscépica.

3.5 Equacgdes de Navier-Stokes Incompressiveis

Os limites hidrodindmicos da equac¢do de Boltzmann também conduzem a escoamen-
tos de fluidos incompressiveis. Em particular, as equagdes de Euler incompressiveis
e as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis. Na dedugdo formal destes dois sis-
temas hidrodindmicos vamos usar a mesma estratégia do método dos momentos de
Grad, o que implica calculos similares para o tratamento da corregdo de primeira or-
dem na expansdo de Chapman-Enskog. A partir da equagdo de Boltzmann escalada,
e usando uma escala onde os ntimeros Kn e St sdo pequenos, pretende-se encontrar
uma solugdo desta equac¢do na forma de uma perturbagdo ao estado Maxwelliano
M = M 4)(v). No caso Kn = Ma = St < 1, a equagéo de Boltzmann converge
para as equacgdes de Navier-Stokes incompressiveis. No caso de Kn < Ma = St,
a equacdo de Boltzmann converge para as equagdes de Euler incompressiveis. Além
disso, vamos considerar o caso onde a dissipacdo viscosa e a difusdo de calor sdo obser-
vados. Para isso, vamos introduzir uma escala tempo-espaco comum aos dois modelos

hidrodindmicos.
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Para observarmos um comportamento ndo trivial, isto é, em que a dissipagdo viscosa
e a difusdo de calor sdo observados no limite hidrodinamico, temos de olhar para uma
escala de tempo grande (escala parabdlica ou difusiva). Para isso, comecemos por

introduzir as mudancgas de varidvel, e sejam

T=¢2% (3.103)

g=¢ x (3.104)

as varidveis tempo e espaco microscopicas (f e x sdo as varidveis macroscopicas),
respetivamente, tal que
f(e?t, e x,0) = fi(t,x,0). (3.105)

Se f(t,q,v) satisfaz a equagdo de Boltzmann, nas varidveis microscopicas

of _
== +0-Vef =Q(f, f), (3.106)

entdo, f(t, x,v) satisfaz a equagao de Boltzmann (3.1), para
Kn=St=ex1
isto é, a equacdo (3.3)

afs e __ 1 e re€
g5y T 0 Vaft = Q5 ). (3.107)

E ainda necessério assumir que Ma = O(St), por forma a garantir que St capte a

velocidade do movimento do fluido, e assim temos que

Kn=St=Ma=e<x1.

Vamos considerar a equagdo de Boltzmann (3.107), com (t,x,0) € Rt x R® x IR3 e, no
estado de equilibrio, uma Maxwelliana uniforme no infinito. Sem perda de generali-
dade, seja M = My 1)(v) essa Maxwelliana na forma (3.59). Isto &,

fé(t,x,v) — M quando |x| — +oo. (3.108)
Por outro lado, a hipétese Ma = ¢ indica que f¢ é procurada como uma perturbacao

O(e) do equilibrio Maxwelliano uniforme M, isto é, que se tem
fé(t, x,0) = M(v) (1+¢¢°(t,x,0)), (3.109)
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de tal modo que g° > —%, com g° = O(1) e f¢ = O(e) ,quando ¢ = Ma — 0.

A equagdo de Boltzmann (3.107) em termos da funcéo g, é da forma
98° . e, 1 Lot — € ot 11
eor TU- Vg +_Lmg" = Qm(85 8%, (3.110)

com
Lygt =2M~1Q(M, Mg®),

de acordo com a defini¢do de operador de colisdo linearizado em torno de M, (3.61), e

Qum(8%,8°) = M~'Q(Mg*, Mg®). (3.111)

Vamos comegar por analisar as flutuagdes assintéticas. Assim, multiplicando a

equagdo de Boltzmann (3.110) por ¢ e considerando ¢ — 0 esperamos que
¢¢ — g no sentido das distribuicdes em R" x R?

em que, de acordo com (3.38),

ﬁMg =0.

A fungdo g é uma Maxwelliana infinitesimal, isto é, da forma

g(t,x,v) =p(t,x)+u(t,x) v+ T(t,x)% <\v[2 - 3) . (3.112)
Usando a notagéo, para toda a a fungéo ¢ € L! (]R3, Mdv) e, de acordo com (3.34),
(#) = oo () M () o, .113)

observamos que a fungdo g é parametrizada pelos seus proprios momentos, na variavel

0, uma vez que

p(tx)=1(8) = /]Rs §Mdb, (3.114)
u(t,x) = (vg) = /]R3 vgMdo, (3.115)
T (tx) = <<%102\ - 1) g) = /]R3 @vz\ - 1) ¢Mdo. (3.116)
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As leis de conservacdo local (da massa, da quantidade de movimento e da energia)

verificadas pela fungdo f*(t, x,v), expressas em termos da fungdo g, sdo

€ (g°) + divy(vg®) =0, (3.117)
€d(vg®) + divy (v ® vg®) =0, (3.118)
sB(%\v[2g£> + divx<v%\v]2g£> 0. (3.119)

A partir da equagdo da continuidade (conservagdo local da massa) (3.117),
€ (g°) + divy(vg®) =0,
e passando ao limite no sentido das distribui¢des, com ¢ — 0, tem-se
(vg) — (vg) = u. (3.120)

Entao, obtemos

divy(vg) = div,u =0, (3.121)

a condigdo de incompressibilidade nas equagdes de Navier-Stokes.

A partir da equagdo da conservacgdo local da quantidade de movimento (3.118),
edr(vg®) + dive (v ® vg°) =0,
e passando ao limite no sentido das distribui¢des, com ¢ — 0, tem-se
(v®@vg") = (v®vg) =(p+T)I, como &— 0.

De facto, tendo em conta que

VRV = (mg:;—%\vm) +%\v!21, (3.122)
tem-se
1 1
woog) = (voo=3loP1) ¢) + (310Pg) (3123)
e, por (3.65), que
1
(v®vg*) = (Ag°) + <§!v\2g€>- (3.124)
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Da mesma forma, passando ao limite no sentido das distribui¢des, com ¢ — 0,

esperamos que

(v®0vgf) = (v®ovy), (3.125)
(Ag") — (Ag), (3.126)
(310128 = (51olg). (3.127)

Como a fungédo g(t,x,v) € N(Ly), isto é, ¢ é uma combinacdo linear dos invariantes

de colisdo elementares (2.57), aplicando as relacdes (3.73), temos que

(Ag) = 0. (3.128)

Por sua vez, o lado direito de (3.127), pode expressar-se como

GloP) = () +((3l0P 1) ) = p+T. 6.129)

Entdo, por (3.124) - (3.129), obtemos
1
div, (v ® vg) = divy(Ag) + Vx<§\v]2g> =V.i(0+T)=0. (3.130)

Uma vez que g € L*® (]R*, 12 <IR3,Mdvdx>) entdo (0+T) € L® <IR+, 12 <IR3, dx)) e

isso implica a relagio de Boussinesq
p+T=0. (3.131)
Substituindo (3.131) em (3.112) obtemos a fun¢do ¢ na forma

(\012 - 5) . (3.132)

N =

g(t,x,0) =u(t,x)-v+T(tx)

Para obtermos a equagdo de movimento de Navier-Stokes, comegamos por
reescrever a equagao de conservacgdo local da quantidade de movimento (3.118).

Dividindo-a por ¢ e utilizando (3.124), temos
€ 1 e 11 2,8
9:(vg®) + d1vxg<Ag )+ ng <§]v\ gy =0. (3.133)

Utilizando o facto de A(v) L N (L)1), e consequentemente, aplicando a alternativa de

Fredholm ao operador L), tem-se que, existe um tnico tensor A* tal que A = L) 1A*,
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(3.65), a seguir, a propriedade de Ly ser auto-adjunto em L?(Mdv), (3.37), e por fim,

isolando o terceiro termo do lado esquerdo da equagao (3.110), obtemos

1 1 . <1
S(A8°) = H{LMA"S) = (AL Lug) =

= (A"Qm(8",8%)) — (A” (edr +0- Vi) &%)

— (A"Qum(g,8)) — (A0 - Vig) (3.134)

quando € — 0.

O préximo objetivo é calcular os dois ultimos termos da expressdo anterior (3.134).

Comecando pelo primeiro termo, vamos utilizar o seguinte resultado (cf., [82]):

Para cada ¢, p € N (L), tem-se Qu (¢, ) = %ﬁM (Pw).

Uma vez que a fungdo ¢ € N (L), pelo resultado anterior, Qu (g, 8) = %E Mm(g%), eo

primeiro termo vem na forma
* * 1 2
(A" Qu(g,8)) = (A"5Lm (82))- (3.135)

Pelo facto de o operador £ ser auto-adjunto em 12 <]R3, Mdv) e LyfA* = A, temos

que
(A 2w () = S ((LwA") &) = 2 (AP,

Por outro lado, relembrando a expressao (3.65) de A(v) =v®@v — %\v!zl
e que (vg) = u, (3.115), vem

S(AL) = (0g) ® (og) — 5 {og) P (3.136)

1
= u®u—§|u|2l. (3.137)

Assim, o primeiro termo verifica a igualdade
(A Qui(g,8)) = e u — 3 [uPl (3.138)
Quanto ao segundo termo da expressao (3.134), vamos obter a seguinte resultado
(A0 Vag) = (Vau+ (Vo) ") (3.139)
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Por (3.65), (3.74) e (3.113), tem-se
* * 1 2 1 2
(A*®@u®0v) = (A"® v®v—§|v|l +§|v|1>:

— (A" @A)+ (A*® (%Wr)) — (A*® A). (3.140)

Por (3.71),
(A*@ A) = (L3/ AR A) = n{(A® A), (3.141)
com o coeficiente de viscosidade p > 0. Por (3.115), (3.85) e (3.121),

D ((0g)) = D (w) = (Vau+ (Vou)T) - % (divaue) T = Ve + (Vo) T

Voltando a expressao (3.139), e utilizando os resultados (3.140) - (3.5), tem-se
(A" -Vyg) = (A" ®0v®0) : Vi(vg)
= (A" ® A) : Vy(vg)
= pu(A®A) : Vi(0g)
= uD ({vg))
—u <qu + (qu)T> . (3.142)

Substituindo os termos (3.138) e (3.142) na expressdo (3.134), temos que

%(Agﬂ — (u Qu— %\u\zl) —u (qu + (qu)T) : (3.143)

Por sua vez, substituindo esta expressdo na equagao (3.133), e tendo em conta (3.120),
(3.121) e (3.127), temos que

1 1,1
oru + divy {(u Qu— §’u’21) —u <qu + (qu)T” + ng <§!U\2g> =0. (3.144)
Observando que
. 1 . 1 2 .
divy (U@ u — 5’“’ I =divy (u®@u) — gvx\u\ =divy (u®u), (3.145)
e que, novamente pela condigdo de incompressibilidade, (3.121),
. T 2. . 2 .
divy ((qu + (Vyu) ) — gdwqu) = Axu+ Vi (diven) — gvx (divyu)
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= Ay, (3.146)

e ainda, por (3.130), substituindo em (3.144), obtemos finalmente a equagdo de movi-

mento de Navier-Stokes, na forma

oru+divy (u®@u) —pu Ayu =0. (3.147)

De um modo muito similar obtém-se a equacdo da temperatura de Navier-Stokes in-
compressivel. Esta equagdo da temperatura (ou calor) de Navier-Stokes verificada por
u = (pv), vai ser deduzida a partir de uma combinacao das leis de conservacao locais

da massa e da energia (3.117) e (3.118), na forma

1 1,0
% (5 (o2 = 5) g°) +diva—(Bg*) = 0. (3.148)

Passando ao limite, no sentido das distribui¢des, quando ¢ — 0, tem-se

>

( <|v|2 - 5) g =>T. (3.149)

N[ =

(loP =5) g —

N[ =

1, . 1. 5 _ 5

Tratando o lado direito da expressao (3.149), e utilizando (3.115), (3.114) e a condigdo
de Boussinesq (3.131), tem-se

(1o ~5) 8) = (31o%8) ~ (38) — ()

N[ —

{

_ 37 (3.151)

Analisando a expressao (3.150) de modo similar a (3.134), tem-se

LiBgt) — (B"Qui(3,9)) — (B0 Vag). (3.152)

s
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Comecando pelo primeiro termo do lado direito da expressdo anterior, temos de modo
similar a (3.135), mas considerando (3.151) e, no lugar da matriz A(v), o vetor
B (v) =1 (|v|> = 5) v, de acordo com (3.66), que

(B Qui (3,8)) = 5(Bg) = Su,

(B*v-Vyg) = x(v-V,gB) = kVy - (vgB) = ngxT,

com o coeficiente de conducéao de calor x > 0.

Substituindo na equacdo da temperatura (3.148) as expressdes (3.149) e (3.150),
5 . 5 5
at (ET) +d1Vx (EuT — EKVxT) =0

VT
Uu-Vy

obtém-se

As equagoes de Navier-Stokes incompressiveis sdo da forma

divyu =0,
o +divy (@ u) + Vyep = u Dy u,

3.6 Equacdes de Euler Incompressiveis

As equagdes de Euler incompressiveis sdo formalmente o limite ndo viscoso das equagdes
de Navier-Stokes. Vamos considerar um fluido incompressivel, isto €, cuja densidade
permanece constante no tempo, e sem viscosidade. Na dedugao das equagdes de Euler
incompressiveis a escala deve ser escolhida por forma a aumentar o efeito do termo

nao linear.
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Seja St = Ma = ¢ enquanto que Kn = 7, = O (¢), isto é, Ma < 1 e Kn < Ma. De
M

acordo com a relacdo de Von Karman , Kn = R—:, se Kn = 7, sendo Ma = ¢, entdo

Re = i.

Ne

Assim, a equacdo limite obtida deste modo representa um fluido néo viscoso, uma vez

que o parametro adimensional, inversamente proporcional a viscosidade do fluido,

Re = Wi — 400, quando ¢ — 0, e incompressivel (Ma — 0).
€

Partindo-se da equagdo

€
e% +0-Vyft = ﬂlQ (f&, f9), (t,x,0) €e R™ x R® x IR, (3.153)
€

com

fé(t,x,v) > M quando |x| — +oo. (3.154)

Defina-se a funcao

fe(tx,0) = M(1+7¢8e), (3.155)
com fg
- M
8= "M (3.156)

Usando o resultado (teorema de Bardos, Golse e Levermore [6]), (cf. [81]), tem-se:

Para cada ¢ > 0, seja f© a solugdo de (3.153) - (3.154). Assuma-se que

€

° g = nM —+ ¢, no sentido das distribuicdes em R™ x IR®,
€

e f¢satisfaz as leis da conservagdo local da massa, da quantidade de movimento e
da energia (3.117 - 3.119), e

o (vg°) — (vg) =u

o (2 (0P =5)g) — (& (o ~5)g) = 2T,

N
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enquanto,

EMgS — EMg,

e todos os termos formalmente pequenos tendem para zero no sentido das

distribuigdes quando ¢ — 0. Assuma-se ainda que

(0@0vgf) = (v@og),

(Bg®) — (Bg),

(A*Qm (85,8°)) = (A"Qm (8,8))

(B*Qm (85,8°)) — (B*Qm (8, 8)),

no sentido das distribui¢des em R x R3.

Entdo, g é da forma (3.132),
1 2
g(t,x,v) =u(t,x) v+ T(t,x)i <|v| - 5) ,
onde (u, T) satisfazem o sistema de Euler imcompressivel:
divyu =0,

i +divy(u®@u) +Vyp =0,

T + divy(uT) = 0.

Comentarios finais:

Neste capitulo apresentam-se dedugdes formais das principais equag¢des da mecéanica
de fluidos que surgem como limites da equagdo de Boltzmann. Em particular, das
equagdes de Euler e de Navier-Stokes, para escoamentos de fluidos compressiveis,
bem como, para os incompressiveis. Em todas as dedugdes, partiu-se da equagdo de
Boltzmann adimensional. Os parametro adimensionais que tém o papel mais impor-
tantes na andlise destes limites, chamados limites hidrodindmicos, sdo o nimero de
Knudsen Kn, que fornece a nogdo de rarefacdo do gas (sendo que valores pequenos
re-presentam gases suficientemente densos para que ocorram interacdes e a hip6tese

do continuum seja védlida), o nimero de Mach, Ma, que traduz o grau de incompres-
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-sibilidade e o nimero de Reynolds, Re, que esta relacionado com a viscosidade do
fluido. O comportamento assintético da equagdo de Boltzmann adimensional, no li-
mite Ma = 1 e Kn — 0, conduz ao estudo da dindmica de um fluido compressivel.
Por sua vez, no limite Ma = Kn — 0, ao estudo da dindmica de um fluido incom-
pressivel. Entende-se que a equagdo de Boltzmann (modelo a escala mesoscépica) e as
correspondentes equagdes hidrodindmicas (modelos a escala macroscépica) sdo assin-
toticamente equivalentes, se as solugdes sdo préximas uma das outras, numa norma

apropriada.

Comecou por deduzir-se as equagdes de Euler compressiveis, primeiro, através
do procedimento de mudanca de escala (hiperbdlica), isto ¢, com uma mudanga na

varidvel tempo t — ¢!t e na varidvel espago x — ¢~

x, e depois, através da expansao
de Hilbert. Em segundo, as equacdes de Navier-Stokes compressiveis viscosas, sdo de-
duzidas como uma corre¢do de primeira ordem das equagdes de Euler compressiveis,
através da expansdo de Chapman-Enskog. Esta correcdo da expansao assintética per-
mite obter os termos de dissipacdo, isto é, o termo de viscosidade e o de condugéo de
calor. Por sua vez, estas equacdes ndo podem ser deduzidas por um argumento de
escala. Isto deve-se ao facto de existirem nas equagdes operadores de primeira e se-
gunda ordem. Assim, ndo existe qualquer invariancia de escala tempo-espago para as
equagdes de Navier-Stokes compressiveis. Para os fluidos incompressiveis, a dedugao
formal das equagdes foi obtida seguindo a técnica dos chamados métodos dos momen-
tos de Grad, o que implicou cdlculos similares no tratamento da corre¢do de primeira
ordem na expansao de Chapman-Enskog, em especial, no calculo dos termos de dissi-
pacdo. Além disso, também se utilizou o procedimento de escala (parabdlica ou difu-
siva), na variavel tempo t — €72t e na variavel espago x — e 1x. A solucdo da equagao
de Boltzmann é procurada na forma de uma perturbagdo ao estado Maxwelliano uni-
forme. Por fim, apresentou-se a dedugdo formal das equagdes de Euler incompressiveis

(Ma — 0) da equacdo de Boltzmann, no chamado limite ndo viscoso (Re — o).

Os sistemas de Euler e Navier-Stokes sdo modelos bem estabelecidos na mecanica
do meio continuum que se aplicam aos fluidos (Newtonianos) em geral (por exem-
plo, para liquidos), e ndo apenas aos gases. Os limites hidrodindmico da equagdo de
Boltzmann devem ser vistos como uma informagdo qualitativa sobre o comportamento
das solugdes da equacao de Boltzmann, em alguns regimes assintéticos, cuja compati-
bilidade com as hipéteses fisicas, na qual se baseia a teoria cinética, devem ser sempre

verificadas.
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Para uma apresentacdo muito detalhada dos progressos mais recentes sobre
questdes no contexto da andlise assintotica formal, especificamente, as expansoes
assintoticas propostas por Hilbert, Chapman e Enskog na década de 1910, refere-se
[167]. Outros resultados matemadticos completos nesse sentido também foram obtidos
nos ultimos 40 anos. Por exemplo, o sistema de Euler da dindmica dos gases foi rigo-
rosamente deduzido a partir da equacdo de Boltzmann [33] [149]. Modelos de fluidos
incompressiveis também foram estabelecidos rigorosamente como limites de escala da
equacdo de Boltzmann [132], [77] para o caso das equagdes de Stokes, [52], [7], [78],
[82], [128], para o caso das equacdes de Navier-Stokes incompressiveis e [25], [132],

[80], para o caso das equagdes de Euler incompressiveis.
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Capitulo 4

A Equacao de Boltzmann Discreta

O ambito deste capitulo é apresentar os modelos de velocidades discretas da equacdo
de Boltzmann. Estes modelos resultam da discretizacdo do espago das velocidades
na equacdo de Boltzmann, permitindo a substitui¢do das equacdes integro-diferenciais
nao-lineares por um sistema hiperbdlico de equacdes diferenciais parciais semi-lineares.
Este sistema de equagdes cinéticas descreve a evolugdo no tempo e no espaco das
densidades numéricas N; de moléculas com velocidades v; que s6 podem alcancar
um numero finito de velocidades. Este capitulo é constituido por quatro secgdes. Na
seccdo 4.1 apresenta-se o modelo geral de um gés com distribui¢do de velocidades
discretas. Na seccdo 4.2, analisam-se as grandezas macroscépicas do modelo. Na
secc¢do 4.3 abordam-se as propriedades fisicas do operador de colisdo, nomeadamente,
os invariantes de colisdo, a equagdo de transporte, as equagdes de conservagao, o
Teorema-H de Boltzmann e o estado de equilibrio Mawelliano. Por dltimo, na sec¢do

4.4, apresentam-se alguns exemplos de modelos de velocidades discretas.

4.1 Equacado de Boltzmann Discreta

Considere-se um gas monoatémico constituido por moléculas idénticas de massa m
que se movem no espago R", n =1,...,3. Cada molécula pode mover-se apenas com

uma velocidade v; pertencente a um conjunto Vp de p vetores fixos de IR":
Vp={v;eR®:i=1,...,p}. (4.1)

Somente podem ocorrer colisdes bindrias entre moléculas e, para descrever este

mecanismo de colisdo, apenas estamos interessados nas velocidades das moléculas

73



antes da colisdo, v; e vj, e depois da colisdo, vy e v;. Além disso, para cada par (v;, vj)
que é dado devemos procurar o par de velocidades (v, v;) para o qual se verificam a

conservagdo da quantidade de movimento e da energia cinética (colisdo eldstica):

Ui + 0 = 0k + 7
(4.2)

0i]2 + |0j* = |0k + [v]?
Das expressoes (4.2) obtém-se (cf. [71]):
(vi +9))* = (v + v1)?,

Z)i'U]‘ZZ)k'UZ,

(vi — v})* = (vp — v1)?,

verificando-se, portanto, que a esfera com didmetro |[v; — vj|| é idéntica a esfera de
diametro ||vx — v|.

kl
i
das suas velocidades depois da colisdo serem vy e v;. Esta probabilidade ai.‘]-l é designada

Quando duas moléculas com velocidades v; e v; colidem, existe uma probabilidade a

por probabilidade de transigio da colisdo (v;, v;) — (vx, v;).

Uma colisao (v;, v;) — (v;,v;) é chamada colisao trivial. No caso da probabilidade de

transigao ser nula, uma colisdo (v;, v;) — (vx, v;) diz-se coliséo irrealizdvel.

As condigdes (4.2), o principio da indistiguibilidade das moléculas e o principio da

reversibilidade microscépica implicam que (cf. [156]):

() Z}rz,[:l ai{]l =1

(2) ai-‘jl = 0 se néo se verificam as condig¢des (4.2);

(3) a" =0sen # m;

4) a}fl:aﬁl:Osek#i\/l#i;

(5) ai-‘].l = aZ-‘ = a;-‘il (simetria)

(6) ai-‘jl = aﬁ(j (microreversibilidade)
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De realcar que a condicdo de simetria (5) se deve ao facto de ndo distinguirmos as
moléculas. A condicdo (6), semelhante ao principio da reversibilidade microscépica,
significa que, ap6s uma colisdo entre moléculas com velocidades v; e v; sdo obtidos com
a mesma probabilidade todos os pares possiveis, e € uma consequéncia das condigdes
4.2).

Seja N; = Ni(t,x) ,i=1,...,p, t e R, x € R", a densidade numérica de moléculas
com velocidade v; no instante f. Ou seja, ¢ uma fungao diferencidvel tal que, dado um

dominio mensuravel D, o integral

/D N;(t, x)dx (4.3)

d& o nimero de moléculas com velocidade v; que no instante ¢ ocupam uma posi¢ao

em D.

A expressdo N;(t, x)dx representa heuristicamente o nimero provavel de moléculas
com velocidade v; num volume elementar dx na vizinhanca do ponto x no instante
t. Quando o tempo de colisdo é muito curto, comparado com o tempo da trajetéria
livre média, e quando o raio de a¢do do potencial intermolecular é muito pequeno, em
relagdo ao caminho livre médio, o ntimero de colisdes (v;,vj) — (vx, v;) que ocorrem

no volume dx durante o intervalo de tempo [t, t + dt] é igual a
AZI(N,N])dxdt,

onde Af-‘].l é o chamado coeficiente de transigio da colisdo (v;,v;) — (vg, v;). Este coefi-
ciente é igual a
kl kl

onde S > 0 é uma constante do modelo, chamada seccdo eficaz de colisdo,
|v; — vj| é a velocidade relativa das moléculas envolvidas e af-‘jl a probabilidade associ-

ada a colisdo em causa.

Consequentemente, o coeficiente de transigdo verifica as condi¢des:

( Akl

Al >,

Ai.‘].l = A;.‘l.l = AZ‘ (simetria), (4.5)
\ Af-‘].l = A;(]l (microreversibilidade).
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Seguindo o raciocinio utilizado por Boltzmann, e considera-se ainda a hipétese de
caos molecular, isto é, que ndo existe qualquer correlacdo entre as velocidades das
moléculas que colidem antes de estas entrarem em interagdo. Assim, obtém-se as
equacdes de balango para as densidades numéricas N; de um gas que evolui na ausén-

cia de forcas exteriores (cf. [71]):

ON; N
or " Uiox

=G —-P, iel, (4.6)
onde G; e P; representam, respetivamente, os ganhos e as perdas de moléculas com
velocidade v; devido a colisdes durante uma unidade de tempo e numa unidade de
volume, no instante ¢, no ponto x. Uma colisdo do tipo (v;, v;) — (g, v;) € designada
de nao-trivial se o par (v;, v;) € diferente do par (vy, v;). Considera-se que existe ganho
de uma molécula com velocidade v; quando esta resulta de uma colisdo nédo-trivial e
que existe perda de moléculas com velocidade v; se da interagdo com outra molécula

com velocidade v; (j # i) resulta uma colisdo nao-trivial. Assim, obtém-se

=) AT (NENp) — AB(NiNj), i,j,k,1 € . (4.7)
j (kD)

Utilizando a relagdo de microreversibilidade Ai.‘]-l = AZZ e considerando o somatoério

sobre o indices j, k e I, em vez do par (k, 1), obtém-se o seguinte sistema hiperbélico de

equacdes diferenciais parciais semi-linear (cf., por exemplo, [71])

oN; .
a—’ ZA” (NkN; — NiN)), i€, (4.8)
com I, = {1,...,p}. Esta expressado ird reger a evolugdo deste gds com uma dis-

tribuicdo discreta de velocidades. As p equagdes (4.8) denominam-se equagdes cinéticas.
O segundo membro é obtido fazendo o balango das perdas e dos ganhos de moléculas

com velocidade v; resultantes das colisdes bindrias do tipo eldstico.

Com o objetivo de passar o sistema das equagdes cinéticas a forma matricial, introduza-

-se 0 operador bilinear simétrico definido por

J: R xR — R,

(U, V) =J(U,V),
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que a cada par de vetores U = (Uy, Uy, .. ., Up) e V=(Vq, V.., Vp) de IR? associa o
vetor J(U,V) € IR? com componentes J;(U,V) definidas por
1
AUAYEESY Aﬁ.‘].l (UkVi + UV = UiV, — UjV)). (4.9)

40

O operador ] é denominado operador de colisoes bindrias.

Sejam ainda A o operador matricial diagonal de ordem p definido por A;; = §;;v; - V

eN = (N, Ny,..., Np) € IRP. O ssistema (4.8) pode entdo escrever-se na forma matricial

aa—lj—i-A‘N =J(N,N). (4.10)

Esta equagdo tem a estrutura formal da equagdo de Boltzmann da teoria cinética
classica (cf. equagdo (2.2)) e, por isso, é chamada equagdo de Boltzmann discreta ou tam-

bém modelo de velocidade discreta, que de forma abreviada serd referida pelo acrénimo
MVD.

4.2 Grandezas macroscipicas

A descri¢do microscopica da evolugdo de um gés é feita a partir do conhecimento de
todas as densidades Nj, i € I,, enquanto que a correspondente descrigdo macroscopica

depende apenas de certas grandezas chamadas valores médios.

Designemos por densidade numérica
n(t,x) =Y Ni(t,x). (4.11)
icl,
Introduza-se a funcdo continua da velocidade
d:Vp — IR? p

com ® = (¢1,¢2,...,¢p), e componentes ¢; = ¢(v;), i € I, onde ¢ é uma fungao

definida em Vp e com valores em IR.

O valor médio de ¢, com respeito a N = (N, Ny, ..., Ny) € IR” é dado por

¢= % (®,N) = %Z@Ni. (4.12)
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As grandezas macroscépicas do modelo sdo definidas a semelhanga de (2.39) - (2.45),
passando os integrais a somas finitas estendidas as velocidades de Vp. Assim,

introduzem-se, por exemplo,

a massa voltimica
plt,x) = mn(t,x), 5

onde m representa a massa de cada molécula;

a velocidade média

Ul(t, x) Z N;i(t, x)v;, (4.14)

1’1( zel

o tensor das tensoes IP, a pressdo p e a energia interna por unidade de volume pe definidos,

respetivamente, por

IPug(t,x) = m Y Ni(t, x)(viy — Ua)(vig — Ug), a,p=1,2,3, (4.15)
i€l
- = Z N;(t, x)|v; — U|?, (4.16)
zelp
(e == Z Ni(t, x)|o; — U?, (4.17)
zelp

o fluxo térmico 7, de componentes

Z Ni(t, x)|v; — U]*(vjq — Uy), «=1,2,3, (4.18)

zelp

a temperatura T, de acordo com a equacao (2.45),

T(t Ni(t, x)|v; — U2 (4.19
3kB ZGZI | 1 | )

Em particular, se as moléculas tém a mesma velocidade em médulo, |v;| = ¢, entdo
T(tx) = (2 — U?) < me _r (4.20)

’ N 3kp — 3kg - M ’

e o valor méximo da temperatura T ocorre quando o gds estd em repouso.
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4.3 Propriedades fisicas do operador de colisao

De forma andloga a teoria cinética cldssica a caracterizacdo dos invariantes de colisdo

ird permitir obter as equagdes de conserva¢do do modelo na forma classica.

Define-se invariante de colisdo como uma funcdo da velocidade que permanece
constante durante todas as colisdes realizdveis. Para um gds com uma distribuicdo
discreta de velocidade, define-se invariante de colisdio como sendo uma funcdo vetorial

® < IR?, tal que para todas as colisdes bindrias (v;, v;) <— (v, ;) realizdveis, se tem

$i +¢j = P+ ¢1-

Dada uma funcgéao vetorial continua da velocidade, ®, considere-se

lp = ) ¢i(v)]i(N,N). (4.21)
i€l
Facilmente se obtém
1 .
lo = (®,J(N,N)) = = 3 (9i+¢j — ¢ — ¢1) Ajj (NeNi = NiNy) (422)
ikl

donde se conclui que

I =0, (4.23)

independentemente dos valores de N, N;, N; e Nj, sempre que a correspondente

funcdo ® cumpra a condicgdo
i + ;= P + 1, (4.24)

para todas as colisdes realizaveis, ou seja, sempre que

Ai‘(jl (¢i +¢j — dx — ¢1) = 0. (4.25)

A condigéo (4.25) caracteriza um invariante de colisdo ®.

Em particular, as func¢des qb(l ), 1=0,1,2,3,4, definidas por

o =m(1,1,...,1)
oM =m (v11,021,...,0p1)
¢ ¢@ =m (viz,02,...,0) (4.26)
¢B) = m (v13,023,...,0p3)
o = jm (forf, ool ?)

\
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sdo invariantes de colisdo associadas a conservagdo da massa, da quantidade de movi-
mento e da energia cinética durante cada colisdo. Estes invariantes sdo denominados

invariantes de colisdo fisicos.

O conjunto dos invariantes de colisdo constitui um subespago vetorial de R¥, o qual
se designa por espago vetorial dos invariantes de colisdo e se passard a representar por F.

Sendo dim F = g, tem-se obviamente 1 < g < p.

E ainda conveniente introduzir bases ortonormais para os espagos vetoriais F e IRF.

Sejam, B uma base ortonormada de F
B::{V“%vﬁluqqu, (4.27)

e C uma base ortonormada de IR?,

C = {V(l),V(Z), o v wt) ,W(V)}. (4.28)

Assim, o vetor N = (N, Ny, .. ., Np) pode ser expresso como

q . P )
N = Zaiv(l) + Z b]'W(]), (4.29)
i=1 j=g9+1
onde
ai= (N, VO, i=1,2,...,4,
e

bj=(NWY), j=q+1,9+2,...,p. (4.30)

As trés propriedades seguintes sdo equivalentes (cf., por exemplo, [71]):

() ®cF,
i) (®,J(U,V))=0, VUV eER?,
(i) (®,J(N,N)) =0, VN € R’
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4.3.1 Equacdo de Transporte

A equagdo de transporte associada a varidvel macroscépica ® é obtida, de forma andloga
a da teoria cinética cldssica. Assim, com a multiplicagdo escalar por @ de ambos os

membros da equacdo matricial (4.10), obtém-se

<<1>,aa—1j> +(®,A-N) = (®,J(N,N)). (4.31)

Usando os seguintes resultados (cf. [71]), para as parcelas do membro esquerdo da

tltima equagdo, expressos em termos do valor médio ¢, vem

ON\ 0(®,N) /0@ \ 0(np) 3P
<¢,§> LAV <¥,N> =) %, (432)
e
<<I),.A . N> = Z (PZ'UZ' . vai- (433)
i€lp

A equacdo de transporte (4.31) pode escrever-se na forma

20p) 9

ot o+ 2 9 VaN; = (®,J(N,N)). (4.34)

i€l

4.3.2 Equagodes de Conservacao

Se ® ¢ independente da posicdo e do tempo, entdo a equagdo de transporte associada
a grandeza ®, (4.31) ou (4.34), é uma equacgdo de conservagdo se o segundo membro
da equacdo é nulo, isto &, se
1 .
lo = (®,J(NN)) =2 3 (9i+¢j— ¢ — ) Aff (kN = NiNj) = 0. (435)
i,jk,1
Da equagdo (4.31), usando os dltimos resultados (i) e (i1), isto €, que Ip = 0 se e sdmente

se @ é um invariante de colisdo, obtemos a equagdo de conservagdo na forma

"ot

ou, de forma semelhante, a partir da equacédo (4.34), obtém-se a equagdo de conser-

<q> aN> + (B, A-N) =0, Vb € F. (4.36)

vacdo na forma

d(ng) o9 . o
T n§+i§p<plv, V.N; = 0. (4.37)
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A cada invariante de colisdo corresponde uma equacdo de conservagdo. A equagdo de
conservacdo associada ao invariante de colisao VK obtida da equagao (4.36) substi-

tuindo @ por vk, é da forma

<V(k)’aa_lj> n <V(k),A . N> =0, k=1,2,...,q (4.38)

Este sistema de g equagdes ndo é, em geral, fechado porque contem p funcdes
desconhecidas e frequentemente g4 < p. Essa fun¢des sdo a;, i = 1,2,...,q, e b]-,
j=q+1,9+2,...,p. Para obter um sistema fechado, é necessario conhecer-se a; e bj, o)
que significa conhecer-se o vetor N. O vetor N, ou as densidades {N;}, i =1,2,...,p,
fornecem a descri¢do microscépica do gés. As quantidades a; sdo chamadas varidveis do
estado macroscdpico do gas, ou simplesmente, varidveis macroscépicas. De forma andloga
a teoria cinética cldssica, essas varidveis sdo a densidade p, a velocidade média U e a

temperatura T.

A partir da equagdo de conservagdo associada a ®, (4.36) ou (4.37), e dos invariantes
de colisao fisicos (4.26), obtém-se as equacdes de conservagdo da massa, quantidade de

movimento e energia cinética, na forma

9
&+ Vi (pU) = 0, (4.39)
a(gfl)+vx(pU®u+IP):o, «=1,23, (4.40)
9 1 5 1 R
Sl (e IuP) | +9x ot (e 5 UuP) +U-P+ 7| =0, (4.41)

Atendendo as defini¢des (4.11) - (4.18), as equagdes de conservacao (4.39) - (4.41) sdo
formalmente equivalentes as equagdes de conservagao cldssicas apresentadas no capi-
tulo 2 (cf. (2.80) - (2.82)) e, em geral, ndo sdo independentes. De facto, como é sabido em
teoria cinética discreta (cf., por exemplo, [71]), o nimero de equagdes de conservacao
independentes é muito varidvel, dependendo essencialmente do ntimero de diregdes

de velocidades selecionadas em cada modelo.
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4.3.3 Teorema-H de Boltzmann e Irreversibilidade

Considere-se o caso de um gas homogéneo (que ndo depende da varidvel x), em que

a evolugdo das densidades é N;(t) para todo o i € I,. Seja a fungao-H de Boltzmann

definida por
= ) _ Ni(t,x) InN;(t) (4.42)
i€lp
e a sua derivada ; J
d—H(t) =) (1+InN;) an; (4.43)
t i€l, dt

Utilizando as equagdes (4.8) e, a férmula (4.35) com ¢, = (1 +In Ny,), tem-se

dH 1
E(t) =3 Y [1+InN)+ (1+1InN;) — (14+InNg) — (1+InN;)] x
i,jk,1
X Af} (NkN; — NiNj)
1 N;N;
== 1— Ak’N N 4.44
SZ;:’ (Nsz)( NkN) e @40

Sendo os coeficientes de transicdao Aif]-l e as fung¢des densidades NiN; ndo-negativas,
e utilizando ainda o facto de a fun¢do (1 — x)Inx, definida para valores de x > 0,
ser ndo-positiva (sendo nula somente se x = 1), tem-se o Teorema-H de Boltzmann
(cf. [30], [71], [145], [156] e [166]):

dH

) o<

O =0

.. dH ) .
(1) e 0 seesdose NiN;=N;N;, i,jkl €I,
Giiy H> L.

N

O resultado (i) diz-nos que a fun¢do-H de Boltzmann é uma fungdo mondtona decres-
cente no tempo. Como consequéncia, a evolucdo do gas é um processo irreversivel. Por
outro lado, do resultado (iii), tem-se que a funcdo-H ndo pode decrescer indefinida-
mente ao longo do tempo. Portanto, a fungdo-H tende para um valor limite H*, que

corresponde a um estado de equilibrio, para o qual se verifica o resultado (ii). E, assim

InN; +InN; —InN; —InN; = 0. (4.45)

83



4.3.4 Equilibrio Maxwelliano

O comportamento da funcdo-H referido anteriormente mostra que as equagdes cinéti-
cas (4.8) descrevem um gas que tende a evoluir para um estado de equilibrio para o

qual se tem
dH
dt
Este estado diz-se de equilibrio Maxwelliano ou simplesmente estado Maxwelliano. As

0. (4.46)

correspondentes densidades, caracterizadas pela condicdo (4.45), dizem-se densidades
Maxwellianas e verificam qualquer uma das seguintes condi¢des equivalentes (cf., por
exemplo, [71]):

(i) InN é um invariante de colisdo;

(ii)) J(N,N) =0; (4.47)

(iii) (InN,J(N,N)) = 0.

Tal como em teoria cinética cldssica, quando um gas se encontra em equilibrio
Maxwelliano, o segundo membro das equagdes cinéticas é nulo, (atenda-se a pro-
priedade (ii) de (4.47)). Significa que as colisdes entre as moléculas ndo contribuem

para a variagdo das densidades N;.

Usando ainda as propriedades (i) - (iii), mostra-se que, quando o gas se encontra em
equilibrio Maxwelliano, existem g fungdes c;(t, x) associadas aos invariantes da base B

do espago F, tais que as densidades Maxwellianas N; sdo dadas por

N q
N;(t, x) = exp (Z ck(t,x)Vi(k)> , i=1,...,4. (4.48)

k=1

A discretizagdo (4.1) do espago das velocidades Vp permitiu substituir a equagao de
Boltzmann (2.2) pelo sistema (4.8) de equagdes diferenciais de derivadas parciais. A
passagem da forma integral do operador colisional para uma soma finita de parcelas
conduziu a vantagens significativas, quer do ponto de vista analitico quer do ponto
de vista numérico. Além disso, as equagdes cinéticas (4.8) possuem as propriedades

essenciais da equagdo de Boltzmann.

Resultados de existéncia global para o problema de valor inicial da equagdo de
Boltzmann discreta foram obtidos cf.,, por exemplo, Kawashima [120], Bellomo e
Gustafsson [12] e Cabannes [30].
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4.4 Exemplos de Modelos de Velocidades Discretas

Os primeiros modelos de velocidades discretas foram propostos por Carleman em
1957, com duas velocidades, e por Broadwell em 1964, com seis e oito velocidades.
Gatignol, em 1975 escreveu a forma geral da equacdo que representa os modelos
discretos da equagdo de Boltzmann.

Para modelos ou situagdes especiais, a teoria destes modelos de velocidades discretas

revela-se mais facil do que a da equacdo de velocidades continuas.

44.1 Modelo de Carleman

Em 1957, Carleman [35] prop6s um modelo que descreve a evolucdo temporal de um
gds ficticio composto por duas espécies de moléculas que se movem a uma velocidade
constante ¢ > 0 na direc¢do do eixo-x.

O modelo de Carleman é unidimensional e tem somente duas velocidades discretas +c

e —c, sendo descrito por duas equagdes diferenciais as derivadas parciais semi-lineares:

ON; AN,

=t g = ¢S(NaN = Niy),

(4.49)
N, 9N
a—tz _ Ca—xz = cS(N1N; — NoN\p),

onde Ni(x,t) e Ny(x,t) sdo o namero de particulas, no instante t > 0 e posicdo

—o0 < x < 400, que se deslocam respetivamente com velocidade v1 = ce v, = —c.

Este modelo tem vérias propriedades semelhantes as da equacdo de Boltzmann, e em

particular, verifica a lei de conservagdo da massa e um teorema-H.

O modelo de Carleman, do ponto de vista fisico, ¢ um modelo néo realista. Em par-
ticular, o mecanismo de colisdes ndo verifica a lei de conservacdo da quantidade de
movimento. Foram amplamente estudados por Kolodner [124], Illner [113] e Shinbrot
[165].
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4.4.2 Modelo de Broadwell com seis velocidades

Em 1964, Broadwell [28], [27] descreve modelos discretos simples que sdo utilizados
para resolver problemas da dinadmica de gases rarefeitos para os quais a equagdo de
Boltzmann é aplicavel.

O modelo de Broadwell com seis velocidades, é um modelo tridimensional que
descreve um gds rarefeito composto por moléculas com a mesma massa, que se movem
ao longo de trés eixos coordenados perpendiculares, com o mesmo médulo de veloci-
dade c. Os resultados de uma colisdo particular tém a mesma probabilidade e sdo
consideradas apenas colisdes bindrias. As fung¢des N;(x,t), i = 1,...,6, denotam as
densidades numéricas de moléculas com velocidade v; que se movem nas seis dire¢des

permitidas (cf. Figura 4.1).

O sistema de Broadwell, da teoria cinética discreta, é dado pelo sistema de equacdes
diferenciais parciais

oN; n CaNi
ot ox

=G, —P, i=1,...,6 (4.50)

Broadwell [28], tomando como exemplo a molécula i = 1, deu, nessa altura, uma expli-
cacdo para a taxa de varia¢do de Ny, como sendo o resultado do balanco dos ganhos G;

e das perdas P; de moléculas com velocidade v1, ao longo do tempo, devido a colisdes.

Figura 4.1. O modelo de Broadwell com 6 velocidades.

No caso de ocupantes da célula 1 colidirem com ocupantes de quaisquer outras células,
as parceiras de colisio podem voltar para as suas células originais, ou permutar de

lugar, ndo havendo perda ou ganho de moléculas a partir da célula 1.
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A perda de moléculas a partir da célula 1 ocorre apenas quando estas moléculas coli-
dem com as da célula 2, isto é, quando as parceiras de uma colisdo 1 — 2 podem ser de-
flectidas para as células 3 e 4 ou 5 e 6 (ou podem retornar as células 1 e 2). Sendo a dis-
persdo esfericamente simétrica para esferas eldsticas duras, a secgdo eficaz de choque
o para todas as colisdes bindrias possiveis é idéntica, e os trés pares de células sdo des-
tinos igualmente provaveis para as moléculas que colidem. Assim, em duas das trés

colisdes 1 — 2 podem perder-se moléculas a partir da célula 1, e
2
P1 = g‘UT‘SNlNZ/
sendo |v,| = 2¢ a velocidade relativa entre as moléculas 1 e 2 e S a secgdo eficaz da
colisdo binaria.
De forma semelhante, as moléculas sdo atiradas para a célula 1 a partir das colisdes

3—4e5— 6, obtendo-se

1
G1 = 5‘0;»’5 (N3N4 + N5N6) . (4.51)

A equacdo (4.50) para a célula 1 é, entdo, dada por:

oN; N, 2
7 —+ CW = §CS (N3N4 + N5N6 — 2N1N2) .

Equacdes semelhantes sdo obtidas para as outras cinco células de velocidade v;,

i =2,...,5 obtendo-se as equagdes cinéticas (cf. [28])

(0N JoN; 2
—— _— == — 2NN
ot +c ox 3CS (N3N4 + N5N6 1 2)
dN, dN, 2
- — (—= = — — 2
5 c Fy” 3CS (N3N4 + N5Ng N1N2)
dNj3 ON3 o 2
o + CW = §CS (N1N; + N5Ng — 2N3N4)
(4.52)
ON, 0Ny 2
- — (— = — — 2
5 c Y 3CS (NlNz + N5Ng N3N4)
ONs ON5s 2
sl R Ny — 2Ns5N,
5 +c Y 3CS (NlNz + N3Ny 5 6)
dNg JdNg 2
- — (— = — — 2
| ot c e 3CS (N1N2 + N3Ny N5N6)
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4.4.3 Modelo de Broadwell - dimensdo 1

Um caso particular deste tiltimo modelo matematico da cinética dos gases foi proposto
por Broadwell (cf. [28]). Ele aplica-se a fluxos de gas com velocidades discretas sujeito
a um simples mecanismo de colisdes bindrias, em que as densidades numéricas N; sdo
independentes de y e z, e para as quais N3 = Ny = N5 = Ng. O movimento do gés
é considerado unidimensional em x e o sistema de equagdes (4.52) se reduz a forma

particularmente simples

( % +c% = %LCS (N§ - N1N2>,
% - C% - %cs (N_% - N1N2> ) (4.53)
\ "’% _ 25 <N1N2 - Ng)
onde N; = Ni(t,x) e Ny = N;(t,x) sdo os nameros de moléculas por unidade de

volume que se deslocam ao longo do eixo x, com velocidades (+c,0,0) e (—c,0,0),

respetivamente.

Este modelo tem vdrias propriedades semelhantes as da equacdo de Boltzmann. Em
particular, verifica a lei de conservacdo da massa, a lei de conservagdo da quanti-
dade de movimento e o teorema-H. Portanto, este modelo apesar de ser relativamente
simples para ser tratado de forma matemadtica, contém as propriedades fisicas
interessantes para o estudo das equagdes cinéticas e das equacdes da dindmica de
fluidos. Por estas razdes foi amplamente estudado. Resultados de existéncia de solugdes
globais para o problema de valor inicial da equagdo de Boltzmann discreta, foram
obtidos por Nishida and Mimura [147], Tartar [172], Inoue e Nishida [115], Cabannes
[29], Beale [9] e Platkowski e Illner [156]. Caflish e Papanicolaou [32], [34], obtiveram
resultados rigorosos sobre limites hidrodindmicos. Demonstraram que as solugdes
do modelo de Broadwell unidimensional convergem fracamente para as solugdes das
equagdes da dindmica de fuidos. Solugdes exactas ndo triviais e fisicamente aceitdveis
foram obtidas por Cornille [48], [49].
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4.4.4 Modelo de Broadwell com oito velocidades

O Modelo de Broadwell com 8 velocidades, também é tridimensional. As velocidades
{v;} s@o os oito vetores que unem o centro de um cubo com os seus vértices. Essas

velocidades sdo (c¢f. Figura 4.2)
vy =c(1,1,1), vy=¢(1,-1,1), v3=c¢(-1,1,1), v4=1c¢(-1,-1,1),

vs =c(1,1,-1), vs=c(1,-1,-1), vy=c(-1,1,-1), vg=c(—1,-1,-1).

Figura 4.2. O modelo de Broadwell com 8 velocidades.

As colisdes ndo triviais sdo de dois tipos. Comecando a analisar as colisdes do tipo
(v1,04) < (v2,03), (v1,06) < (v2,05), (v1,07) ¢— (v3,05),
(UZ/ US) — (04/ 06)/ (03/ 08) — (04/ Z)7)/ (05/ US) — (06/ 07),

existem seis colisdes possiveis. Assim, tem-se as seguintes probabilidades associadas

as respetivas colisdes

B 25 35 a6 47 67 1
(g = i = 7 = fpg = 33 = A58 = 7 (4.54)

Sendo |v,| = 2+/2¢, neste tipo de colisdo, e S > 0, de acordo com (4.4), os correspon-

dentes coeficientes de transi¢do da colisdo, sdo

AB = A% = A% = 35 = A%, = 4G = V. (455)
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O outro tipo de colisdes, ndo triviais, sao

(01,08) < (02,07) — (03,06) — (04,05).

Também existem, neste caso, seis colisdes possiveis e, assim, as probabilidades associ-

adas as colisdes sdo

2 36 _ 45 36 45 _ 45 1 (4.56)

a1y = a1g = g = U7 = A3 = Uy7 = 1

Sendo agora |v,| = 21/3, tem-se que os coeficientes de transicio das colisdes sao

V3
A =AR=AR =AY =A% =A% = 705- (4.57)

A equacdo de evolucdo para a funcdo distribuicdo de particulas com velocidade na

direcdo 1, é da forma

ON ON
atl o1 L — V/2¢S (NaN3 — N1 Ny + NoNs — Ny Ng + N3Ns — N1 N7)
V3
+ TCS (NaNy7 — N1Ng + N3Ng — N1Ng + NyN5 — N1Ng),
ou seja,
ON ON
8—1‘1 + vla—xl = v/2¢S (NoN3 + NyoNs 4+ N3Ns — Ny Ny — NN — N1 N7)

(4.58)
V3

+ TCS (N2N7 + N3Ng + N4yN5 — 3N1N8).

A ideia de considerar modelos para os quais a distribuicdo de velocidades é disc-
reta, surgiu no estudo da teoria cinética dos gases. Primeiro por Maxwell, em 1890 e,

passados mais de 60 anos, foi considerado novamente por Carleman.

Broadwell [28], [27], em 1974, desenvolveu o primeiro modelo de velocidades

discretas como uma ferramenta para descrever a estrutura de uma onda de choque
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num gas. O sucesso deste modelo simples inspirou uma grande quantidade de
trabalhos em modelos de velocidades discretas. Desde essa altura, surgiram resultados
de existéncia global, unicidade e comportamento assintético de solugdes de modelos
de velocidades discretas [112] - [113], [96], [97], [174], [10], [9], [120] - [122], [14] - [18],
Bellouquid [15] - [16] . Para modelos de maior complexidade, destacam-se os trabalhos
de Nishida e Mimura [147], Tartar [172], Cabannes [29], Kawashima [119]-[122], IlIner
[114], Beale [9], [10] e Alves [1].

Solucdes exatas de determinados modelos com velocidades discretas, aplicados a
diferentes escoamentos, tais como o escoamento de Couette e 0 escoamento de Rayleigh,
ondas de choque, e propagacdo do som, foram discutidas por muitos autores (cf., por
exemplo, Cabannes [31], Gatignol [72], [73], Illner [113] e Valougeorgis e Naris [180].
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Capitulo 5

A equacao de lattice Boltzmann

O objetivo deste capitulo é apresentar o método de lattice! Boltzmann (LBM-Lattice
Boltzmann Method). Os modelos lattice Boltzmann surgiram, inicialmente, a partir dos
chamados modelos Lattice-Gas Automata Cellular. Mais recentemente, provou-se que
eles sdo uma versao discretizada, da equacdo de Boltzmann, em particular, dos mode-
los de velocidade discreta (ou equagdo de Boltzmann discreta). Por uma questdo de
enquadramento e melhor compreensao da evolugao dos modelos, comeca-se com uma
descricao dos Cellular Automata, na secgdo 5.1. Na subsec¢ado 5.1.1 faz-se referéncia aos
modelos Lattice-Gas Automata Cellular, que sdo uma classe de Cellular Automata, para o
estudo da dinamica de fluidos. Na seccdo 5.2 apresenta-se o designado Lattice Boltz-
mann Method. Na subsec¢do 5.2.1, aborda-se a passagem formal do modelo Lattice-Gas
Automata Cellular a equacgdo de Boltzmann continua. Na subsec¢do 5.2.2, analisa-se a
obtencdo do modelo lattice Boltzmann com o operador de colisdo BGK, modelo LBGK.

Por ultimo, na secgdo 5.3, apresenta-se uma aplicagdo computacional do modelo LBGK.

5.1 Automatos Celulares

Um Autémato Celular (AC), do inglés, Cellular Automata é, por defini¢do, um sistema
dinamico, discreto, no espaco e no tempo. E constituido por variaveis de estado fini-
tas, ou células, dispostas sobre uma estrutura lattice espacial uniforme e regular, onde
opera. Toda a sua dindmica é especificada por um conjunto de regras locais (Karafylli-
dis e Thanailakis [118], Deutsch e Dormann [55]).

!Optou-se pela palavra lattice mas eventualmente poderia ser reticulado, rede, malha ou grelha.
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Uma classe de AC, usada na simulacdo da dindmica de fluidos é o modelo Lattice-Gas
Cellular Automata (LGCA).

Os autématos celulares podem servir como uma estrutura alternativa para descrigdes
matematicas de sistemas fisicos. Além disso, eles constituem modelos de computacdo
intrinsecamente paralelos que podem ser realizados eficientemente com mdaquinas de
autématos celulares. Apesar da sua estrutura simples, um AC pode modelar fielmente

sistemas continuos, tais como fluidos.

Os autématos celulares podem ser descritos de varias maneiras. Uma forma de des-
crever um AC estd dentro de seu contexto original da teoria de célculo (automati-
zado). Teoricamente, um dispositivo de computagdo (computador) pode ser agrupado
em classes de equivaléncia, conhecidas como modelos de computacdo, e os elemen-
tos destas classes sdo chamados autématos. O termo autémato celular refere-se a um
modelo intrinsecamente paralelo de computagdo, que opera numa lattice regular de
processadores idénticos que calculam em sincronismo, enquanto partilham informacdes

com outros processadores.

Uma outra maneira de descrever um AC utiliza uma formulacdo matemaética da teo-
ria dos sistemas dindmicos e d4 uma defini¢do mais formal em termos de conjuntos e
das correspondéncias entre eles. Por exemplo, o estado de um AC numa lattice bidi-
mensional infinita pode ser definido como uma fungdo S : Z xZ — s, ondeZ denota
o conjunto de inteiros e s ¢ um conjunto finito de estados das células. As definigdes
matemadticas podem ser usadas para traduzir, com precisdo, o significado dos termos
intuitivos, como espaco e estado, bem como, propriedades importantes, como a sime-

tria e a reversibilidade.

Por dltimo, apresentamos uma outra abordagem, mais ttil do ponto de vista da fisica.

Assim, mais formalmente, um AC pode ser caracterizado como se segue (Wolf-Gladrow
[185]):

e Uma lattice regular de p células (nés, sitios) individuais do mesmo tipo. A Ilattice
é habitualmente bidimensional, embora ndo haja limite te6rico para o nimero de

dimensdes.

e Cada célula contém um ntmero finito (em geral pequeno) de estados discretos,

que a caracteriza.
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e Os estados sdo atualizados simultaneamente (sincronizadamente) em passos de

tempo discretos.

e As regras de atualizacdo sdo locais (aplicam-se a cada célula), deterministicas e
uniformes no espago e no tempo. Estas regras (geralmente tinicas) determinam a

dindmica de alternancia entre os estados da célula.

e Asregras de evolugdo de uma célula dependem apenas de uma vizinhanga local

de células em torno dela.

De observar que nem todos estes critérios sdo sempre satisfeitos, uma vez que existe
uma grande variedade de maneiras de descrever um AC. No entanto, esta é a que mais

nos convém para 0s nossos propositos.

As regras de um AC geralmente ndo sdo limitadas pelas leis de conservagdo, o que
se revela ser uma caracteristica importante na simulagdo de processos de crescimento.
A propagacdo espacial das propriedades faz parte da regra de atualizacdo local. Em
contraste, o0 LGCA obedece a algumas leis de conservacao e a atualizagdo é dividida
numa colisdo local e numa propagagdo para os nés vizinhos mais préximos. Esta di-
visdo facilita a constru¢do de modelos com as propriedades macroscépicas desejadas
(Wolfram [189]).

Os conceitos de AC foram originalmente investigados por J. von Neumann e S. Ulam
[178], por volta do 1950, para fornecer um quadro formal para estudar o comporta-
mento de sistemas extensos e complexos. John von Neumann foi uma figura central na
teoria e desenvolvimento de mdquinas de computagao automatizadas, pelo que, ndo é
de surpreender que o primeiro trabalho sobre AC’s seja da sua autoria. Por outro lado,
por sugestdo de Ulam, os AC’s foram introduzidos de modo a fornecer um modelo
simples de autémato de auto-reprodugdo. O objetivo desta pesquisa foi bem sucedido,
e aprofundado, ao mostrar que determinadas caracteristicas essenciais da biologia po-
dem ser capturadas na forma computacional. Em particular, no estudo de processos
de crescimento e auto-reprodugdo. Muito do trabalho de von Neumann foi concluido e
estendido por Burks [183]. A linha de investigacdo de AC’s continuou nos anos 60 com
estudos relacionados a construgdo, adaptacdo e otimizacdo, bem como estudos sobre as
propriedades puramente matematicas dos AC’s. Nos anos 70, J. Conway [47] veio dar
um novo impulso a este campo de investigacdo, com a introducdo do mais conhecido

autémato celular bidimensional, o “Jogo da Vida”. Este AC surge como um modelo

95



simples de biologia, contendo células que vivem e morrem, de acordo com algumas
regras simples, e simula processos de evolugdo de células biolégicas. Em particular,
reproduz as alteragdes e mudancas em grupos de seres vivos, mas a sua aplicacdo
abrange outras areas. O Jogo da Vida tornou-se interessante para bidlogos, matemati-
cos, estatisticos, economistas, filésofos e artistas por permitir a observacdo do modo
como imagens complexas podem surgir de implementagdes de regras muito simples.

Os AC’s foram também aplicados a uma variedade de problemas noutros dominios.
Wolfram, na década de 80, [186], [187], [188], investigou e popularizou o AC como uma
ferramenta para modelar e simular Lattice-Gas hidrodindmicos. Um desenvolvimento
tecnolégico importante durante este periodo, foi a introdugdo de hardware especial,
na forma de maquinas de autématos celulares e computadores massivamente parale-
los. Esta investigagdo preparou o terreno para o desenvolvimento dos denominados

Lattice-Gas Cellular Automata que se tornaram uma area independente de pesquisa.

5.1.1 LGCA - Lattice-Gas Cellular Automata

O exemplo mais simples de uma LGCA é o modelo completamente discreto e
deterministico, denominado modelo HPP, proposto por Hardy, Pommeau e de Pazzis
em 1973, [98], para estudar propriedades de transporte dos fluidos. As particulas
sdo idénticas, com massa e velocidades unitarias, deslocam-se ao longo dos nés de
uma lattice quadrada bidimensional, e estdo localizadas nos nés em tempos inteiros.
Além disso, ndo mais do que uma particula se encontra num determinado tempo e no6,
movendo-se numa determinada dire¢do (principio de exclusdo). No caso de duas, e
s6 duas, particulas chegarem a um determinado né provenientes de dire¢es opostas
(colisdo frontal) abandonam de imediato o né nas outras duas dire¢des desocupadas.
Esta definicdo pode ser formalizada da forma seguinte. Seja L uma lattice quadrada
(eventualmente, L — c0). Em cada né x; existem quatro células (x;,i), i = 1,2,3,4.
As célula estdo associadas com o vetor das velocidades unitério c;, que liga o0 né aos
seus quatro vizinhos mais préximos. Cada célula tem dois estados codificados com
uma variavel boolena, sendo 1;(x;) = 1 se “ocupada” e n;(x;) = 0 se “desocupada”. A
regra de atualizagdo do Autémato Cellular, aplicada a cada tempo inteiro ¢;, consiste de
dois passos, primeiro o de colisdo e depois o de propagacdo. No passo de colisao, cada
no se encontra num dos seguintes estados de quatro bits (1,0,1,0) e (0,1,0,1), enquanto
todos os outros estados permanecem inalterados. O segundo passo, o da propagacao,

traduz deslocamento n;(x;) — n;(x; — ¢;).
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Estas regras de colisdo deterministicas permitem a conservagdo da massa (ntiimero de
particulas) e da quantidade de movimento, localmente, enquanto que, a propagacdo
as conserva globalmente. Na realidade, a quantidade de movimento é conservada ao
longo de cada linha vertical e horizontal, resultando em imensas quantidades conser-
vadas para serem representadas num modelo fisico. Isto origina as inconvenientes leis
de conservagdo espurias. Além disso, a dindmica do modelo HPP caracteriza-se por

ser invariante por translacdes discretas, rotacdes de 90 graus e simetrias reflexivas.

Os modelos FHP, introduzidos por Frisch, Hasslacher e Pomeau, em 1986, [67], sdo
variagdes do modelo HPP com um grupo de invaridncia maior. A lattice utilizada é
triangular. Cada n6 estd agora ligado aos seus seis vizinhos por vetores unitdrios
¢; (com i definido por mod 6). Um estado é representado por seis bits. A atualiza-
¢do implica novamente propagacdo e colisdo. Na construgdo das regras de propa-
gacdo, considera-se tanto as regras deterministicas como as ndo deterministicas. As
colisdes frontais conservam, além do ntimero de particulas total, a diferenca do ntimero
de particulas em qualquer par de dire¢des. Desta forma, as colisdes frontais numa
lattice triangular conservam um total de quatro quantidades escalares. Isto significa
que, além da conservacdo da massa e da quantidade de movimento, existe uma lei de
conservacdo espuria. Uma forma de remover esta lei é através da inclusdo de colisdes
triplas. A dinamica dos modelos FHP é invariante por translagdes discretas, rotagdes
de 60 graus e simetrias reflexivas com respeito a uma linha da lattice.

Este modelo permitiu, pela primeira vez, resolver as equagdes de Navier-Stokes a
partir do método LGCA. Além disso, solu¢des analiticas das fun¢des de distribuicao
para o escoamento de Poiseuille foram encontradas para o FHP sem qualquer

aproximagao [117].

lattice regulares de dimensdo trés ndo tém simetria suficiente para assegurar a
propriedade de isotropia macroscépica, isto é, as propriedades fisicas independente-
mente da direcdo considerada. Assim, surge um modelo de dimensdo quatro,
adequado, introduzido por d’Humieres, Lallemand, Frisch [68]. A lattice é um
hipercubo centrado nas faces (FCHC), definido como o conjunto de inteiros atribuidos
(x1,x2, X3, x4) tais que x1 + X2 + x3 + x4 é par. Cada noé estd ligado por segmentos
de comprimento ¢ = /2 aos vinte e quatro nés vizinhos, tendo duas coordenadas

diferindo por +1 ou —1. Desta forma, o modelo FCHC tem estados de 24-bits.
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Existem muitos outros modelos que foram surgindo para colmatar as deficiéncias dos

anteriores.

O método LGCA utiliza um conjunto de varidveis booleanas n;(t,x),i = 1,...,p, onde
p é o numero total de dire¢des da lattice. Assim, n;(t,x) indica o estado de ocupacdo
das particulas na direcdo i, sendo n;(t, x) = 0 no caso de ndo existir, ou, #;(t,x) = 1 no
caso de existir, uma particula na posigdo x, no instante de tempo t e deslocando-se na
direcdo da sua velocidade c;. Deste modo, a equacdo do movimento das particulas é
da forma

ni (x + At t+ At) = n; (x,t) + Qi(ni(x, 1), i=1,...,p, (5.1)

onde, o operador de colisdo ();(n;(x,t)) é uma expressdo booleana que representa a
mudanga na varidvel ocupagdo devido a colisdes de particulas, em concordancia com

as regras de colisdo arbitrarias.

5.2 LBM - Lattice Boltzmann Method

Historicamente, o LBM surge como uma melhoria do LGCA e, inicialmente, muitas
das componentes e propriedades do LGCA transitaram para o LBM. A necessidade
da anédlise numérica das propriedades do LGCA requer calculos formais de médias
da varidvel de ocupagdo booleana n;. A primeira proposta de utilizar o LBM para
simular a dindmica de fluidos foi feita por McNamara e Zanetti, em 1988, [139], para
responder a essa limitagdo do LGCA, chamada ruido estatistico. A ideia fundamental
foi substituir os ntiimeros de ocupagdo booleana n; do LGCA por populagdes média-
-ensemble f; = (n;). Desta forma, surge a equagdo de Lattice Boltzmann (LBE), que é a

base deste método LBM, como uma ferramenta de anélise intermédia:

fi(x+ciAt, t+At) = fi (x,t) + Qi(fi(x, t), i=1,...,p, (5.2)

onde, Q;(fi(x,t)) é o operador de colisdo discreto arbitrdrio. Esta equagdo (5.2) é
equivalente a equagdo LGCA, (5.1), exceto que, todas as varidveis booleanas foram
agora substituidas por varidveis reais. A funcdo f;(f,x) é chamada funcdo de
distribui¢do uma-particula que indica a probabilidade de encontrar uma particula no
nd x, no tempo t e com velocidade ¢;. Se o operador de colisdo é linearizado pela

aproximacdo de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK), entdo o LBM é chamado modelo
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Lattice Bhatnagar-Gross-Krook (LBGK). Esta abordagem é chamada de aproximagdo
bottom-up. O LBM é construido diretamente a partir de sistemas de particulas

discretas como o modelo LGCA.

Mais recentemente, foi mostrado que o LBM pode ser deduzido a partir da equagédo de
Boltzmann continua com a aproximagao ao operador de colisdo BGK, chamado modelo
LBGK, como uma discretizagdo especial. Em primeiro lugar, o espaco das velocidades
é discretizado num conjunto finito de velocidades, obtendo-se a equacdo de Boltzmann
discreta. Em segundo lugar, obtém-se a equacado de Boltzmann discreta adimensional
e, por ultimo, a varidvel tempo é discretizada através do método de Euler e a variavel
espago é discretizada pelo método diferencas finitas ascendentes. Esta abordagem,

alternativa, é chamada de aproximacao top-down ( cf. Figura 5.1).

[ Equacdo de Boltzmann J

Discretiza o Andlise multi-escala

Modelo simplificado espaco-velocidade

Discretiza o [Modelos de velocidades discretasJ Andlise Eﬁquagéo de Navier—StokesJ

spago-velocidade numeérica
BGK P >{ DBGK |+ termos extra + termos de erro numeérico|

\
Discretiza espago e tempo Representagio continua
(p.ex. diferencas finitas) (p.ex. séries de expansdo de Taylor)

[ LBGK J

Especifica o operador
de colisdo discreto

()

Define vardveis de ocupagio média
l LGCA l

Figura 5.1. Aproximagdes top-down e bottom-up.
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5.2.1 Passagem formal da LGCA a equacao de Boltzmann continua

Vamos agora apresentar uma dedugdo formal da obten¢do da equagdo de Boltzmann
continua a partir da Lattice-Gas Cellular Automata. Ja vimos que as microdindmicas da

LGCA sao descritas por equagdes cinéticas da forma (5.1)

n; (x4 At t+ At) = n; (x, 1) + Q;(ni(x, 1)), i=1,...,p, (5.3)

onde (); é o operador de colisdo do respetivo modelo. As equagdes discretas da forma
(5.3) sdo designadas por Lattice Boltzmann equations (LBM). A correspondéncia para a

equagdo de Boltzmann

Vo Vef = QU ) (54

onde Q(f,f) é o operador de colisio de Boltzmann, e desprezando as forgas

externas (F = 0), pode-se mostrar, pela expansdo do lado esquerdo da equagéo (5.3),

que (cf. [185]):

n; (x + c; At t + At) = n; (x, 1) + At% +¢; - AV n; + O( (At)z).

Desprezando termos de ordem mais elevada, obtemos

on; Q;
a—tl—l-c,--Vxn,- = A_il',

onde, substituindo

o Tli—>f,

obtemos formalmente a equacado de Boltzmann (5.4).
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5.2.2 Obtencao da LBGK, a partir da EB com operador BGK

Sterling e Chen (1996) mostraram que a dedugdo da equagdo de Boltzmann a partir
do LGCA ¢é mais do que uma correspondéncia meramente formal. Eles deduziram a
equacdo de lattice Boltzmann (LBE - Lattice Boltzmann Equation), como uma discretiza-
¢do da equagao de Boltzmann continua (EB). Por uma questdo de simplicidade, e sem
perda de generalidade, a equacdo de Boltzmann com a aproximacao Bhatnagar-Gross-

- Krook (BGK) ¢é utilizada na anélise seguinte, (cf. [185]).

Existem varias aproximacoes do operador de colisdo de Boltzmann. A mais utilizada,
e que foi originalmente aplicada a equagdo de Boltzmann, foi introduzida em 1954 por
Bhatnagar, Gross e Krook [20]. E conhecido por modelo de colisdo linearizado BGK,

que passaremos a designar simplesmente por operador BGK:

Q= —% <f—f(e‘7)> . (5.5)

Este modelo expressa que a funcdo de distribui¢do aproxima-se do seu equilibrio a um
ritmo definido por um tempo de relaxac¢do 7, sendo f (eq) a funcdo de distribuicdo ao

equilibrio. Quanto menor for o ntimero de colisdes mais rdpida é essa aproximagao.

A equacdo de Boltzmann com o operador BGK, é da forma

com a fungdo de distribui¢do f dependendente das varidveis continuas espago, veloci-
dade e tempo, f (t,x,0), e o operador de colisdo ndo-linear Q(f, f) é substituido pelo

operador linearizado BGK.

Se o espaco das velocidades V for discretizado através da introdugdo de um conjunto
finito de velocidades Vp de acordo com (4.1), N; = f(t,x,v;) = fi(t,x) representar a
densidade numérica (ou, funcdo de distribuigdo) de particulas com velocidade v; € Vp,
e o lado direito da equagdo de Boltzmann discreta (DBE), equagdo (4.8), for substituido
pelo operador BGK discretizado, entdo obtemos a equagio de Boltzmann discreta com
operador BGK (DBGK)

%—i—vi'vxﬂ = —% <fi—fi(eq)).
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Equagdo de Boltzmann:

0. Vaf = Q)

Equagdo de Boltzmann com operador BGK:

0
S Vaf = =2 ()

Equagdo de Boltzmann discreta com operador BGK (DBGK):
of; 1
Vi o Vafy = —(fi— )

ot T

Equagdo de Boltzmann discreta com operador BGK adimensional (DBGK adimensional):

fi ez Lz e fi \ oo Lo (e
s aVefi=—= (- f7) e FiraVifi=——(fi- )

Equagdo discretizada de Boltzmann com operador BGK:

fi(x, t+At) — fi (x, 1) Lo fi (x + Ax, t + At) — fi (x,t + At)

At lx Ax
fi(x 4+ Ay, t + At) — fi (x,t + At)
+Ciy A
Y
'fl-(x+Az,t+At)—fi(x,t+At)__i  (eq)
iz Az N Te<f’ Ji )

Equacdo de lattice Boltzmann com operador BGK (LBGK):

fi (x + cilt, t+ AE) — fi (x, 1) = _%(fi _ fleny

Tabela 1: Da equacdo de Boltzmann a equagdo de lattice Boltzmann, com operador

BGK.
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A equacdo de Boltzmann discreta DBGK serd nao-dimensionada pela escala de com-
primento caracteristica, L, a velocidade de referéncia, U, a densidade de referéncia, n,,
e o tempo entre a colisdo de particulas, t.. Duas escalas de tempo de referéncia sdao

usadas,

e t. pararepresentar o tempo entre colisdes de particulas, e

L :
* para representar o tempo de escoamento caracteristico.

Assim, as quantidades adimensionais sao,

o N;
[ ] ﬁ = n—r/
~ tu
t=—,
* L
o 0;
G =—,
[ ] i u
e V=LV,
2 X
° = —
LI
R T
o T =—,
tc
u
® & = tcf.

O ultimo parametro ¢ pode ser interpretado, tanto como a razdo entre o tempo de
colisdo e o tempo de fluxo, ou como a razdo entre o caminho livre médio e o com-
primento caracteristico (isto é, o nimero de Knudsen Kn). Desta forma, obtém-se a

equagdo de Boltzmann discreta com operador BGK adimensional (DBGK) adimensional

fi &2 12 o
Shte-Vefi=—= (F-1"). (5.6)

Fazendo cair todos os acentos circunflexos, considerando daqui para a frente, que a

equacgdo estd na forma adimensional, tem-se

df; 1 e
Vite Vi = —— (i £7). (5.7)
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A seguir, aplicando o método de Euler para a varidvel tempo ¢t e uma discretiza-
cdo diferencas finitas ascendentes a varidvel espaco x, obtém-se uma discretizagdo

particular da equagdo adimensional (5.7), dada por:

fi(x, t+ At) — fi (x, 1) e fi (x + Ax, t + At) — fi (x,t + At)

At 1 Ax
Yo fi (x+ Ay, t + At) — fi (x, £+ At)
l]/ Ay
Yo fi (x+ Az, t+ At) — fi (x,t + At)
1z
Az

== (6=1),

ou mais simplesmente, na forma

fi(x, t+ At) — fi (x, 1) n fi (x + Ax, t + At) — f; (x, t + At)

_ 1 (f ) ). | & (5.5)

TE

De observar que as variaveis ¢, x, ¢;, At e T, que aparecem nesta tltima equacdo, sdo
quantidades adimensionais. O comportamento Lagrangiano é entdo obtido pela se-
lecdo do espacamento da lattice dividido pelo passo de tempo igual a velocidade da
lattice, isto é, Ax/At = c;. Quando a equagdo (5.8) é multiplicada por At, o resultado
é o cancelamento dos dois termos do lado esquerdo da equagéo, ficando apenas um

termo avaliado em t + At (e o método revela-se explicito), isto é,

fila t+A8) = fi(x,t) | fi(x+citt b+ AL — f; (x,t+ AY)
At At

(5.9)

_filxtcAtt+ A — fi(x,t) 1 (ﬂ _f,<eq>> .

At TE

A préxima caracteristica do LBM é a selecdo do passo de tempo ser igual ao tempo
de colisdo de referéncia (At = t.), resultando o cancelamento do ntiimero de Knudsen
(Kn = ¢) no denominador do termo do operador de colisdo. Assim, obtém-se a LBE

com operador BGK, o modelo LBGK,
1
fi (x + cibdt, £ 88) = fi (x, 1) = =~ (fi - £y, (5.10)

104



Portanto, através do LBM o espaco das velocidades é discretizado por um conjunto de
vetores de velocidade microscopicas e o espago € discretizado num conjunto de nés da
lattice uniformemente espagados, que representa o dominio. Em cada passo de tempo
t, a atualizagdo é realizada em dois passos: colisdo local e propagacao global. O LBM é

um método numérico alternativo para a simulacdo de escoamentos de fluidos.

Comentarios finais:

O LGCA e o LBE foram propostos como uma alternativa para a dindmica de fluidos
computacional (CFD) e desde essa altura tém suscitado muito interesse na comunidade
cientifica da area da fisica. Doolen [51], [59], Monaco [144], Monaco and Preziosi [145],

Lebowitz and al. [63], Chen and Doolen [105], Wolf-Gladrow [185].

Em particular, estes métodos tém tido muito sucesso em simulagdes numéricas
de fluidos complexos e com fronteiras complicadas, Strumolo e Viswanathan [169],
fluxos laminares com ntimero de Reynolds pequenos, Hou e al. [111], Luo [134], He
e Doolen [102], [103], escoamentos turbulentos com niimeros de Reynolds modera-
dos, Amati e al. [2], [3], escoamento de Rayleigh-Taylor, He e al. [106], [107], fluidos
multicomponentes, Chen e Doolen [44] e suspensodes de particulas no fluido, Qi [160],
fluxos reativos quimicos, Chen e al. [42], combustdes, Filippova e Hanel [66], e outros,
Rothman e Zaleski [163], Chen e Doolen [105].

5.3 Aplicacao computacional do modelo LBGK

Considere-se a equagdo de evolucdo da funcdo de distribuicdo f; (x,t), do modelo

LBGK, com nove direcoes da lattice,

fi (et et b+ 80 = £ (68 = — [f068) = £ (x,1)],

i=0,...,8, (5.11)

onde a fungdo f; (x,t) representa a probabilidade de encontrar uma particula no né
x = (x,y) com velocidade ¢; no tempo ¢, fi(eq) (x,t) é a funcdo de distribui¢do ao

equilibrio e T é o parametro do tempo de relaxacdo.
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Por uma questdo de simplicidade de notacdo e clareza, no que vai ser exposto a seguir,
vai assumir-se nesta sec¢do que o vetor x, utilizado ao longo deste trabalho, passa a ser

denotado por x = (x, y).

Em cada iteragdo t, a atualizacdo do modelo LBGK é realizada em dois passos. O

primeiro, é o chamado passo de colisao,
. 1 (eq) :
fi (ot +88) = fi (x ) = = [f,- (xt) — f, (x,t)} , i=0,...,8, (5.12)
e, 0 segundo, é o passo de propagagdo

fi(x+ciAt, t +At) = f (x, t+At), i=0,...,8 (5.13)

5.3.1 modelo D2Q9

Os modelos que vamos utilizar sdo, genericamente, chamados modelos DnQm, em que
n indica a dimensdo do espaco e m o numero de vetores de velocidades do
modelo. Neste trabalho foi considerado o modelo D2Q9, com espagamento unitario
(cf. Figura 5.2).

C6=(-1,1) C2=(0,1) C5=(1,1)

~

C3=(-1,0) C1=(1,0)

C7=(-1,—1) C4=(0,—1) C8=(1,-1)

Figura 5.2. A lattice das velocidades modelo D2Q)9.

Cada no da lattice estd ligado aos seus oito nds vizinhos, e a particula 7, localizada no

no i, desloca-se com velocidade c;, de acordo com

co = (0,0), (5.14)

= (cos(lgl) 7T,sin (121) n) ¢, i=1,...4 (5.15)




c; = (cos (H) 7T, sin (ZZ _ 9) 71) \/Ec, i=5,...,8, (5.16)

onde ¢ = Ax/At.

As fungdes f; sdo construidas de forma que as varidveis macroscépicas do escoamento
do fluido sdo definidas pelos seus momentos. Em particular, a densidade local da

massa,
o= fi, (5.17)
i
e a densidade local da quantidade de movimento,

ou=) cifi. (5.18)

Desta forma, a velocidade local u = (uy, u,), é dada por

u= % Y cifi. (5.19)

Além disso, as fung¢des de distribui¢do ao equilibrio dependem somente da densi-
dade local p e velocidade local u, e precisam de ser escolhidas por forma a que as
equagdes de Navier-Stokes sejam recuperadas. As distribui¢des ao equilibrio usadas

neste trabalho, foram propostas em [161], e sdo

£ = pw; 1+3c,--u+§(ci-u)2—§u-u , i=0,...,8, (5.20)

com 0s pesos wy = 4/9, w1 = wyr = w3 = wy = 1/9, w5 = we = wy = wg = 1/36, €

verificam as relacdes

o=Y 4, (5.21)

ou = Zc,-fl.(eq). (5.22)
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Para um fluxo continuo, no limite incompressivel (Ma — 0 e densidade p constante),
podemos aplicar a expansdo multi-escala de Chapman-Enskog a equacdo (5.11),
(cf. [111], [129]) e as correspondentes equagdes macroscdpicas do modelo LBGK D2Q9,

sdo da forma,

9p+ V- (pu) =0, (5.23)

0 (pux) + 9y (puxity) = —0xp + pvoy (Oxuy + yiix), (5.24)

onde a pressdo é p = c2p, a velocidade do som c; = 1/+/3 e a viscosidade é dada por
v=(2t—1)/6.

Considere-se ainda o caso de um fluxo ser incompressivel estaciondrio (velocidade e

pressdo sdo independentes do tempo), satisfazendo as seguintes condi¢des
dxty =0, ax”y =0, 0 = Po,

em que pog é uma constante . Entdo, substituindo as ultimas condi¢des nas equacdes
da continuidade (5.23) e da quantidade de movimento (5.24) do modelo, obtemos as

correspondentes equag¢des macroscopicas do modelo LBGK D2Q9,

dy (puy) =0, (5.25)

dy (puxity) = —0xp + vy, (puy) . (5.26)

A velocidade e a densidade deste modelo LBGK satisfazem, aproximadamente, as
equagdes de Navier-Stokes, para um fluido incompressivel e estaciondrio (cf. [104],
[129]).

As equagdes de Navier-Stokes incompressiveis em regime estaciondrio, na forma exata,

sao:
dyity =0, (5.27)
dy (uxity) = —0x (pﬂ) —1—v8§ux. (5.28)
0
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A solucdo analitica do escoamento de Poiseuille bidimensional num canal com largura
2L é dada por:

2 d d
ux(y) = e (1— <%> )/ uy =0, £:—G %ZO, (5.29)

onde o gradiente da pressdo G é uma constante relacionada com a velocidade da linha

central do canal u. por
G = 2ovu./L?, (5.30)

e a densidade do fluxo p é uma constante. O escoamento de Poiseuille é uma solucdo

exata das equagdes de Navier-Stokes incompressiveis estaciondrias (5.27) e (5.28).

Figura 5.3. Escoamento de Poiseuille entre duas paredes paralelas.

Para aproximar o escoamento de Poiseuille usando o modelo LBGK, equagdes (5.25)
e (5.26), é conveniente substituir o gradiente da pressdo constante por uma forca g tal
que pg = — V p. A forca de corpo é assumida estar ao longo da dire¢do-x do canal,
isto ¢, pgx = Gy e gy = 0, onde a pressdo € mantida constante (Figura 5.3). A equagao

da quantidade do movimento (5.26) com uma forca de corpo é

ay (quy) — Va;ux + ng’ (5.31)

Neste caso, com a presenca de uma forca de corpo no modelo LBGK, é necessaria uma

modificagdo da equagdo (5.11). Isto é dado por

2
fi (x+ Atcj, t + At) — fi (x,t) = —% [f, (x,t) — fl.(eq) (x, t)] + (A1) hi (x,t),

i=0,...,8, (5.32)
onde os h; sdo escolhidos como, (cf. [185]),
hopa =0, hisg=+[g]/6, h3e7 = —|g|/6, (5.33)
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5.3.2 Condi¢oes de fronteira

A escolha das condic¢oes de fronteira para o modelo LBGK é um fator muito impor-
tante para obter resultados com precisdo fisica, nas simulagdes computacionais. As
condi¢des de fronteira implementadas neste trabalho foram as condi¢des de fronteira

periddicas e as do tipo bounceback.

As condicdes periddicas aplicam-se a entrada e a saida do fluxo, no canal. A
ideia bésica é conectar diretamente as duas regides de fronteira, de modo que, to-
das as particulas que sairem de uma regido de fronteira chegam a outra nas dire¢des
correspondentes. Estas condi¢des implementam-se em problemas com uma periodi-
cidade fisica no mesmo, como neste caso, que trata de um escoamento de um fluido
num canal, ao longo da direcdo-x, de acordo com a Figura 5.3. Mais concretamente, a
entrada do canal temos nove fun¢des de distribui¢do num né. As fungdes fo, fe, f3, f7 €
fa podem ser calculadas pela equacdo (5.11), sendo as trés fungdes de distribuicdo, fs,
f1 e fs desconhecidas. Por sua vez, a saida do canal, as fun¢des de distribuicédo f», fs,
f1, fs e fa sdo conhecidas e as fun¢des desconhecidas sdo fg, f3 e f7. Assim, as fungdes
desconhecidas a entrada, passam a ter valores iguais as respetivas fung¢des a saida, que

sdo conhecidas, e vice-versa.

As condig¢des de fronteira do tipo bounceback aplicam-se as paredes (superior e in-
ferior) do canal, de forma a garantir a condi¢gdo de ndo-escorregamento, isto €, que a
velocidade na parede é zero. Neste trabalho, vamos aplicar dois tipos de condic¢oes de
fronteira de ndo-escorregamento, as bounceback standard e as half-bounceback. Usamos
os termos noés do fluido, para os nés do interior do dominio, e nés sélidos, para os nés
que pertencem a parede. A diferenga principal destas condi¢des de fronteira é que nas
bounceback standard se assume que a parede estd sobre a linha dos nés sélidos, Figura
5.4, e nas half-bounceback a parede esta a meia distancia da linha dos nés sélidos e da

linha dos noés do fluido, Figura 5.6.

Nas condig¢oes de fronteira bounceback standard, quando uma particula colide com
a parede é devolvida com o sentido oposto com que chegou (Figura 5.4). Mais concre-
tamente, vamos situar-nos no né P localizado na parede superior. As fungdes de dis-

tribuicdo que apontam para fora do dominio (isto é s6 uma forma de representagdo),
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fe, f2 e f5 sdo conhecidas, e também, f3 e f;. As fun¢des desenhadas a tracejado, f7,
fa e fg, sdo desconhecidas. Entdo, o que acontece no processo de colisdo, no passo
de tempo ¢, é assumir que f; = f5, f1 = fo e fg = f¢. A seguir, ainda na mesma
iteracdo, realiza-se o passo de propagacdo. As setas desenhadas a continuo, no interior

do dominio, ddo a indicacdo da forma como as func¢des se distribuem na lattice.

fo o fo fs
N
f3 4 fi .
Le o '« ® e e parede superior
’ A
’ -~
L4 -
(\ f) ‘F—vf ! ,K‘F M A ‘F oD f)
J ” J4 8 Q Q
(\ fJ ‘Fv—r oD ’KF oD \f f)
)7 D U4 /8 Q
0
(\ oD o f) oD (\ ()
(J N k) k) N (J ()

—Le o e o e e e paredeinferior

Figura 5.4. Esquema do tipo bounceback standard na parede superior.

A Figura 5.5 representa a forma como as fungdes de distribuicao f7, f4 e fg se situam
na lattice, no final do passo de propagacdo no instante t — At e antes do processo de
colisdo no passo de tempo t. A parede estd localizada a meio caminho entre a linha dos

nos solidos e a linha dos nés do fluido.

”iparede superior

(\ f) e\ gQ fan (\ ()
(\ ‘F o ‘F oD \‘F f)

JJ/ JJ4 iy AN Jé AN
O &) &) &) ) )

Ziéfffgparede inferior
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Figura 5.5. Funcoes de distribui¢éo f7, f4 € fs no passo de tempo t — At.
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A Figura 5.6 representa as condi¢des de fronteira half-bounceback na parede supe-
rior, no passo de tempo t. As particulas origindrias do passo de tempo anterior (Figura
5.5) colidem agora com a parede, no passo de tempo t, o que é representado pelas
fungdes de distribuigdo que apontam para o exterior: fs, f» e f5. Seguidamente, sdo
devolvidas com o sentido contrério, isto é fg = fs, f» = fa e f5 = f7, propagando-se,

finalmente, para o interior da lattice, no mesmo passo de tempo ¢.

£
J J4 78

77
177
777
77

Figura 5.6. Esquema half-bounceback, no passo de tempo .

5.3.3 Implementacao do modelo LBGK ao escoamento de Poiseuille

Nesta secgdo, apresentamos a validacdo do modelo LBGK para o escoamento de
Poiseuille bidimensional, entre duas paredes paralelas, e das condi¢gdes de fronteira
aplicadas. As paredes estdo em repouso, mas o fluido é conduzido pela agdo de uma
forca de corpo constante (aceleragdo) G = pgy, na direcdo-x (da entrada para a saida).
O canal tem a largura 2L = Ny — 1, onde Ny é o ntiimero de pontos da malha na
direcdo-y e Nx é o nimero de pontos da malha na direcdo-x. Consideramos Ny =
= Nx = 20. O canal é modelado por condi¢des de fronteira periddicas na direc¢do-
x e condigdes de fronteira do tipo bounceback nas paredes (inferior e superior). Os
primeiros e tltimos nés na dire¢do-y, correspondem aos indices j = 1 e j = Ny, e sdo
nos solidos (na parede). N6s com indice j = 2,- - -, Ny — 1 sdo nés do fluido. O tempo
de relaxagdo é T = 1, a densidade de fluido é p = 1 e a velocidade macroscépica inicial
é zero. As fungdes f;(x,t) sdo inicializadas com as respetivas fungdes fl.(m) (x,t). A atu-
alizacdo das fungdes de distribuigdo, em cada iteracdo ¢, é dividida em dois passos. No
inicio do passo de colisdo estabeleceram-se as condigdes de fronteira do tipo bounceback.

S6 depois, se completa o passo de colisdo, de acordo com a equacgdo (5.12). A seguir,
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ocorre o passo de propagacdo, de acordo com a equacao (5.13). Assim, uma fungdo de
distribuigdo f;, correspondente a uma particula com velocidadec;, i =0,-- - ,8, resul-
tante do processo de colisdo, que ocorreu no noé x, é propagada para o né vizinho mais
préximo de x, o n6 x + ¢;. Nesta fase impdem-se as condigdes de fronteira periddicas e
é concluida a atualizagdo dos valores das fung¢des de distribuigdo f;, no passo de tempo
t. Com estes novos valores, as quantidades p e a velocidade macroscépica u, podem

ser recalculadas.

Na Figura 5.7 é testado o escoamento de Poiseuille, de um fluido incompressivel,
num canal de largura 2L = 19, ao longo da dire¢do-x. As condi¢des de fronteira, im-
postas nas paredes superior e inferior, foram do tipo bounceback standard. A fronteira
estd situada na parede, de acordo com a figrura 5.4. A solugdo analitica estd desenhada
a continuo e a solugdo aproximada, obtida pelo modelo LBGK D2(Q9, a pontilhado. A
maior diferenca de valores, entre as duas solucdes, verifica-se na velocidade méxima

da solugdo aproximada.

0.0

0.04-

u (y)

0.02-

Figura 5.7. Perfil de velocidade com esquema bounceback standard.

No gréfico apresentado a seguir, Figura 5.8, observa-se que o fluido estd em re-
pouso no inicio e depois acelera lentamente. Ap6s t = 1200 passos de tempo, a média

da quantidade de movimento-x estabiliza.
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pu (1

u (y)

O grafico da Figura 5.9 mostra a solugdo analitica (desenhada a continuo) junta-
mente com a solu¢do numérica (pontilhado) do escoamento de Poiseuille, num canal
de largura 2L = 18, ao longo da dire¢do-x. As condic¢Oes de fronteiras impostas foram
do tipo half-bounceback. Neste caso, a fronteira inferior estd localizada em j = 3/2 (a
meia distancia do primeiro e segundo no) e a fronteira superior esta localizada na linha
denés j = Ly — 1/2, na dire¢do-y. Como se pode observar a solu¢gdo numérica aproxi-
ma muito bem a solugdo analitica, com exce¢do dos noés inicial e final, que devem ser

interpretados como nés auxiliares. Como tal, a velocidade nestes nés ndo deve ser

0.0
0.02- 1
0.01- ,
G |
0 1000 2000
Tempot
Figura 5.8. pu,(t) média, com esquema bounceback standard.
0.06-
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0.02-
O °
| | | | | | | | | |
-10 -8 -6 - -2 0 2 6 8 10
y

Figura 5.9. Perfil de velocidade com esquema half-bounceback.
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interpretada como velocidades do fluido.
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Figura 5.10. pu,(t) média, com esquema half-bounceback.

No gréfico apresentado na Figura 5.10 observa-se que o comportamento do fluido

é semelhante ao do grafico 5.8, como era esperado.

Comparando os gréficos das Figuras 5.7 e 5.9 observa-se que o modelo LBGK D2Q9
aproxima o escoamento de Poiseuille de um fluido incompressivel estacionario. Além
disso, valida-se que, a implementagdo das condi¢des de fronteira half-bounceback pro-
duz melhores resultados, relativamente as condi¢cdes de fronteira bounceback

standard.

Comentarios finais:

Os Lattice-Gas Cellular Automata apresentam-se como um meio vidvel de resolver as
equagdes de Navier-Stokes do movimento de fluidos, com o aparecimento do modelo
FHP, em (1986). Este foi o primeiro modelo de Lattice-Gas com a capacidade de simu-
lar adequadamente as equagdes de Navier-Stokes bidimensionais. As propriedades
de simetria da lattice triangular equilatero foram fundamentais para que o modelo

fornecesse uma solugdo isotrépica.
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O Lattice Boltzmann Method desenvolveu-se como uma alternativa aos métodos
numéricos para a simulag¢do de escoamentos de fluidos e modelagado de fluidos. A ideia
fundamental do LBM é de construir modelos cinéticos simplificados que incorporam
as propriedades fisicas essenciais dos processos microscépicos ou mesoscopicos, de
modo que as propriedades macroscépicas médias obedecam as equagdes macroscopi-
cas desejadas. A premissa bdsica para a utilizagdo desses métodos simplificados do
tipo cinético para escoamentos de fluidos macroscépicos é que o resultado da dindmica
macroscopica de um fluido é o resultado do comportamento coletivo de muitas (nu-
merosas) particulas microscopicas no sistema e que a dindmica macroscopica ndo é

sensivel aos detalhes subjacentes a fisica microscépica (Kadanoff [116]).

A equacdo cinética do LBM, denominada LBE, fornece um grande ntiimero das van-
tagens da dindmica molecular, incluindo imagens claras fisicas, facil implementagao de

condi¢des de fronteira e programagcéao paralela.

Antes de serem formulados os métodos de LGCA e LBM, foram propostos os
modelos de velocidades discretas (DVM) de Broadwell. A ideia de utilizar a equagdo
cinética simplificada com uma s6 velocidade de particulas para simular escoamen-
tos de fluidos foi empregue por Broadwell (1964) para estudar estruturas de choque.
Eles foram principalmente usados como modelos tedricos para estudar propriedades
analiticas de gases ou fluidos, tais como solug¢des analiticas da equacdo de Boltzmann
para escoamentos simples (Broadwell [27]) ou choques (Broadwell [28]). De facto,

pode-se ver o modelo Broadwell como uma simples LBE unidimensional.

Solugdes analiticas do escoamento de Poiseuille foram obtidas, quer através do
modelo FHP [117], quer através do modelo LBGK [104]. Simula¢des do escoamento
de Poiseuille, com 0 modelo LBGK para as equag¢des de Navier-Stokes incompressiveis
foram realizadas em [101], [104], [105],[185].

Muitos desenvolvimentos importantes na conce¢do de condi¢es de fronteira
ocorreram no periodo 1990 — 2000. As condigdes de fronteira do tipo bounceback para
condi¢des de ndo escorregamento, historicamente vieram do LGCA e continuam as ser
as mais usadas, pela sua simplicidade de implementacdo e adequagdo para simulac¢des
em geometrias complexas. No entanto, as condi¢des bounceback standard tém a desvan-
tagem de s6 terem precisdo de primeira ordem, exceto para casos de geometria simples
nas fronteiras. Por essa razdo, surgiram outros esquemas de condicdo fronteira que

garantem uma precisdo de segunda ordem. Nomeadamente, as condigdes de fronteira
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half-bounceback, introduzidas por Ziegler [190], de reflexdo [50], half-bounceback da
distribuigdo ndo-equilibrio [191], extrapolacdo [43], [192], condi¢des de Zou e He [99].
Os esquemas bounceback e os esquemas de reflexdo sdo faceis de implementar e sdo
computacionalmente muito eficientes. Ambos podem ser aplicados a LBE com algu-
mas variagdes, Chen e al. [168], Matthaeus e al. [41], Zou e He [192], Filippova e Hanel
[65], Mei e al. [140], [141], Bouzidi e al. [26].

A facilidade de lidar com condi¢des de fronteira com geometrias complexas é uma

caracteristica muito importante do LGCA e do LBM.

Para um estudo mais detalhado dos AC, LGCA, LBM e suas aplicagdes, consultar
[170] e [185].
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Capitulo 6

Conclusodes e perspetivas de evolucao
futura

Este trabalho abordou vérios aspetos relativos a modelizacdo e simulagdo numérica da

equacdo de Navier-Stokes na forma da equagdo de Boltzmann:

e Foi estabelecida a relagdo entre trés férmulas de representacdo do operador de

colisdo da equacdo de Boltzmann, frequentemente encontradas na literatura.

e Foram apresentadas dedugdes formais das principais equagdes da dinamica de
fluidos a partir da equacdo de Boltzmann, modelo da teoria cinética que descreve

a evolugdo de um gés rarefeito.
e Foram apresentadas dedugdes do modelo LBGK.

e Foi estabelecida a formula¢do computacional do modelo LBGK e condi¢des de

fronteira, para o escoamento de Poiseuille.

No Capitulo 2 apresentou-se a equagdo de Boltzmann cldssica e estudaram-se trés for-
mulas de representagdo do operador de colisdo. A seguir, descreveram-se as principais
grandezas macroscépicas do modelo e as propriedades fisicas do operador de coliséo.
Estas tltimas incluem a equagdo de transporte, a funcdo de distribuicdo Maxwelliana e

de estado de equilibrio Maxwelliano e o teorema-H de Boltzmann.

No Capitulo 3, foram estabelecidos os limites hidrodindmicos da equacdo de
Boltzmann para as equagdes da hidrodindmica. Usaram-se os conceitos de expansao

de Hilbert, expansdo de Chapman-Enskog e analisaram-se vérios procedimentos de
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escala-tempo, necessarios para a deducdo das principais equagdes da hidrodinamica.
Em particular, foram deduzidas as equagdes de Euler e as equagdes de Navier-Stokes

quer para escoamentos de fluidos compressiveis e incompressiveis.

No Capitulo 4, abordou-se a equagdo de Boltzmann discreta e as suas principais
caracteristicas. Esta equagdo revelou-se de grande importincia na exposicdo do
Capitulo 5. Seguiu-se a apresentacdo de alguns modelos de velocidades discretas,
tendo sido dada especial atengdo aos modelos de Broadwell, para os quais foi

estabelecida a sua deducao.

No Capitulo 5, apresentou-se a equacgao de lattice Boltzmann (LBE), equagdo princi-
pal do Lattice Boltzmann Method (LBM). Inicializou-se o capitulo com uma exposicao
dos Autématos celulares e, de seguida, apresentou-se uma classe especial, os modelos
Lattice Gas Cellular Automata (LGCA), que incluem os modelos HPP, FHP e FCHC. A
seguir, a LBE em combina¢do com o modelo BGK, chamado modelo LBGK foi abor-
dado de duas formas diferentes. Primeiro, foi estabelecido a partir do LGCA e depois
foi deduzido como uma versao discretizada da equacdo de Boltzmann cldssica com o
modelo BGK. Depois, estabeleceram-se as férmulas computacionais do modelo LBGK
para as equagdes de Navier-Stokes incompressiveis e descreveram-se as condi¢des de
fronteira aplicadas, bem como a implementacdo do modelo LBGK. Por tltimo, foram

discutidos os resultados obtidos na simulacdo numérica do escoamento de Poiseuille.

Como acontece em todos os trabalhos cientificos, desenvolveu-se trabalho numa area
que se reconhece limitada e vislumbram-se varios outros temas que merecem estudo
no futuro. Assim, de uma forma sucinta e limitando as perspetivas a resultados que

seguem de perto a formulacdo apresentada, pode-se mencionar:

e Implementa¢do do modelo LBGK a diferentes condi¢des de fronteira, forcas, gra-
dientes de pressdo, tempos de relaxagdo, nimeros de Reynolds, modelos de lattice,

em particular, o modelo D2Q09i.
e Extensdo do modelo LBGK a diversos problemas da dindmica de fluidos.

e Aplicagdo da ferramenta matemética Calculo Fraciondrio.
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