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RESUMO

De acordo com as novas Metas Curriculares para a Matematica do Ensino Basico, destacam-se
trés grandes finalidades para o ensino da Matematica: a estruturacdo do pensamento, a analise do
mundo natural e a interpretacdo da sociedade.

Sdo vérias as situacbes em que os alunos questionam qual a utilidade e aplicabilidade da
disciplina de Matematica. Sendo uma disciplina cuja aplicabilidade a realidade é enorme, devemos
realizar atividades onde os alunos possam verificar a utilidade desta disciplina para uma melhor
compreensdo do nosso quotidiano.

Neste trabalho, pretendemos aprofundar conhecimentos relativamente a sequéncia de
Fibonacci, a sequéncia de Lucas e ao Numero de Ouro. Sendo estes temas pouco desenvolvidos nos
atuais programas do Ensino Basico e Secundario, achamos interessante estudar a histéria e relacdo
entre estas duas sequéncias, por terem caracteristicas matematicas muito importantes, que poderédo
servir de ponto de partida para lecionar outros conteddos e também pela sua utilidade na
demonstracdo da aplicabilidade da matematica a vida real.

Neste sentido, comecamos por fazer um enquadramento histdrico relacionado com a sequéncia
de Fibonacci e a sequéncia de Lucas, mostrando qual a relacdo entre as duas sequéncias, como surgiu
a sequéncia de Fibonacci e qual a sua ligacdo com o problema da reproducdo de coelhos. Também
abordamos a relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e 0 Nimero de Ouro.

Incluimos a demonstracdo de algumas propriedades importantes da sequéncia de Fibonacci e da
sequéncia de Lucas, bem como de algumas propriedades matematicas que relacionam estas duas
sequéncias. Apresentamos varios exemplos de aplicabilidade da sequéncia de Fibonacci e do Nimero
de Ouro nas mais variadas situacfes que nos rodeiam.

Fazemos um enquadramento destas tematicas no atual Programa de Matematica para o Ensino
Basico e uma reflexdo critica do novo Programa que entrara em vigor no ano letivo 2013/2014.

Seguem-se um conjunto de tarefas e respetivas planificacdes, de carater pratico e ludico, que
poderdo servir de recursos para aplicacdo em contexto de sala de aula, e representam uma proposta de

inclusdo do estudo destes temas no Programa de Matematica para o 3.° Ciclo do Ensino Bésico.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci; Sequéncia de Lucas; Numero de Ouro; Proposta de
Tarefas; Novo Programa de Matematica para o Ensino Basico.







ABSTRACT

According to the new goals for the Mathematics Curriculum of Basic Education, there are three
main purposes for the teaching of Mathematics: the structuring of thought, the analysis of the natural
world and the interpretation of society.

There are several situations in which students question the advantage and applicability of
mathematics. Being a subject whose applicability to reality is huge, we should carry out
activities/tasks where students can realize the usefulness of this subject for a better understanding of
our everyday lives.

In this work, we aim to extend our knowledge about Fibonacci sequence, Lucas sequence and
the Golden Number. Since these themes are not developed in current programs of the elementary and
secondary education, we found the study of the history and relationship between these two sequences
interesting, because they have very important mathematical characteristics that may serve as a
starting point to teach other content, and for its usefulness in demonstration of the applicability of
mathematics to real life.

In this sense, we begin by making a historical framework of the Fibonacci sequence and the
Lucas sequence, showing the relationship between these two sequences, how emerged the Fibonacci
sequence and what their connection to the problem of reproduction of rabbits. Also, we show the
relationship between the Fibonacci sequence and the Golden Number.

We include the proofs of some important properties of the Fibonacci sequence and the Lucas
sequence as well as some mathematical properties that relate these two sequences. We
demonstrate/show several examples of the applicability of the Fibonacci sequence and the Golden
Number in various situations that surround us.

We outline these issues in the current Mathematics program for Basic Education and a critical
reflection of the new program that comes into force in the present academic year 2013/2014.

We present a set of activities/tasks and respective lesson plans, all of them practical and
playful, which can serve as resources to apply in the context of the classroom, and represent a
proposal to include the study of these topics in Mathematics Program for 3 Cycle of Basic

Education .

Keywords: Fibonacci Sequence, Lucas Sequence, Golden Number, Proposal of tasks, New
Mathematics Program for Basic Education.
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INTRODUCAO

O processo educativo reveste-se de um significado tdo amplo como o proprio desenvolvimento
pessoal e social. Educar, atualmente, deve ser mais do que um conjunto de processos que visam a
aquisicdo de saberes. Devera contribuir para o desenvolvimento integral dos alunos, visando formar
cidadaos livres e autdbnomos, com espirito critico, responsaveis, solidarios, respeitando os outros e a
si proprio, aceitando as diferencas ideologicas e culturais, abertos ao didlogo e a toleréncia. O
professor desempenha, neste processo, um papel fundamental na dinamizagdo e no fortalecimento
das competéncias que visam o crescimento e desenvolvimento harmonioso e integral dos jovens.

Um dos maiores desafios que enfrentamos, enquanto professores de Matematica, é o de mostrar
aos alunos a beleza desta ciéncia, que sempre despertou 0 nosso interesse, e qual a sua aplicacdo em
tudo o que nos rodeia. Sao frequentes os alunos que nos questionam qual a aplicacdo de determinados
conteudos de Matemaética a realidade. Com a realizacdo deste Relatorio, pretendemos mostrar a
aplicacdo da matematica em vaérias situagdes do nosso quotidiano, que tal como Monteiro (2006, p. 1)
afirma “(...) o pensamento matematico permite ao aluno fazé-lo compreender o0 mundo que nos
rodeia e perceber quando deve utilizar este ou aquele modelo matematico (...)”.

Consideramos que o desenvolvimento destes temas pode ser bastante rico, uma vez que “(...)
permite ao professor rever, ampliar e aprofundar diversos conceitos e procedimentos ligados aos
nimeros irracionais, razdo, proporcdo, semelhanca de figuras planas, construgdes geométricas e
demonstragdes (...)” (Oliveira, 2010, p.13).

O trabalho realizado neste Relatério tem como principais objetivos:

- Mostrar a Historia da sequéncia de Fibonacci, desde o surgimento do problema dos coelhos,
até a sua ligacdo com o Numero de Ouro;

- Demonstrar algumas relacdes entre a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas;

- Estudar algumas propriedades matematicas destas duas sequéncias;

- Melhorar o ensino-aprendizagem da Matematica, mostrando a relagdo destas sequéncias e do
Numero de Ouro com tudo o que nos rodeia;

- Propor algumas tarefas para desenvolver os temas “sequéncia de Fibonacci”, “Sequéncia de
Lucas” e “Numero de Ouro” no 3.° Ciclo do Ensino Basico;

- Fazer uma proposta de incluséo dos temas “sequéncia de Fibonacci” , “sequéncia de Lucas” e
“Numero de Ouro” nos conteudos de Matematica do 3.° Ciclo do Ensino Basico;

- Fazer uma reflexdo critica acerca do novo Programa de Matematica do Ensino Basico, que

entrara em vigor no ano letivo 2013/2014.




Este Relatorio visa aprofundar os conhecimentos acerca da sequéncia de Fibonacci, visto que é
uma tematica pouco explorada no atual programa de Matemética do Ensino Bé&sico e do Ensino
Secundario. Associar o estudo da sequéncia de Fibonacci ao ensino da matemética pode tornar
determinados conceitos da Matematica, mais claros e atrativos, sendo grande a variedade de
conteudos que podem ser explorados com tal recurso.

E nosso objetivo completar estes tOpicos com propostas de atividades, inovadoras e
estimulantes, que auxiliem o professor na sua pratica letiva. Algumas atividades propostas poderao
ser complementadas com recurso ao software de geometria dindmica Geogebra, ferramenta que
ajudara os alunos a terem uma visao mais interativa no desenvolvimento de tarefas que contemplam o
estudo destes topicos.

Este Relatério encontra-se dividido em seis capitulos. No 1.° capitulo é feito o enquadramento
tedrico e historico da sequéncia de Fibonacci, da sequéncia de Lucas e do Numero de Ouro. Faz-se
uma breve referéncia a alguns dados biograficos de cientistas cujo trabalho esteve relacionado com a
sequéncia de Fibonacci ou a sequéncia de Lucas. Os dados biograficos referidos sdo uma sumula de
varios documentos, consultados durante a elaboracdo deste trabalho, que se encontram referenciados
na bibliografia apresentada no final.

No 2.° capitulo, apresentamos algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e da sequéncia
de Lucas, incluimos as respetivas demonstraces, bem como algumas propriedades matematicas que
relacionam estas duas sequéncias.

No 3.° capitulo, o principal objetivo é mostrar a aplicacdo destes conteddos no mundo que nos
rodeia. Apresentamos algumas aplicacdes da sequéncia de Fibonacci e do Numero de Ouro nos
contetidos do curriculo de Matemaética, na arquitetura, na pintura, na natureza, no design, na masica e
na literatura.

No 4.° capitulo, apresentamos as orientacdes oficiais do Programa de Matematica do 3.° Ciclo
do Ensino Béasico, bem como uma reflexdo critica sobre o novo Programa de Matematica para o
Ensino Bésico, que entrara em vigor a partir do ano letivo 2013/2014.

No 5.° capitulo, propomos a inclusdo, mais pormenorizada, do estudo da sequéncia de
Fibonacci, da sequéncia de Lucas e do Numero de Ouro nos contetdos do curriculo de Matematica
do Ensino Bésico, com um conjunto de tarefas, a realizar em ambiente de sala de aula, que auxiliem
os docentes no desenvolvimento desses subtdpicos.

Por fim, no 6.° capitulo, apresentamos as conclusdes do trabalho desenvolvido, bem como
algumas limitacOes ao estudo destes topicos.

No final deste trabalho apresentamos uma lista de documentos que serviram de suporte a

)

realizacdo deste trabalho, incluindo referéncias online.




Todas as figuras e tabelas que constam deste trabalho, que ndo foram elaboradas pelo autor
deste texto, estédo devidamente referenciadas.

Realcamos ainda que este trabalho contém o anexo I, onde constam os principios de Inducéo
Matematica usualmente utilizados nas demonstracfes de algumas propriedades das sequéncias de
Fibonacci e de Lucas, incluidas neste trabalho e o anexo Il, que contém o novo Programa de
Matematica para o 3.° Ciclo do Ensino Basico.







CAPITULO | - A SEQUENCIA DE FIBONACCI E A SEQUENCIA DE LUCAS

1.1. Enquadramento tedrico e pertinéncia do estudo

Sobreviver e desvendar a natureza foram as primeiras preocupa¢des do homem. O fascinio pelo
desconhecido despertou inquietacdo e sede de conhecimento, que o levaram a descoberta do mundo e
de si mesmo.

O conhecimento matemaético nasceu e desenvolveu-se a partir da necessidade e esfor¢o do
homem em tentar explicar e entender o mundo & sua volta. As grandes descobertas matematicas
nasceram do estudo aprofundado da natureza e de todo o universo.

A Histéria da Matematica € um tema transversal a todas as tematicas da disciplina de
Matemética, desde o 1.° Ciclo do Ensino Bésico até ao Ensino Secundario.

Os conhecimentos em Histéria da Matematica permitem compreender melhor as fases pelas
quais passaram 0s nossos antepassados para chegarem aos conhecimentos atualmente ensinados.

Ja no antigo Programa de Matematica do Ensino Basico, que estard& em vigor até a sua

substituicdo completa pelo novo Programa, se considera que:

“Os alunos devem ser capazes de apreciar a Matematica, isto €, devem ser capazes de
mostrar conhecimento da Histéria da Matematica e ter apreco pelo contributo para a
cultura e para o desenvolvimento da sociedade contemporanea”.

“(...) a Historia da Matematica pode evidenciar o desenvolvimento de determinadas
ideias matemaéticas, apresentando-a como uma ciéncia viva e em evolugdo (...)”
(Ponte et al., 2007, p. 6).

Apesar das diretrizes evidenciadas neste Programa de Matemaética, no sentido de usar a Historia
da Matematica como um recurso, Nnos manuais escolares recorre-se ainda muito pouco a Histéria da
Matematica como forma de clarificar o aparecimento de determinados conceitos matematicos.

Tendo em atencdo as diretrizes do Curriculo Nacional do Ensino Basico (2001), a Historia da
Matematica deve ser usada nas aulas, pelos professores, para que os alunos compreendam o0s
pressupostos das teorias que lhes séo ensinadas.

Citando um grande teérico da educaco matemética, Ubiratan D’ambrosio’:

! Doutor em matemética, é um teérico da educacdo matematica e um dos pioneiros no estudo da etnomatematica.




“Uma percecao da historia da matematica ¢ essencial em qualquer discussdao sobre a
matematica e o seu ensino. Ter uma ideia, embora imprecisa e incompleta, sobre
porque e quando se resolveu levar o ensino da matematica a importancia que tem hoje,
sdo elementos fundamentais para se fazer qualquer proposta de inovacdo em educacao
matematica e educacdo em geral. Isso é particularmente notado no que se refere a
contetdos. A maior parte dos programas consiste de coisas acabadas, mortas e
absolutamente fora do contexto moderno. Torna-se cada vez mais dificil motivar
alunos para uma ciéncia cristalizada. Ndo é sem razao que a histéria vem aparecendo

como um elemento motivador de grande importancia.” (2003, p. 29)

O tema escolhido para este trabalho foi “A sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas:
propostas praticas de exploracdo no 3.° Ciclo do Ensino Basico”. Este tema poder-se-a inserir no
topico, agora denominado por “Fungdes, sequéncias e sucessdes” (FSS), do novo Programa de
Matematica do Ensino Basico. A tematica das “Sequéncias e Regularidades” € introduzida logo no
2.% ano de escolaridade do 1.° Ciclo do Ensino Basico, sendo-lhe dada bastante importancia no 2.° e
3.2 Ciclos, bem como no Ensino Secundario.

O novo Programa de Matematica para o Ensino Basico baseia-se em cinco grandes tematicas:
Numeros e Operacbes (NO); Geometria e Medida (GM); Funcgbes, Sequéncias e Sucessdes (FSS);
Algebra (ALG) e Organizagéo e Tratamento de Dados (OTD).

Com o tema escolhido para este trabalho, que foca, principalmente, o estudo da sequéncia de
Fibonacci e a da sequéncia de Lucas, podemos trabalhar tarefas que envolvam, essencialmente,
quatro dos cinco dominios de conteddos propostos para o 3.° Ciclo do Ensino Bésico: “Fungdes,
Sequéncias e Sucessdes”, “Nimeros e Operagdes”, “Geometria e Medida” e “Algebra”.

No que diz respeito aos dominios da Algebra, das Funcdes, Sequéncias e Sucessdes, estes ndo
aparecem como temas matematicos individualizados nos contetdos a lecionar no 1.° Ciclo do Ensino
Basico, no entanto, as ideias algébricas estdo presentes nos contetdos a lecionar para este nivel de
ensino, (...) “ no trabalho com sequéncias, ao estabelecerem-se relacGes entre nimeros e entre
nameros e operagdes, e ainda no estudo de propriedades geomeétricas, como a simetria (...)” (Ponte et
al., 2007, p. 7).

De acordo com National Council of Teachers of Mathematics (2000, citado por Ponte, 2006,

p.7), 0 pensamento algébrico diz respeito a quatro grandes dimensdes, nomeadamente:

“- Compreender padrdes, relacdes e fungdes (Estudo das estruturas);




- Representar e analisar situacdes matematicas e estruturas, usando simbolos
algébricos (Simbolizagao);

- Usar modelos matemaéticos para representar e compreender relagfes quantitativas
(Modelacéo);

- Analisar mudanca em diversas situacdes (Estudo da variacdo).”

Assim sendo, o desenvolvimento do pensamento algébrico, deve ser trabalhado, desde o 1.°
Ciclo do Ensino Basico até ao 12.° ano de escolaridade, envolvendo o estudo de estruturas algébricas,
a simbolizacao, a modelacgéo e o estudo da variacao.

A temética das “Sequéncias e Regularidades” é fundamental para o desenvolvimento do
pensamento algébrico, que deve ser desenvolvido, a partir dos primeiros anos de escolaridade, para
que os alunos tenham um percurso de aprendizagem prévia no 1.° e 2.° Ciclos, que possibilite um
maior sucesso de aprendizagem posterior.

De acordo com Manson, Graham & Wilder (2005, citados por Saraiva et al., 2010, p. 5):

“O pensamento algébrico envolve, por um lado, a capacidade de calculo e a
capacidade de trabalhar com estruturas matematicas usando os simbolos algébricos na
resolucdo de problemas, e, por outro lado, envolve a capacidade de generalizar. O
reconhecimento da generalidade e a sua articulacdo é uma aptiddo ao alcance de todos

os alunos e é vital para eles, caso queiram participar completamente na sociedade”.

O processo de generalizacdo de uma sequéncia requer, segundo Rojano (2002, citado por
Saraiva et al., 2010, p. 5) a passagem por quatro fases fundamentais, que vao da simples obtencao de
termos de uma sequéncia, até a obtencdo de uma expressao algébrica que a defina, seguindo-se a sua

aplicacdo na resolucédo de problemas:

“1.2 Construcdo mental da regra geradora dos termos dessa sequéncia — € um processo
mental que ocorre, por exemplo, quando o aluno é capaz de obter qualquer termo de
uma sequéncia sem ter necessidade de calcular consecutivamente todos 0s seus termos
até chegar ao termo daquela ordem;

2.2 Escrita da regra em linguagem corrente — € a obtencédo da regra mental, com
recurso a linguagem natural, ou numérica;

3.2 Tradugdo da regra em simbologia algébrica — obtencdo da formula que corresponde

a generalizagdo simbdlica;




4.2 Manipulacdo da generalizacdo — através do seu uso na resolucdo de problemas que

envolvam a sequéncia em causa.”

Com a entrada em vigor do novo Programa de Matematica do Ensino Bésico, uma nova
abordagem aos temas torna-se necessaria. Neste sentido, pensamos em desenvolver um conjunto de
tarefas que auxiliem os professores na sua préatica letiva e que visem desenvolver, especialmente, 0s
dominios das “Fungdes, Sequéncias e Sucessdes” e “Numeros e Operagdes”’, bem como uma
proposta de inclusdo da sequéncia de Fibonacci e nos conteidos do curriculo do Ensino Basico.

Neste trabalho abordamos um pouco da Historia da sequéncia de Fibonacci e da sequéncia de
Lucas, que se tornaram muito famosas pelas suas importantes propriedades, pelas suas relagcdes e
suas aplicacOes nas mais diversas areas.

Atualmente, nos manuais escolares do Ensino Basico, apenas sdo feitas algumas referéncias a
sequéncia de Fibonacci, sem indicar a sua origem ou as suas aplicacBes na vida quotidiana. Os
manuais escolares do Ensino Secundario fazem referéncia a esta sequéncia, abordando um pouco da
sua Historia, bem como algumas das suas aplicacdes no dia - a - dia. N&o ha referéncias em relagdo a
sequéncia de Lucas, talvez por ser muito similar a sequéncia de Fibonacci.

Existem alguns manuais escolares de Matematica do Ensino Béasico e do Ensino Secundario
que fazem referéncias a Histéria do Numero de Ouro, considerando-o como um ndmero irracional,
contetido que faz parte do atual Programa de Matematica, no 8.° e 9.° anos de escolaridade, no
entanto, ndo apresentam tarefas pertinentes onde possam utilizar e aplicar este nimero.

A escolha do tema para este Relatorio deve-se a varias razdes, nomeadamente: pelo facto da
sequéncia de Fibonacci, da sequéncia de Lucas e do Numero de Ouro serem tematicas muito
importantes, pouco desenvolvidas nos atuais manuais escolares do Ensino Oficial; pela grande
importancia que é dada aos dominios, agora denominados por “Fungdes, Sequéncias e Sucessdes” e
“Numeros e Operagdes”, do novo Programa de Matematica para o Ensino Bésico; pela forma como
podemos observar a aplicacdo destes conceitos a varias situacfes da realidade, sendo muito Uteis para
que os alunos compreendam que a Matematica se aplica na vida real e, pelo facto de serem conceitos
que envolvem determinados contetdos de Matematica fundamentais para o Ensino Basico, como por
exemplo, razBes, proporcdes, nUmeros irracionais, Teorema de Pitagoras, construcGes geomeétricas,
etc.. Por todas estas razdes justifica-se uma nova abordagem destes temas, bem como a proposta de
tarefas para aplicar em ambiente de sala de aula, que poderdo servir de recursos para O

desenvolvimento destes topicos.




1.2. Leonardo de Pisa (1170-1250)

Fibonacci’s
Liber Abaci

Leonardo Pisano’s
Book of Calculation

L.E. SIGLER

Figura 1: Leonardo de Pisa 2 Figura 2: “Liber Abaci” ®

Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, nasceu por volta do ano de 1170, em Pisa,
Italia. O seu pai chamava-se Guilielmo Bonnacci (apelido gue significava “homem de boa natureza™)
era um grande mercador, tendo uma ampla rede de negdcios comerciais no norte da Costa Africana.
O nome Fibonacci significa “filho de Bonacci”.

Ainda jovem, Fibonacci viajou para o Norte de Africa, onde o seu pai trabalhava como Cénsul
da Republica de Pisa. As funcdes oficiais de Guilielmo Bonnacci eram ligadas a alfandega, e,
portanto, ao comércio internacional. Durante as suas viagens, Leonardo de Pisa estudou com
professores mugulmanos e viajou pelo Egito, Siria e Grécia, tendo apreendido conhecimentos
profundos de métodos algébricos arabes, inclusive os algarismos indo-arabicos.

Em Pisa, ainda por influéncia do velho Império Romano, usava-se a notagdo numerica que hoje
conhecemos por “algarismos romanos”, enquanto no Norte da Africa ja se usava o “modus Indorum”,
ou “método dos hindus”, a notagio trazida da India pelos arabes, aquela que por esta razdo
conhecemos por “algarismos arabicos” e passamos a usar no sistema numérico posicional de base
dez, o “sistema decimal”.

Leonardo de Pisa achou a notacdo numérica usada pelos arabes, tdo mais simples e, sobretudo,
0 uso do seu sistema numérico posicional, tdo mais facil, que dedicou toda a juventude ao seu estudo,

viajando pela Africa e Europa Mediterranea para manter contacto com os mais eruditos matematicos

2 Fonte: http://pensamentojovem.blog.terra.com.br/2010/06/18/leonardo-fibonacci/
® Fonte: http://www.ebook3000.com/Fibonacci-s-Liber-Abaci_60105.html (Tradug&o em inglés moderno do livro de
Leonardo de Pisa, “Book of Calculation”, por Laurence Sigler, (New York Springer, 2003), ISBN: 0-387-40737-5).
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do mundo Arabe e instruir-se nos mistérios da obra de Al-Khwarismi (grande matematico e
astronomo da ldade Média), apenas retornando a Pisa, no ano de 1200.

Quando regressou a Itélia, Fibonacci publicou o seu primeiro livro “Liber Abaci” (Livro do
Abaco ou Livro do Calculo), em 1202, sendo um trabalho muito completo sobre métodos e
problemas algébricos, onde recomenda vivamente 0 uso dos nimeros indo-arabicos. O livro tem um
nome enganador pois 0 que Leonardo de Pisa pretendia era demonstrar as vantagens dos algarismos
arabes para o célculo, em detrimento dos antigos métodos romanos, onde os abacistas recorriam ao
abaco e aos niUmeros romanos.

O livro “Liber Abaci” é composto por quinze capitulos: os primeiros sete sdo dedicados a
explicacOes sobre a notacdo indo-arébica e suas aplicagdes; neles sdo descritos 0os novos algarismos,
sendo, pela primeira vez, mencionado o zero na literatura cientifica ocidental, fazendo uso de um
conceito totalmente novo que permitia o preenchimento de uma posi¢do decimal “vazia” com 0 USO
deste simbolo, proporcionando a utilizacdo de sistemas numéricos posicionais, e deixando de lado a
notacdo com algarismos romanos, que era empregada até entdo.

Fazendo uma andlise mais pormenorizada aos quinze capitulos, os temas que Fibonacci trata
em cada um deles sdo diversificados. De acordo com Estrada et al. (2000, p. 452), no livro “Liber

Abaci” podemos encontrar 0s seguintes temas:

“- numeracao de posi¢do, no primeiro capitulo;

- multiplicacdo, adicdo, subtracdo e divisdo de inteiros, respetivamente no segundo,
terceiro, quarto e quinto capitulos;

- fracBes, designadamente decomposi¢do em quantésimos, a semelhanga dos métodos
egipcios, no sexto e sétimo capitulos;

- aplicacBes comerciais, no oitavo e nono capitulos;

- problemas, no décimo capitulo;

- anélise indeterminada do primeiro grau, no décimo primeiro capitulo;

- estudo de problemas de falsa posicéo, simples e dupla, no décimo segundo e décimo
terceiro capitulos;

- calculos com radicais quadraticos e cubicos, no décimo quarto capitulo;

- estudo de problemas numéricos de geometria e resolucdo de equacfes do segundo

grau, no décimo quinto capitulo”.

Esta obra de Fibonacci, contém uma colecdo de problemas que, durante séculos, serviu como

fonte de pesquisa a autores de textos sobre Aritmética e Algebra. Foi um desses problemas, sobre a
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reproducédo dos coelhos, que imortalizou 0 nome de Fibonacci, pois dele teve origem a sequéncia de
Fibonacci, sendo esta a descoberta que o tornou um dos matematicos mais populares e talentosos da
Idade Média. Esta sequéncia foi mais tarde estudada e “batizada” pelo matematico Francois Edouard
Anatole Lucas.

A obra “Liber Abaci” foi de tal modo famosa que o imperador Frederici Il (1194-1250) se
deslocou a Pisa, em 1225, para se encontrar com Leonardo de Pisa e organizar um concurso
matematico, do qual foi o vencedor.

Fibonacci foi um dos matematicos mais importantes da Europa Medieval, sendo a maior parte
da sua obra demasiado avancada para ser compreendida pelos seus contemporaneos. No entanto,
tornou acessivel aos sdbios da Italia da Renascenca, conhecimentos matematicos dos gregos e dos
arabes, contribuindo para estimular fortemente o desenvolvimento da Algebra da época.

Além de “Liber Abaci”, Fibonacci publicou outras obras cujos contetdos incluem a resolucéao
de equacdes. Sdo exemplo disso as obras: “Pratica Geometriae”, em 1220 e “Liber Quadratorum” e
“Flos”, em 1225.

1.3. Edouard Lucas (1842-1891)
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Figura 3: Edouard Lucas * Figura 4: “La Tour d’Hanoi”°

* Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Lucas
® Fonte: (Costa, 2011, p. 43).
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Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), estudou na Ecole Normale, em Amiens, em
Franca. Apds servir, como oficial de artilharia, durante a guerra Franco-Prussiana, de 1870 a 1871,
tornou-se professor de Matematica no Lycée Saint Louis e, seguidamente, no Lycée Charlemagne,
ambos localizados em Paris.

Lucas ficou conhecido pelos resultados obtidos com a teoria de nameros, e particularmente
pelos seus estudos sobre a sequéncia de Fibonacci.

Publicou diversos trabalhos, entre os quais as suas famosas “Récréations mathématiques”, hoje
um classico, em diversos volumes publicados de 1882 a 1894. Nas edi¢cbes destas famosas obras,
usava o pseudonimo de Mandarim N. Claus.

O problema das Torres de Handi apareceu na obra “Récréations mathématiques — quatriéme
volume”, editado em 1883. Posteriormente, este quebra-cabeca foi apresentado de forma especifica,
mais completa e elaborada em 1889, através da sua publicacdo “Jeux Scientifiques pour servir a
["Histoire, a I’Enseignement et a la Pratique du Calcule et du Dessin — la Tour d’Hanoi

O seu trabalho sobre o problema das Torres de Handi foi tdo completo, interessante, divertido,
esclarecedor e matematicamente tdo bem conseguido, que o tornou conhecido, até aos dias de hoje,

como sendo o “inventor” do quebra-cabecas Torres de Hanoi.

1.4. O problema dos coelhos e a sequéncia de Fibonacci

De entre os problemas contidos no livro “Liber Abaci”, destaca-se 0 famoso “Problema dos
coelhos”, que pode ser enunciado, de acordo com Corbalédn, (2010, p. 33), da seguinte forma:
“Quantos casais de coelhos teremos ao fim de um ano, se comegarmos com um casal que todos os
meses gere outro casal, 0 qual, por sua vez, comece a procriar aos dois meses de idade?”, admitindo-
se que ndo ha mortes de coelhos neste processo.

Para a resolucdo deste problema, parte-se de um casal de coelhos recém-nascidos que somente
apos o primeiro més atingem a maturidade e acasalam. Assim, no final do segundo més, a fémea da a
luz o primeiro casal de coelhos. Consequentemente, no terceiro més ha dois casais de coelhos, 0s
adultos e os recém-nascidos. Os casais adultos acasalam, novamente, e ao final do 3.° més procriam.
No 4.° més, existirdo trés casais, um que acabou de nascer e mais dois casais aptos a procriarem. No
més seguinte, 5.° més, os dois casais de coelhos adultos produzem, cada um, um novo casal, ficando
com cinco casais. No sexto més existirdo oito casais, sendo cinco casais adultos aptos a procriarem e
trés novos casais. No sétimo més, cada um dos cinco casais adultos dara & luz um novo casal e 0s trés

novos casais ficam adultos, aptos para procriarem no més seguinte, perfazendo um total de treze




casais. No oitavo més existirdo vinte e um casais, no nono més, trinta e quatro casais e assim
sucessivamente, obtendo assim, a sequéncia de Fibonacci.
Observa-se a Figura 5 que mostra a “arvore genealdgica” da reproducdo dos coelhos até ao

quinto més:

Ndomaoro de casais
1

Figura 5: “Arvore geneal6gica” da reproducéo dos coelhos até a0 5.° més °

Seguindo 0 mesmo raciocinio para 0S meses seguintes, Fibonacci observou a seguinte

sequéncia, para a reproducéo de coelhos:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...,Fy_y , Fy_1, Ey, Fpaq, -

Analisando esta sequéncia, o primeiro termo é zero, os dois seguintes termos sdo iguaisa 1 e
cada um dos restantes € obtido somando os dois termos que o antecedem. Matematicamente,
podemos escrever os termos da sequéncia de Fibonacci, usando a seguinte formula:

Fhb=0F=1eF,=F,_,+F,_; para = 2. (1D

Por conveniéncia, ao longo do texto s6 nos referiremos ao termo F, para nos facilitar algumas
demonstracdes de propriedades desta sequéncia, caso contrario, esta sequéncia serd considerada com
inicio em F,. Alias, em muitos artigos de investigacdo e textos publicados na literatura, a sequéncia
de Fibonacci tem como primeiro termo F;, em vez do termo, F,,.

A sequéncia de Fibonacci é muito interessante pelas propriedades matematicas que apresenta e
por aparecer em situacOes variadas do nosso quotidiano, como na natureza, na pintura, na arquitetura,
no design, no corpo humano, na escultura, na musica, etc..

De facto, muitos trabalhos de investigacdo cientifica tém sido desenvolvidos, desde a

antiguidade, sobre a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas, como por exemplo, é o caso de

® Fonte: http://www.brasilescola.com/matematica/sequencia-fibonacci.htm
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Hoggatt (1969), de Vorobiov (1974), e mais recentemente, destacamos os trabalhos de Caldwell et al.
(2010), Marques (2013), Shattuck (2013), Pacci et al. (2013), Neto (2013), entre muitos outros.

O estudo dos numeros de Lucas e dos numeros de Fibonacci despertaram o interesse para a
investigacao de outro tipo de nimeros. Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos recentemente acerca
do estudo das propriedades de varios tipo de numeros, destacamos por exemplo, os trabalhos de Jhala
(2013), Catarino (2013) e de Catarino et al. (2013).

1.5. Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856)

Figura 6: Jacques Binet ’

Jacques Binet, matematico e astronomo francés, nasceu em Rennes, em Franca, dia 2 de
fevereiro de 1786 e morreu em Paris, dia 12 de maio de 1856.

Estudou na famosa Ecole Polytechnique, em Paris, em 1804 e, depois de se formar, trabalhou
para o Departamento de Pontes e Estradas do governo francés.

Em 1807, era professor na Ecole Polytechnique, e, um ano depois, foi nomeado assistente do
professor de Anélise Aplicada e Geometria Descritiva. Em 1814 tornou-se examinador de Geometria
Descritiva, sendo, posteriormente, nomeado sucessor de Poisson na cadeira de Mecanica. Em 1816,
era inspetor de estudos da Ecole Polytechnique e editor da publicacdo “Lagrange Mecanica
Analitica”, que foi publicada dois anos ap6s a morte de Lagrange. Em 1823, foi nomeado professor
para a cadeira de Astronomia, no College de France.

Binet era um grande defensor publico do rei Charles X. Devido a revolucdo francesa, de 1830,

Charles X teve de abdicar do trono, sendo Louis-Philippe proclamado rei de Franga. Nessa altura,

" Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/Jacques_Philippe Marie Binet
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Binet foi demitido do cargo de inspetor de estudos da Ecole Polytechnique, tendo-se mantido como
diretor do departamento de Astronomia no Collége de France, durante cerca de trinta anos.

As contribui¢bes de Binet para os campos da Matematica, da Mecénica e da Astronomia séo
numerosas. Ele pesquisou os fundamentos da teoria das matrizes, descobrindo a regra para
multiplicar matrizes. Contribuiu para a teoria de nimeros, escrevendo sobre o algoritmo de Euclides,
inclusive, podemos utilizar o algoritmo de Euclides para provar que na sequéncia de Fibonacci, dois
termos consecutivos sdo primos entre si, isto é, 0 maximo divisor comum entre esses dois nimeros é
igual a um (a demonstracao encontra-se no capitulo seguinte).

Binet redescobriu uma formula que, aparentemente, ja era conhecida, no século XVIII, pelos
matematicos Leonard Euler (1707-1783) e Abraham Moivre (1667-1754), que permite expressar 0 n-
ésimo numero da sequéncia de Fibonacci. A formula permite encontrar o valor de qualquer nimero
de Fibonacci, F,, conhecendo apenas o seu lugar, n, na sequéncia. Esta formula ficou conhecida
como “formula de Binet”, em sua homenagem.

Pesquisou sobre as equacdes de diferencas finitas e, junto com o seu compatriota Lucas, foram
precursores do grupo “American Mathematical” do século XX, que em 1963, fundou a “Associagdo
Fibonacci” e comegou a publicar a revista "The Fibonacci Quarterly "2

Recebeu, em 1821, a Ordem da “Légion d'Honneur” e foi eleito membro da “Académie des

Sciences”, em 1843.
1.6. O NUmero de Ouro

O Numero de Ouro, também chamado de proporcao aurea, nUmero aureo ou razao aurea, € um
dos numeros irracionais mais misteriosos e enigmaticos que se conhece. Despertou o interesse de
muitos matematicos na Idade Média e no Renascimento. E considerado por muitos como o simbolo
da harmonia, da perfeicdo e da proporcionalidade.

Representa-se pela letra grega @ (fi), em homenagem a Fidias, escritor e arquiteto grego,
construtor da Acropole Partendn, de Atenas. Este niumero apareceu, inicialmente, na tentativa de
dividir um segmento de reta em duas partes, para que a razdo entre o comprimento total desse
segmento e a sua maior parte fosse igual a razdo entre o comprimento da maior parte e 0

comprimento da menor parte. A raz&o encontrada chamou-se razdo aurea ou Numero de Ouro.

, . 1+v5 . ,
O valor exato do Numero de Ouro é @ = T\/_ Qualquer obra onde surgisse este niUmero nas

suas proporcoes, era associada a um padréo de beleza artistica; assim quando um quadro, uma pintura

® Fonte: www.fg.math.ca



http://www.fq.math.ca/

ou uma construcdo apresentava medidas cuja razao fosse igual ao Numero de Ouro, era considerado
harménico, belo e perfeito.

Os retangulos que obedecam a razdo &urea ou divina propor¢do sdo considerados mais
agradaveis aos olhos, e, por essa razdo, foram muito utilizados em obras de arquitetura, pintura ou
arte de grandes artistas tais como Leonardo da Vinci, Salvador Dali, Miguel Angelo, Sandro
Botticelli e Luca Pacioli, entre outros.

O Numero de Ouro foi estudado pelos gregos hum contexto geométrico. Aparece na famosa
obra “Elementos de Geometria”, de Euclides, escrito cerca de 300 anos a.C.. Esta obra € composta
por treze livros, onde aparece a razdo aurea em varias figuras planas e sélidos.

No livro VI de Euclides, pode-se destacar o seguinte texto, traduzido em portugués: “Diz-se
que uma reta esta dividida em média e extrema razdo quando o comprimento da linha total esta para a
parte maior como esta parte maior esta para a menor” (Corbalan, 2010, p.23). Isto significa que o
todo esta para a parte, assim como a parte esta para o resto.

Sejam A, B e C trés pontos de um segmento de reta [4,B]e AB = x,AC=1¢e CB = x — 1, tal

como mostra na seguinte figura :

X

Figura 7: Segmento aureo

De acordo com a afirmacéo anterior, obtemos a seguinte proporg&o:
X 1
— = sx(x-1)=1x1eox*-—x—-1=0.
1 x-1
Aplicando a férmula resolvente, vem:

__—\/T I
x = (—DFV(-1)2—4x1x( 1)(=>x=ﬂ§.

2X1 2

- ~ . . 1+vV5 1-v5
Esta equacdo tem duas solucdes, uma positiva e outra negativa: x = T\/— ou x= T\/— Como se

trata, neste contexto, de medidas de comprimentos de um segmento de reta, s6 faz sentido considerar
a solucéo positiva, ou seja:

1++/5

X = = 1,6180339887 ...

O numero que €é solucdo da equacdo do 2.° grau acima apresentado é o chamado NUmero de Ouro,

denotado por : @ = 1+f.




Outro matematico que foi muito importante para a divulgacdo do Numero de Ouro foi Luca
Pacioli (1445-1514), que publicou um tratado em 1509, “De Divina Proportione”, onde surgem
estudos sobre poligonos, poliedros regulares e a razdo de Ouro. Este livro é impressionante pelas suas
ilustracGes, que foram atribuidas a Leonardo da Vinci (1452-1519).

Leonardo da Vinci ficou conhecido como matematico, mas a sua mente irrequieta,
caracteristica do Homem do Renascimento, ndo se ocupava somente de Algebra, Geometria e
Aritmética. Foi também um artista e engenheiro, usando nas suas mais variadas obras de arte, o
Numero de Ouro.

Podemos encontrar o0 Namero de Ouro em inumeras situa¢fes, como nas piramides do Egito,
nas obras de Botticelli, de Leonardo Da Vinci e de Salvador Dali, na sequéncia de Fibonacci, na
natureza, no corpo humano, nos fratais, etc..

Existe uma relacdo muito estreita entre a sequéncia de Fibonacci e o NUmero de Ouro. A
sequéncia de Fibonacci ndo é limitada superiormente, mas se considerarmos a sequéncia (u,),, n €
N como sendo o quociente entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, obtemos a

Fntq

sequéncia (uy), = ( :
n

) , qQue tende para a razdo aurea quando n cresce, ou seja, as razdes que
n

resultam dos termos da sequéncia (u,,),, vao-se aproximando do Numero de Ouro:

Fnva _ 140V5 _
Fn 2 '

lim, ;0

Podemos verificar que a medida que n tende para mais infinito, os termos da sequéncia

F ~ 7z . e
(Up)p = ( ’;“) , tendem para a raz&o aurea, tal como podemos observar no seguinte gréafico:
n’n

Razio entre termos sucessivos
da sequéncia de Fibonacci

1T 1 2 3 5 & 13 1 MM 55 B 144
Mameros de Fibonacei

Figura 8: Gréafico das razdes entre os termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci. °

® Fonte: http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/segfibl.htm
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CAPITULO Il: PROPRIEDADES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI E DA
SEQUENCIA DE LUCAS

2.1. Propriedades da sequéncia de Fibonacci

E usual, em muitas das demonstracbes de propriedades de sequéncias de nimeros naturais
definidas por recorréncia, usar-se a inducdo matematica. Também no caso das sequéncias de
Fibonacci e de Lucas € comum o uso do Principio de Indu¢do Matematica na demonstracdo de
algumas das suas propriedades. Apenas para relembrar os Principios de Indugdo Matematica, ver por
exemplo, os que constam do anexo | a este relatorio e que estao referenciados em Aradjo et. al (2011,
pp. 2-5), encontrando-se, no entanto, em muita literatura.

Apresentamos, de seguida, algumas propriedades referentes aos nimeros de Fibonacci e aos
numeros de Lucas e respetivas demonstracdes. Tal como ja foi referido, estas duas sequéncias
numéricas sao muito similares e relacionam-se entre si, 0 que € visivel em algumas propriedades que

evidenciam a relacdo entre estas duas sequéncias.

Propriedade 1.
F1+F2+F3+"'+Fn=Fn+2—1, vn € N,

Demonstracao: Ja sabemos que os termos da sequéncia de Fibonacci podem ser definidos como

em (1) . Temos:

FO =O, Fl = 1 e Fn_z =F’l’l_F1’l—1 paranzz

Sendo assim, podemos escrever cada termo da sequéncia da seguinte forma:

Fy = F3 — F;
F, =F, — F3;
F3 =F5 — Fy;

Fpo1 = Fupq — E;

Fy = Fuy2 — Fpya.




Somando membro a membro, obtemos

Fi+Fy,+F++F,_ +E =
(F3 = F) + (Fy — F3) + (Fs — F) + -+ (Fpy — ) + (Fpyz — Frg)-

Simplificando a expressdo anterior, notemos que se anulam todos os termos, exceto —F, € F, 5. A
soma dos primeiros n termos da sequéncia traduz-se pela seguinte expressao:

Fi+F,+ -+ F,_1+F, = —F, + Fp,.
Como F, =1 obtemos:

Fi+F+4F14+F=-1+F,,, <

S F+F4+F,_1+E =F,—1,

que é o resultado pretendido.

Exemplo: A semelhanca do que € feito em Pereira et. al., (2008, p.70), apresentamos um exemplo,
para ilustrar a propriedade 1. Se n = 10, sabemos que
Fi+4+Fy+F,=1+14+2+3+5+8+ 13+ 21+ 34+ 55=143.
A propriedade 1 permite-nos efetuar a soma dos dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci,
sem termos de recorrer a todos os termos. De acordo com a propriedade citada, basta conhecer o
termo relativo a dois indices acima do n (nUmero de parcela a somar) e subtrair uma unidade. Neste
caso concreto, F;, — 1, e a soma dos dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci fica igual a :
Figss —1=F, —1 =144 —1 = 143,

verificando os calculos acima efetuados.

Propriedade 2.
F1+F3+"‘+F2n_1 =F21’l' vn € N.

Demonstracdo: E conhecido que os termos da sequéncia de Fibonacci satisfazem, pela
definicdo (1), a igualdade: F,,, = Fyp_y + Fop_q, Yn € N.
E nosso objetivo considerar os termos de indice impar para os somar de seguida. Por conveniéncia,

vamos tentar obter expressdes desses termos, como sendo a diferenga entre dois termos da sequéncia.

Assim temos que para: n = 1 F,=Fy+F, ©F =F,—F;
n=2 F4=F2+F3<=>F3=F4_F2;
n=3 F6=F4+F5@F5=F6—F4;

mj



n=4 F8:F6+F7<:>F7:F8_F6;

Substituindo os valores anteriores na expressao seguinte, obtemos:

Fi+ F5+ Fs ot Fopy = (F; = Fo) + (Fy — F) + (Fo — Fy) + -+ + (Fop — Fana).
Simplificando os termos da expressao anterior, verificamos que se anulam todos os termos, exceto 0s
termos —F, e F,,. Como F, = 0, o resultado que se obtém ¢

Fi+Fs+Fs+Fypy1=—Fy+Fy ©F +F;+Fs ..+ Fyy_q = Fypp,

como pretendiamos mostrar.

Propriedade 3.
F2+F4+"'+F2n:F2n+1_1, VnEN

Demonstracdo: Na sequéncia de Fibonacci, sabemos que F, = 0,F; = F, = 1. Os termos da

sequéncia de Fibonacci obedecem, por (1) , a igualdade seguinte:
Fony1 = Fop-1 + Fop, VR EN.
Assim sendo, temos que, para

n:]_ F3=F1+F2<:>F2:F3_F1;
n=2 F5=F3+F4<:>F4:F5—F3;
n=3 F,_Fy +F, & Fs = F, — F.

Logo podemos concluir que para n = 1, obtemos:
Font1 = Fon1 + Fon & Fon = Fopy1 — Fon-g.
Substituindo os valores anteriores na expressdo que representa a soma dos termos de indice par,
resulta
Fy+F+ Fg oot Fop = (Fs — F) + (Fs — F3) + (F; — F5) + -+ + (Fopg1 — Fan1)-
Simplificando os termos da expressdo anterior, anulam-se todos os termos, exceto os termos —F;, e
Fyn+1. COMmo F; = 1, temos que:
Fz + F4 + F6 et FZTL = _F]_ + F2n+1 = F2n+1 - 1,

como queriamos demonstrar.
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Propriedade 4.

FP+F;+F?+F+-+E*=FE xXF,,;, Vn€eN

Demonstracao: A sequéncia de Fibonacci é definida por (1), obtendo-se entéo que:
F? = F; X F; = Fy X Fy;
F?=F,XF,=F,x(F3—F) =F, XF; —F, X Fy;
F2=F;XF;=F; X (F,—F,) =F; XF, — F3 X Fy;
FP=FxF,=F X (Fs—F;) =F, XFs—F, XF;;

E} = Fy X By = Ey X (Fpqg — Fpo1) = Fy X Foyqg — By X Fo g
Entdo vem: F2+F} +F2+F2+ -+ E>=(F XF)+ (F,XF;—F,XF)+ (F;XF,—F; X
Fz) + (F4_ X F5 - F4_ X F3) + e + (Fn X Fn+1 - Fn X Fn—l)-
Efetuando as simplificacbes necessarias obtemos que:
FE+F;+FZ+Ff+ -+ FE2= E, X Fpyq,

mostrando assim o que pretendiamos.

Tal como fizemos anteriormente para a propriedade 1, apresentamos de seguida, um exemplo,

para ilustrar a propriedade 4.

Exemplo: Paran = 9, temos que:

o

FP=F}4+F}+F? +F2+F2+F2+F} +FZ + F¢ =
i=1
=12+ 1%2+22+ 324+ 5% + 82+ 132 + 212 + 34% = 1870.
Usando a propriedade 4 acima demonstrada, para calcular a soma dos quadrados dos nove primeiros
termos da sequéncia de Fibonacci basta calcular Fy X F;, = 34 x 55 = 1870, verificando 0s

calculos acima efetuados.

Propriedade 5. Sem > 1en > 1, entdo

Finin = Fpoq X By + Fy X Fipyg.

Demonstracao: Fixemos n > 1 e provemos a propriedade usando o principio de indug&o sobre m.
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Param = 1 e atendendo a que F; = F, = 1, obtemos
Fop1=Fha XFH+E5EXF=F_+F,
que é verdadeira, por (1).
Param = 2 e atendendo a que F, = 1 e F; = 2, obtemos
Foop=F, {XF,+E,xF;=F, {+2E, =F, ;+F,+F,.
Como F,,y = F,,_; + F, © F,_; = F,,, — F,, obtemos que
Foiz = Fpyr + By,
que é verdadeira.
Suponhamos agora que a igualdade é verdadeira para m e m + 1. Mostraremos que a igualdade é
verdadeira para m + 2. Consideremos entéo que
Foom =Fh_ 1 XE, +F, X F.q;
Fn+(m+1) = Fpq1 X Fpgq + Fy X Fpgp.
Adicionando as duas igualdades anteriores, obtemos,
Foim + Foeane) = Fno1 X B + By X Fipiq + Fpog X Fppq + Fy X Fipygo
= Fuo1(Bp + Fpg1) + Bi(Fugr + Frng2)
Atendendo a relacdo de recorréncia a que satisfaz a sequéncia de Fibonacci, obtemos ainda que,
Foimm+z) = Fno1 X Finyz + Fy X Fipys,

como queriamos mostrar.

Propriedade 6.
F-r%+1 - Fr%—l = an ) Vn € N.

Demonstracdo: Consideremos a igualdade da propriedade anterior para o caso particular de
m = n, OU seja:
Fopn =Fpoy X By + By X Fyy © Fo = Fy X (Fpmy + Fyr) (2)
Sabendo que
E,=Fyyy —F,q, VNEN
e, atendendo a (2) obtemos que:
Fon = (Fpi1 = Foc) (Faoq + Fpy1) © Fop = Fly — FF 4,

como queriamos provar.
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Propriedade 7. (Identidade de Cassini)
F2,,=F, XF,,+ (1", VvneN.

Demonstracao: Para provar esta propriedade, usaremos o método da indugéo em n.
Paran = 1 eatendendoaque F;, = F, = 1e F; = 2 vem,
F2=F =FxFK+(-1D)'eF=1x2-1e1?=1x2-1=1=1,
que é verdadeiro.
Agora vamos supor que a propriedade é valida para n e vamos mostrar que continua verdadeira para
n+1.
Suponhamos entéo que
Fiy1 = By X Fppp + (=D, 3)
é verdadeira. Entdo temos:
Frpr X Fpyg + (=)™ = Fyy (Fpgg + Fra2) + (CD™ = FRy + (Fpgq X Fryp) + (D™
Atendendo a expresséao (3), obtemos que
Frs1 X Fpyg + (=DM = (Fy X Fpgp + (=1)™) + (Fyq X Fpyp) + (D™
= Fpaz(Fy + Frg) + (D1 = 1) = Fopp X Fyp = Fiy,

como queriamos demonstrar.

(]
Propriedade.8.
Fi—F+F—F+-+ (D"E =(D"E,_, +1, vn € N.
Demonstra¢ao: Demonstragéo por indugdo em n.
Paran =1, F; = (—1)?F, + 1 & F; = 1, que é verdadeiro.
Também paran = 2:
Fi-F=(-13xF+1eF —-F=—-1x1+1,

que também é verdadeiro.
Suponhamos agora que a afirmacéo ¢ verdadeira para n, ou seja,

Fi,—F+F—F+-+ (-D)"E =(D)"F,_; + 1. 4)

Pretendemos demonstrar que a propriedade continua valida paran + 1, isto é
Fi—F+F;—F,+ -+ (—D)"E, + (-1)"?2F,,; = (-1)"*2E, + 1.
Somando (—1)™*2F, ., a ambos os membros de (4), obtemos
Fr=F+ Fs = Fy 4+ (D" E + (D" ?Fyy = (D™ F g + 14 (D" ?Fpy.
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Como F,,,; = F, + F,,_, vem que:

Fi—F+F—F++ (D" E + (D" 0 = CD™E L+ 1+ (CD™(E 4+ Fio) ©

SF—F+F—F+-+ (—D)"E + (—1)""?F, 4
= (D" F + 14+ (CD™2E, + (D)™2F, .
Como (—D)™E,_; + (—1D)™2E,_; = F_1[(—=D)™1(1 - 1)] = 0, vem que:
Fi—F,+F;—F+ -+ (D)"E, + (=1)"?F,;; = 1+ (-1)"*?E,,

como pretendiamos demonstrar.

Propriedade 9.
Na sequéncia de Fibonacci, dois termos consecutivos sdo primos entre si, isto €, m.d.c. (Fy41, F,) =

1, vn €N,

Demonstracdo: Para n = 1:
m.d.c.(F,,F;) =m.d.c.(1,1) =1,
e paran = 2:
m.d.c.(F;,F,) =m.d.c.(2,1) = 1.
Logo as igualdades sdo verdadeiras.
Paran > 3, vamos supor, por contradi¢do, que
m.d.c.(F,y1, F) = d,
onde d é um inteiro maior do que 1. Neste caso, d divide F, e divide F,, ;.
Como
Fopn=FB+Fa o FRa=Fha—F
paran = 3, entdo d divide F,,_; (porque d divide F, e divide F,,,).
Como
Fn=Fp2+Fha o FRy=F—Fq,
entdo d divide F,,_,.
Sucessivamente, utilizando este processo, vamos ter que d divide F,,_s, F,_4, etc., e finalmente F;
vai ser divisivel pord. Ou seja, 1 vai ser divisivel por d, o que é absurdo, porque d > 1. Logo o

m.d.c.(F,41,F,) = 1, paravn € N.
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Propriedade 10.
Todo o nimero natural N pode ser escrito como uma soma finita de nimeros de Fibonacci distintos

e ndo consecutivos.

Demonstrac¢ao: Vamos fazer a prova por indugédo em N. Para N = 1,2, 3,4, 5 temos:
1=F;2=F;3=F+F;4=F, +F; 5=F;.

Suponhamos que a afirmacgéo é verdadeira para todo o numero natural inferior a F,. Isto é, cada um

dos numeros naturais 1,2,3,4,...,k, com k = F, — 1, pode ser escrito como uma soma finita de

nameros de Fibonacci distintos e ndo consecutivos do conjunto {F;, F,, Fs, ..., F,,_1 }.

Vamos mostrar que a afirmacéo é verdadeira para todos 0s numeros naturais inferiores a F,, 4.

Seja N tal que F, < N < F,;, e F, 0 maior termo na representacdo de N como soma de nimeros de

Fibonacci. Quando N > E,, podemos escrever N = F, + r. Neste caso

r=N-E<F,—F=F_i1r<F,_,.

Por hipdtese de inducdo, r pode ser representado como uma soma de numeros de Fibonacci distintos

e ndo consecutivos pertencentes ao conjunto {F;,F,, Fs,...,F,_1}. Deste modo, N e, como

consequéncia, cada um dos inteiros F;, F,, Fs, ..., F,.q; — 1 pode ser expresso como uma soma de

nameros, distintos e ndo consecutivos, do conjunto {F;, F,, Fs, ..., F,_1, E, }, pois na representacdo de

N ndo existird mais o termo F,_, de entre os termos da representacdo de r e o termo F,. O que

completa a inducéo e a prova.

J
Propriedade 11.
Fy+Fg+Fy+ o+ Fpy =222 yneN.
Demonstracdo: Vamos fazer a demonstracdo por inducdo em n.
Paran = 1:
F3,—1 5-1
Fo=——o2=—-92=2,
3 2 2

que é verdadeira.
Suponhamos agora que a propriedade é verdadeira para n, ou seja,

F3+F6+F9+"'+F3n:M (5)

2

Vamos provar que também é verdadeira para n + 1, isto é, mostraremos que
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F3(n+1)+2 -1
2
F3n+5 -1
2

F3 + F6 + Fg + -+ F3n + F3(n+1) =

(= F3 + F6 + Fg + -+ an + F3(n+1) =

Adicionando F;,,.3 em ambos os membros de (5), obtemos que

_ F3pn4p — 1

F3+Fg+ Fo+ -+ F3 + F3p43 = T"‘ F3p43 &
F3ni2 =1+ 2F3p43

2
F3n+2 + F3n+3 -1+ F3n+3

o

2

Fapya — 1+ Fipys
=N

2

F. -1
‘:’F3+F6+F9+"'+F3n+F3n+3:%.

C)Fg +F6+F9+“'+F3n+F3n+3:

C}F3+F6+F9+"'+F3n+F3n+3=

C}F3 +F6+F9+”.+F3n+F3n+3:

COmMO queriamos provar.

Propriedade 12.

Fioi + Fiy = Fanys, vn € N.

Demonstragdo: VVamos provar a propriedade por inducdo em n.
Paran = 1, obtemos:
Floy+ Pl =Fos © FF+Ff =F; 12422 =5,

que é verdadeiro.
Vamos supor que a propriedade € valida para n , ou seja,

Fii1 + Fp = Fonys.
Mostraremos que a propriedade continua valida para n + 1, isto &,

Fiiz+ Fiys = Fanys.
Tendo em conta a propriedade 6, anteriormente demonstrada, sabemos que

Fon = Fry1 — Fiy.
Vamos somar F2,; — F2,, = F,,,4 , membro a membro, na expressdo (6):
Fig + Fip + (Fis — FRi) = Fangs + Fanga © Flp + Fls = Fongs,

COMO queriamos provar.

(6)
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De acordo com Gusméo (2003, pp. 52-53) e atendendo ao Lema 1 e Teorema 2 ai
mencionados, facilmente encontramos a férmula de Binet para a sequéncia de Fibonacci. Assim,
recordamos apenas os resultados acima mencionados, cujas demonstragfes se encontram nos artigos

referidos.

Lema 1 (Gusmao, 2003, p. 52): A equacéo em diferenca linear dada por
Xn +PXpg +qxp_, =0

comx, = by, e x, = by, by, b, € Ren €N, possui uma Unica solucéo.

Teorema 2 (Gusmao, 2003, p. 53): Se a equagdo r% + pr + q = 0 possui raizes r; e 7,
distintas, a sequéncia a, = ¢, (r)™ + c, ()™, onden € N, ¢;,c, € R, é a solugdo de

Xp +DXp_1 +qxp_2 =0, vn > 2, n € N.

Usando estes dois resultados, consideremos a equacao do 2.° grau
r’—r—1=0

. . ~ 1+v5 1-v5 ~
cujas raizes sdo r; = 2\/_ er= T\/_ De acordo com o Lema 1, a equacéo

B, —Fp1—F,2=0 (7)
tem uma unica solucdo e atendendo ao Teorema 2, F, = c;(r)" + c, ()", n € N,cq,c, ER é

solucdo de (7), ou seja, temos que

Fo=c (25) 4o, (25)" (®)

2

Atendendo a que F; = F, = 1, vamos resolver um sistema com duas equacdes e duas incégnitas, que

é possivel determinado, isto €, com uma Unica solucdo, permitindo determinar ¢, e c,. Temos:

(1445 1-+5\ (1445 1-v5
S O e

| 1++5)\" 1-v5\" | 145\’ 1-+5
kF2=C1< 5 >+C2< 2 ) k1:C1< ) )+C2< 2 )

A matriz simples deste sistema é:
[/(1+V5\ [1-+5
2 2

A= 2 2

() (=)

1

2

1 -

cujo determinante é ndo nulo, visto que
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145\ /1-v5\" [1—+5\ /1++5\°
w=(57) ((77) -(45) (F5) =

derca) = ([LEYR\ (1=V5\[1-V5 1445
= (5 (555 17
(:)det(A)z(1;5)<_22\/§><:>det(A)=\/§.
Assim, utilizando a regra de Cramer,
. 1—2\/5
2 2
1 <1_T\/§> <1_2\/§> —1_2‘/§ 1-2V54+2V5+5—2
_ _ _ 4 _41
“a= det(A) - N - N BN
De forma anéloga:
1++5
5 1
<1+\/§>2 . 1+@_<1+@)2 (1+«§><1_ 1+v§>
2 2 2 2 2
2= det(A) - NG = NG
1+v5\(1=V5) ;| _«¢
_\ 2 A S N
- V5 V5 47V5 4F

Substituindo c; e ¢, em (8), obtemos a férmula de Binet para a sequéncia de Fibonacci, ou seja,

Propriedade 13. (Formula de Binet)

1[0 1+v5\" [1-v5\"] 1 .
BUNE [RUeae

E =—
"5

onde @ = 1+2‘/§.




Propriedade 14.

F
ntl vn € N.

lim
no+oo

=,

Demonstracdo: Usando a formula de Binet temos:

o 1+V5\  [1-v5\"
n \/— 2 2 ’
1 \/— n+1 1 _\/g n+1
TL+1 \/— 2 .
Entao:
lim 2 i Vs i ’ N
n-+oo Fn n—+oo 1 1 + \/g n 1 _ \/g n
_5 2 o 2
1 _ \/g n+1 -l
< 1+ \/§>n+1 < 2 ) I
2 _< n+1
1+ \/§> J
2
< lim L lim T
n—-+oo " n—-+oo <1 _ \/§>
( 1+ \/§>n 2
2 1++5)
2 .
1—+3 n+1q
. Fo. . 1445 [1_<1+\/§>
< lim = lim X |
n-+oo [ n-+oo 2 1 1— \/g
14++/5
Como —1 < = \/‘/: < 1, temos que
) <1_\/§>n ) <1_\/§>n+1 .
1m = 1lm = (.
nto\14v5) o \14 5
Portanto,
Fapr _1+ \/_
n-+oo  F, 2
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2.2. A sequéncia de Lucas e propriedades que a relacionam com a sequéncia de

Fibonacci

Francois Edouard Anatole Lucas, popularizou a sequéncia estudada por Leonardo de Pisa,
dando-lhe o nome de “sequéncia de Fibonacci”. Este matematico francés estudou, uma sequéncia
muito similar a sequéncia de Fibonacci, ficando conhecida como “sequéncia de Lucas”, em sua
homenagem.

A sequéncia de Lucas, é formada pela seguinte sequéncia de nimeros:

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322,521, ...

A semelhanca dos nimeros da sequéncia de Fibonacci, os nimeros da sequéncia de Lucas,
podem ser definidos por recorréncia. O primeiro termo € o 2, o segundo termo é 0 1 e, a partir do 3.°
termo, cada numero seguinte é obtido como a soma dos dois termos que o antecedem. Assim sendo, a
definicdo para a sequéncia de Lucas, cujo termo geral iremos denotar por L,,, € a seguinte:

Ly=2, Li=1 e L,=L, ,+L, 4 paranz= 2. 9)

Para esta sequéncia de Lucas, iremos verificar algumas propriedades e a sua relacdo com a

sequéncia de Fibonacci.

Propriedade 1.
L1+L2+L3+"’+Ln:Ln+2_3, VnEN

Demonstracao: Vamos provar por indugéo em n. Paran = 1:
Li=L,,-3©1=4-3e1=1,
que é verdadeira.
Suponhamos que a propriedade é verdadeira para n, ou seja,
Li+L,+Ls++L, =Ly ,—3 (10)
Provaremos que continua a ser verdadeira paran + 1, isto €,
Li+Ly+Ls+-+ Ly =Lpys—3.
Somando a ambos 0os membros da expressdo (10), L., obtemos:
Li+Ly+Ly+ -+ Ly+Lptq=Lpiz—3+Lnys.
Pela definicdo (9) da sequéncia de Lucas, sabemos que Ly,,1 + Lypto = L3, VEM que
Li+Ly+Ls+-++4Ly+Lys =Lyis—3.
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Propriedade 2. (Formula de Binet)

(145" (1-+5
e

n
> = @"+ (—®)™, VneN.

Demonstracao: Sabemos, pela definigédo (9) , que
L,=L, ,+L,,oL,—L, {—L,,=0,0ondeL; =1 ¢elL, =3.
De acordo com o Lema 1 em Gusméo (2003, p. 52), a equag¢do L, —L,_; — L,_, = 0, tem uma
Unica solugdo. Esta equacdo do 2.° grau pode ser traduzida pela equacéo 2 — r — 1 = 0, cujas raizes
séo:

1+/5 1-/5

= e r,=—:.
1 2 2 2

Atendendo ao Teorema 2 em Gusmao (2003, p.53) anteriormente mencionado,

L, =c, (”f)n Yo, (l‘Tﬁ)n (11)

Como L, =1 e L, = 3, de forma anéloga ao que efetuamos para a propriedade 13 da sequéncia de

Fibonacci, temos que:

1=e (529) v (55)

2

-0 () 4e (59

sendo A a matriz simples do sistema anterior e det(4) = /5.

Como det(A4) # 0, permite concluir que o sistema tem uma Gnica solugédo e, utilizando a regra de

Cramer, vem que,

. 1—2\/5
2 2
1-+5 1-+5 1-+5
- 1—-2V5+5—6+6V5

L ()] (50 (7)) esmeres
Cci = — — = = 1.
! det(4) V5 V5 45

1++5
— 1
2 2
1++5 1++/5 1++/5
— 6+6V5—1—-2v5—-5
(55 ol o(7) (7)) sreSoiaies g
c, = — — = = 1.
2 det(A) V5 V5 45
Substituindo ¢; = ¢, = 1 na expressdo (11), obtemos que,
1+v5\" [1-+5\" .
L, = + =" + (—P)™.
2 2
[l
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Propriedade 3.

_ L, ++5F,

" ,
2

vn € N.

Demonstracao: Sabendo que

F, = % [0 — (—®)"] & VBE, = &" — (—&)",

Entdo basta mostrar que
V5E, = 29" — L,,.
Pela propriedade anterior
L,=®"+(—-®) " L, —d" = (—P)™
Temos entdo que:

V5E, = ¢" — (=)™ = " — (L, — ") = 20" — L,

Propriedade 4.
Ln = M'p+1 + Fn_l, vn € N

Demonstrac¢ao: Vamos provar esta propriedade por indugéo em n.
Paran =1, sabemos que L, =1, Fp=0eF,=1,entdo L =F,+F, < 1=1+0, sendo a
propriedade verdadeira.
Para n =2, sabemos que L, =3 , F,=1¢e F;=2,entdo L,=F+F, <3=2+1, a
propriedade também é verdadeira.
Suponhamos que a propriedade é vélida para n e n — 1 maiores ou iguais a 3 ( ver principio de
inducdo em anexo ), isto é,
Ly =Fpp1 +Fyg
Lpy =F, +Fyp
Entdo, usando as duas igualdades anteriores e a definicdo (1), obtemos:
Lpy1 =Lp+Lpg =
S Ly =EFEppr t ) + B+ Fp) &
S Lpyy = Frz t F)) + (B + Fy) ©

S Lpy1 = By + Fyo.
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Propriedade 5.
5 X FTL = Ln—l + Ln+1, vn € N.

Demonstracao: Pela propriedade anterior, sabemos que
LTl = I'p4+1 + F‘I’l—l’ vn € N,
entao
Ly1=F + Fy;
Lyi1 = Fpyz + By
Adicionando as duas igualdades anteriores, vem que
Lya+Lpyi=E+F2)+ (Fuz+FB) © Lyg + Ly =2F + Fy g + Fpyo.
Como E, = F,_, + F,_; © F,_, = E,_ F,_,, obtemos:
Lyy+ Loy =2F+ (Fy — Fuoq) + Fpy2© Loy + Ly =36 + Fryp — Fg
Como F, 4, = F, + Fp4q, vEM:
Ly + Lyyy =3F+ (Fy+ Fuyt) = Foog © Lyog + Lpyy = 46 + Foyg — Foog
Como F,,,; = E, + F,,_4, entéo:
Lyy+Lpyy =4F+ (Fu+ Fuy) = Fooy © Lyog + Lyyy = 5B,

como queriamos demonstrar.

Propriedade 6.
F,y=FE,xL,  Vn€N.

Demonstracdo: Reparemos que para n=1 temos que F, =F; XL, ©1=1x1, que §é
verdadeira.
Usando a propriedade 5 anteriormente demonstrada, para a sequéncia de Fibonacci, temos que para
m=n>1,
Fon = Foyn = Fuoa X B+ By X Fryy © Fop = Bi(Fq + Fryg)
Usando a propriedade 4 da sequéncia de Lucas, vem que
Fop =E, XL,

ficando a propriedade demonstrada.
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Propriedade 7.

Ln = I'py2 — FTL—Z’ vn > 1.

Demonstracao: Pela propriedade 4 da sequéncia de Lucas, sabemos que:
L, = Fppq + Fyp_q, VN EN.
Também sabemos que:
Fopo=F+Fppe By =Fyq+Fs.
Entdo vem que
Ly=Fpy1t g ©Lly=F—FB)tFHh e
S Ly =Fpy—F+ (B, —F2) © Ly =Foyp — Fry,

ficando a propriedade demonstrada.

(]
Propriedade 8.
L,=FE,+2F,_;, VneEN.
Demonstracao: Calculemos uma nova expressdo para Fy,; + F,_1, OU Sgja,
Foor+Foog = (Fuey + B) + Fooy = By 4 2F, .
Pela propriedade 4 da sequéncia de Lucas, temos que
Ly = Fuyq + Fq.
Entéo
L, =F, + 2F,_4,
como pretendiamos mostrar.
l
Propriedade 9.
L2 =5F? + 4(—1)", vneN.
Demonstracao: Usando a propriedade anterior obtemos:
L5 = (Fy + 2F1)* = F{ + 4E,F, 1 + 4Fr%—1 = F} + 4(FFpoq + Fr%—l) (12)

Pela propriedade 7 (ldentidade de Cassini), da sequéncia de Fibonacci, temos que F?_; = F,,_, X

E, + (—1)™ e pela definicdo (1), a expressao (12) fica da seguinte forma:
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12 =F2 4+ 4(EFy 1+ Fpy, XE,+ (-1 &
& 12 =F?+4EF,_  +4F,_ , XE, +4(-1)" o
S L3 =FE*4+4E(F,_1 + F,_)) +4(-1)" &
12 =F+4FE, xE, +4(-1)" &

& [% =5F2 + 4(-1)",

provando assim o pretendido.

Propriedade 10.

Lm+n = Lm+1F‘n + Lan—l' m = 1,11 > 1.

Demonstracao: Usando a propriedade 8 da sequéncia de Lucas, atras demonstrada, vem que:
Lis1Fy 4 LinFy—q = (Fpy1 + 2En)Ey 4+ (Fyy + 2Fpy—1)Fp_1q
= Fopi1Ey + 2E,F, + FpFyy 4 2Fy_1Fp_q.
Usando a propriedade 5 da sequéncia de Fibonacci, obtemos
Lins1Fn + LinFn1 = Frum + 2(FnFy + Fne1Fuo) = Fouin + 2Fan-1)4n = Fran + 2Fgmany-1-
Pela propriedade 8 da sequéncia de Lucas, temos que,
Liny1Fy + LinFn—1 = Linin,

como pretendiamos mostrar.

Propriedade 11.

L
lim —n=\/§, vn € N.

n-—+oo [,

Demonstracao: Pela propriedade 14 da sequéncia de Fibonacci, sabemos que

Fpyn  1+V5
n-+oo [, o2
Logo,
_ 1 1 1 V5-1
lim = = =
no+oo | Fiq lim Friq 1+ \/E 2
Fn n—-+oo Fn 2
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Usando a propriedade 8 da sequéncia de Lucas, temos que:

L E +2F, E F_ F_
lim =% = lim "—“:(hm —”)+2( lim - 1>=1+2( lim - 1)
n-+o [, no+oo n-+oo f n-+o F, n-+o F,

n

=1+2<\/§2_1)=1+\/§—1=\/§.

Observagao: Apresentamos de seguida, um outro processo para obtencdo da formula de Binet,
para a sequéncia de Fibonacci. Atendendo a propriedades lineares das sequéncias de Fibonacci
(entenda-se neste contexto, como sendo sequéncias numéricas que satisfazem a condicdo (1)),
nomeadamente, soma de sequéncias de Fibonacci, multiplicacdo de uma sequéncia de Fibonacci por
um escalar e combinacdo linear de sequéncias de Fibonacci (Barcelos, A., 2004)™°, a formula de
Binet pode também ser obtida usando progressées geométricas.
A formula de Binet permite-nos encontrar o valor do termo de ordem n da sequéncia de Fibonacci,
E,, conhecendo apenas o valor de n.
Recordemos que:

Foyq =F,4+F, paran=1.
Para obter todas as solugfes da combinacéo linear anterior, basta obter quaisquer duas solugdes nao
proporcionais. Assim, pela propriedade linear da multiplicagdo por um escalar, podemos escolher
uma sequéncia de Fibonacci, cujo primeiro termo seja igual a um. Vamos considerar entdo uma
sequéncia de Fibonacci cujo termo de ordem n € igual a w, = ™1, que seja uma progressdo
geométrica, com w; = 1 e razdo ndo nular, isto ¢,

w,=1xrlew,=r*1L
Para que esta sequéncia seja de Fibonacci, deve ser de tal modo que:

Wni1 = Wnog T Wy
Assim sendo, temos que:
rt=rt2 4l

Dividindo ambos 0s membros da equacéo anterior por =2, obtemos:

r’=1+rer?—-r—-1=0.

Aplicando a férmula resolvente nesta equacéo do 2.° grau:

1FJ1D2—4x1x(-1) 1F+5
r = S r =
2x1 2

% Fonte: http://www.geocities.ws/ailton barcelos/naitalia.htm
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Obtemos as duas raizes:

1445 v 1-+5

™ ) T, = >
Notemos que:
1+v5 1-+5
rntr= > + > =1
1+v5 1-vV5 1-5 -4
X1y, = > X > = 5 :T:_l

Para cada raiz, obtemos uma sequéncia de Fibonacci, logo podemos construir outras duas sequéncias:
1

vy,=1r""te w, =1
Consideremos uma sucessao (u,,), que resulta da combinacéo linear de (v,,), € (Wy,)y, isto é,
-1 -1
1+5\" 1-+v5\"
5 + b. 5 .

unzavn+bwn=a.<

Se tomarmos, em particular, a + b = 1 e ary + br, = 1, teremos que:

145 __(-v9)
a=5r% ¢ b= 2V5

Substituindo os valores de a e b na expressao de (u,,) obtemos:

- (1 + @) <1 + \@>n—1 ) <_ (1- £)> (1 _ ﬁ)n_l 3

Un

2V/5 2 2v/5 2
_<1+\/§>< 2 )<1+\/§>"+<_(1—\/§)>< 2 ><1—x/§>"®
NP ACI AN V5 J\1—-v5/\ 2

Y Y (5]

VE\ 2 V5 2 V5
obtendo assim a férmula de Binet. Esta férmula permite-nos calcular qualquer termo da sequéncia de

Fibonacci, conhecendo apenas a sua ordem.
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CAPITULO I11: ALGUMAS APLICACOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI
E DO NUMERO DE OURO

O Ndmero de Ouro ndo é um numero meramente matematico, sem aplicacdo a realidade, ele
pode ser encontrado no nosso quotidiano, em Vvérias areas, nomeadamente, em monumentos
histéricos, na natureza, na arte, na arquitetura, na mauasica, na literatura, no design e nos seres
humanos.

Fibonacci deu uma grande contribuicdo para a geometria com a descoberta do Numero de
Ouro, o qual esté relacionado com a solucdo do problema dos coelhos.

Neste trabalho, apontaremos varios exemplos onde se pode aplicar o Numero de Ouro,
mostrando a grande importancia deste nimero na antiguidade e na atualidade, que por este motivo,

foi chamado de “ Ouro”.

“A ubiquidade desse numero fica evidente ndo apenas por ter sido usado por Pitdgoras,
Euclides, Fibonacci, Kepler e outros matematicos, fisicos e astronomos do passado e
do presente, mas sim por ser estudado e usado por bi6logos, arquitetos, artistas em
geral e profissionais das mais diversas areas que buscam nesse nimero a fonte de toda

a beleza e harmonia” (Ramos, 2013, p. 32).

3.1. O Numero de Ouro e a sequéncia de Fibonacci nos contetdos do curriculo de

Matematica

A. Os nameros de Fibonacci e o Teorema de Pitagoras
Segundo o matematico Kepler (citado por Boyer, 1996, p. 35):

“A Geometria tem dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitagoras; o outro, a

divisdo de um segmento em média e extrema razdo. O primeiro pode ser comparado a

uma medida de ouro; o segundo podemos chamar de joia preciosa.”

O triangulo de Pitadgoras é um triangulo retangulo que obedece ao Teorema de Pitagoras, em

que se designa o lado maior por hipotenusa (h) e os dois lados menores por catetos (c; e c¢;).
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De acordo com o Teorema de Pitagoras podemos afirmar que:

“Num triangulo retangulo, o quadrado da medida do comprimento da hipotenusa ¢ igual a soma

dos quadrados das medidas dos comprimentos dos catetos”, isto &, h? = ¢? + c2.

Na tabela seguinte, encontra-se uma lista que contém alguns dos possiveis tridngulos de

Pitagoras:

cq cy h

3 4 5 *

6 8 10 2% (3,4,5)
5 12 13 *

9 12 15 3% (3,4,5)
8 15 17 *

12 16 20 4% (3,4,5)
7 24 25 *

15 20 25 5% (3,4,5)
10 24 26 2% (5,12,53)
20 25 29 *

Tabela 1: Relagéo entre os numeros de Fibonacci e os tridngulos de Pitagoras

Como podemos verificar na tabela anterior, alguns dos tridngulos s&o amplia¢des dos triangulos

assinalados com *, na quarta coluna da tabela. Estes tridngulos assinalados com * designam-se

triangulos de Pitagoras primitivos.

Sejam a e b dois nUmeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci. Podemos usar 0s numeros

de Fibonacci para obtermos tridngulos de Pitagoras, da seguinte forma:

1.° Multiplicar b por a + b, obtendo b X (a + b) = c;

2.° Duplicar o resultado da operacdo anterior, obtendo 2c;

3.2 Multiplicar a por a + 2b, obtendo a X (a + 2b) = d;

4.° Somar o quadrado de b com o quadrado de a + b, obtemos b? + (a + b)? = e.

Com este procedimento obtemos um triangulo de Pitagoras cujos catetos sdo 2c, d e a hipotenusa e.

Usaremos o procedimento anterior para obter um triangulo de Pitdgoras. Consideremos, por

exemplo, 0s seguintes nimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci,a =5e b = 8.

1.°
2.°
3.°
4.°

c=8x(5+8) =104
2¢ =2 x 104 = 208
d=5x(5+2x8) =105
e =82+ (5+8)% =233

Deste modo, obtemos um triangulo de Pitadgoras cujos lados tem comprimentos 233,208,105,
satisfazendo a: 2332 = 2082 + 1052 & 54289 = 54289.
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B. O NUumero de Ouro e os solidos platonicos

Diz-se que um poliedro convexo é regular quando as suas faces sdo poligonos regulares iguais
entre si, e em cada vértice concorre 0 mesmo numero de faces. Fazem parte da Historia da
Matematica cinco poliedros regulares identificados pelos gregos. Estes poliedros ficaram conhecidos
por solidos platonicos.

Os gregos acreditavam que o sagrado misterio da ciéncia tem o seu centro na Matematica, no
estudo do ndmero, cuja lei domina todas as coisas, nomeadamente: nos astros, cujas distancias,
grandezas e movimentos séo regulados por meio de relagdes matematicas, geométricas e numeéricas;
nos sons, cujas relacbes de harmonia obedecem a leis numéricas fixas; na vida e na salde, que séo
propor¢des numéricas e harmonicas de elementos. Eles entendiam que o “numero dirige o universo”,
e que a esséncia de todas as coisas que existem na natureza pode ser explicada através dos nimeros.

De acordo com Neves et al. ( 2004, p. 51), no livro de Timeu, escrito por volta do ano 350 a.C.,
Platdo apresentava a teoria segundo a qual os quatro “elementos” admitidos como constituintes do
Mundo — o fogo, o ar, a agua e a terra — eram todos agregados de sélidos minusculos. Além disso,
defendia ele, uma vez que o Mundo sO poderia ter sido feito a partir de corpos perfeitos, estes
elementos s6 poderiam ter a forma de sélidos regulares.

Associou a cada um destes solidos um elemento da natureza: sendo o mais leve e 0 mais
violento dos elementos, o fogo deveria ser um tetraedro; como é o mais estavel dos elementos, a terra
deveria ser constituida por cubos; como sendo a mais inconstante e fluida, a dgua teria de ser um
icosaedro, o solido regular capaz de rolar mais facilmente; quanto ao ar, Platdo observou que “... 0 ar
é para a agua o que a agua é para a terra” e concluiu de forma algo misteriosa, que o ar deveria ser
o0 octaedro; finalmente, atribuiu ao dodecaedro a representacdo da forma de todo o Universo.

Platdo admitia que, por intervencao inteligente, uns se transformavam nos outros, a excecdo da

Terra, que se transformava em si propria.

Tetraedrn Dodecaedro Icosaedro Oetaedrn
Fogo C Cosmos Agua Ar

Figura 9: Sélidos platonicos **

11 Fonte: http://ww.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol_plat.htm

T‘


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol_plat.htm
http://www.google.pt/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=ysJCuuWDplLKqM&tbnid=kEKc7pvvxWNTIM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol_plat.htm&ei=h2knUtuqEcjB0QWv1IDYDg&bvm=bv.51495398,d.ZGU&psig=AFQjCNEBfTao-jzy3w-MGyLfUZwOg0WQuw&ust=1378400854197228

Se unirmos os centros das faces consecutivas de cada poliedro, obtemos um novo poliedro, que
se designa por dual do primeiro. O dual de um poliedro regular é ainda um poliedro regular.
Assim sendo, o dual do tetraedro € um tetraedro, o dual do octaedro € um cubo, o dual do

icosaedro é um dodecaedro, o dual do cubo é um octaedro e o dual do dodecaedro é um icosaedro.

Tetraedro Dodecaedro e icosaedro
¢ auto-dual sdo duais um do outro

Figura 10: Duais dos sélidos platénicos **

Os pitagoricos tentavam explicar a estrutura da matéria usando os cinco sélidos regulares. O
altimo sélido convexo regular descoberto pelos pitagoricos, o dodecaedro, tem as suas faces
pentagonais que se relacionam fortemente com a razdo aurea. Talvez por isto, 0s pitagoricos o
consideravam muito especial.

No entanto, nem todos os poliedros tém a mesma relacdo com o NUmero de Ouro. Os que se
encontram mais proximos do Numero de Ouro sdo o dodecaedro e 0 seu dual, o icosaedro. O Numero
de Ouro, @, manifesta-se nas expressdes da area e do volume destes solidos regulares, considerando a
medida de comprimento do lado igual a uma unidade, da seguinte forma:

v Area do dodecaedro:

A= 15¢ —3/25+10\/§~2065-
V3—o I

12 Fonte: http://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/Manhas/Modulo3PolidrosEuler.html
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v" VVolume do dodecaedro:
5¢2 1

V=6"26"1

(10 + 4V5) = 4.74;

v" Volume do icosaedro:

5¢2

5
V=T=E(3+\/§)=2.18.

Um pentagrama regular é obtido tracando-se as diagonais do pentagono regular [ABCDE],
como mostra a figura 11, abaixo representada.
O pentagono menor, [FGHIJ], formado pelas interse¢fes das diagonais, estd em proporcdo com
0 pentagono [ABCDE]. A razdo entre as medidas dos lados dos dois pentagonos é igual ao quadrado
do NUmero de Ouro. A razdo entre a area do pentagono maior e a do pentdgono menor [FGHI]] é
igual a quarta poténcia do Numero de Ouro. No tridngulo isosceles [ABD] os seus lados maiores,
BD

[AD] e [BD] estdo relacionados com a medida da base, da seguinte forma, % =—==0. De onde se

conclui que a razéo entre a diagonal de um pentagono regular e um lado desse pentadgono € igual ao
NUmero de Ouro.

Figura 11: Pentagrama regular

Assim sendo, num pentagrama regular, as medidas das diagonais estdo em razao aurea com as
medidas do lados do pentagono regular. Quando Pitdgoras descobriu que as proporcfes no
pentagrama eram a propor¢do aurea, tornou este simbolo estrelado como a representacdo da
Irmandade Pitagdrica. Este era um dos motivos que levava Pitadgoras a dizer que tudo é numero, ou
seja, que a natureza segue padrbes matematicos, acreditavam que 0s ndmeros eram a esséncia de

todas as coisas.

13 Fonte: http://ww.republicaeditorial.com.br/?p=663
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A estrela pentagonal € uma figura extremamente comum a nossa volta, como uma imagem
grafica que tem os mais diversos significados: aparece no passeio da fama de Los Angeles; € simbolo
de muitos partidos revolucionérios; aparece numa infinidade de bandeiras, como por exemplo, na
bandeira de Marrocos, onde representa os cinco mandamentos do Isldo; sdo também pentagonais as
estrelas que representam cada um dos estados da unido na bandeira dos Estados Unidos da América;
quando combinada com a cor vermelha, significa sofrimento dos oprimidos na sua luta pela

emancipacéo e o sangue derramado para a conquistar, etc..

C. A sequéncia de Fibonacci e o triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal é um triangulo aritmético formado por nimeros que tém diversas relacdes
entre si. Muitas dessas relagdes foram descobertas pelo préprio Pascal, o que justifica 0 nome que lhe
é dado.

O tridngulo de Pascal constréi-se da seguinte forma:

- em cada linha, o primeiro elemento e o ultimo € 1;

- em cada linha, os termos equidistantes dos extremos sao iguais;

- a soma de dois numeros consecutivos de uma linha é igual ao numero colocado abaixo, na

linha seguinte.

- a soma dos nimeros de cada linha é igual a 2™, sendo n o nimero da linha.

Ao examinar o triangulo de Pascal, observa-se que a sequéncia de Fibonacci aparece através da

soma dos nimeros em diagonal, conforme mostra a figura:

Soma dos nimeros nas diag onais
do Triingule de Pascal

1* diagonal: 1

2? diagonal: ]

37 diagonal: 1+1=2

4 diagonal: 2+1=3

3 diagonal: 1+3+1=3

&% diagonal: S+d+1=8

72 dlagonal |+a+5+1=13
8% diagonal 4+10+6+1=21

Figura 12: Triangulo de Pascal e a sequéncia de Fibonacci ™

4 Fonte: http://drikamath.wordpress.com/2012/03/04/algumas-curiosidades-sobre-os-numeros-de-fibonacci/
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3.2. O Numero de Ouro na arquitetura

Existem varios exemplos sobre 0 modo como o retangulo aureo se ajusta a construcdo de varios
edificios importantes. Neste ponto, daremos exemplos de alguns edificios atuais e outros da
antiguidade, onde aparece o Nimero de Ouro.

A histdria deste enigmatico numero perde-se na antiguidade. Como afirma Costa et al. (2010,
p. 72), “(...) A propor¢ao que este Numero traduz ¢ considerada como a mais bela para a Arquitetura
eaArte (...)".

No Egito as pirdmides de Gizé foram construidas tendo em conta a razdo aurea: a raz&o entre a
altura de uma face e a metade do lado da base da grande piramide € igual ao NUimero de Ouro. A
altura da piramide, a sua a base e a altura de cada uma das faces desta grande piramide de Quéops,

mantém entre si, uma intima relacdo por meio de @, tal como mostra na figura abaixo.

Figura 13: Piramide de Quéops e a proporgao aurea *°

Outro exemplo da arquitetura onde podemos encontrar o Numero de Ouro é no templo
Partenon de Atenas. Hoje em dia, no entanto, este ponto é objeto de estudo e discussdo, pois existem
alguns videos documentérios e trabalhos de investigacao que afirmam que as proporcdes do retangulo
presente na fachada deste templo, ndo sdo as da razédo aurea.

Construido ha muitas centenas de anos, este monumento, agora em ruinas, ¢ um dos famosos
templos religiosos que foi construido em Atenas, por volta dos anos 430-440 a.C. e, segundo 0s
autores da Antiguidade e na opinido da maioria dos atuais, nele podemos observar a proporgao aurea.

A planta do Partenon mostra que o templo foi construido tendo por base um retangulo com

15 Fonte: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm
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comprimento igual a raiz quadrada de cinco mais um e e largura igual a um, o que revela a

preocupacéo de realizar uma obra bela e harmoniosa, o qual pode ser observado na seguinte figura:

Figura 14: Partenon de Atenas e a proporgdo aurea *®

Outro monumento que possui a razdo aurea na sua construcdo é o Taj Mahal. Construido pelo
imperador Shah Jahan, entre 1630 e 1652, todo em marmore branco sobre o timulo de Aryumand
Banu Began, sua esposa, a quem chamava “A joéia do palacio”, que faleceu ap6s o parto do seu 14.°
filho. Localizado em Agra, na India, foi reconhecido como patriménio da humanidade pela UNESCO
e, recentemente, reconhecido como uma das sete maravilhas do mundo. Edificacdo maravilhosa,
construida baseada na razéo aurea, objeto de estudo de varios cientistas, matematicos e arquitetos.

Em toda a parte frontal podemos localizar a razdo durea como mostra na figura 15:

Figura 15: Taj Mahal da india e a proporcéo &urea *’

¥Fonte:  http://www.montfort.org.br/a-beleza-no-mundo-no-homem-e-em-deus-a-filosofia-da-arte-a-sabedoria-de-deus-
na-criacao-e-a-vida-espiritual-parte-7/
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A universidade de Salamanca é a mais antiga de Espanha, construida em 1218 e foi a primeira
na Europa, a ter o titulo de universidade. Na construgcdo da fachada desta universidade, a relacdo de
Ouro esta presente na sua construcao.

Figura 16: Universidade de Salamanca *®

Outro exemplo da proporcdo aurea na Antiguidade € o papiro de Rhind ou de Ahmes, datado
aproximadamente no ano 1650 a.C.. Foi escrito por Ahmes, tem cerca de 6m de comprimento e
33 c¢m de largura. Representa a melhor fonte de informagdes sobre a matematica egipcia conhecida.
Escrito em hieratico, é composto por 87 problemas e suas resolucGes. Estes problemas s&o, na sua
maioria, problemas ligados ao quotidiano da época e que procuravam apresentar métodos e formulas
que permitissem resolver assuntos que surgiam diariamente, tais como o preco do pdo, a
armazenagem de grdos de trigo, a alimentacdo do gado, etc. Dao-nos informacGes bésicas sobre
aritmética, fracOes, calculo de areas, volumes, progressdes, reparticdes proporcionais, regras de trés
simples, equagdes lineares e trigonometria basica.

Muito pouco se sabe sobre a finalidade do papiro. Poderia ser um documento com inten¢Ges
pedagOgicas ou um simples caderno de notas de um aluno. Os papiros contém alguns erros
importantes, provavelmente devido ao facto de terem sido copiados a partir de textos anteriores. Os
papiros referem-se a uma “razdo sagrada” que se cré ser o Namero de Ouro.

O papiro de Rhind pode ser observado, na figura 17, a seguir representado:

7 Fonte: http://razaoaureaifsc.blogspot.pt/2012/09/aplicacoes-da-razao-aurea.html
18 Fonte: http://jabarata.blogspot.pt/2012/06/as-mais-belas-bibliotecas-do-mundo_25.html
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Figura 17: Papiro de Rhind *°

Na arquitetura contemporanea, também podemos encontrar inimeros edificios de arquitetos
famosos, que usaram a razao &urea na construgdo das suas obras.

O arquiteto Le Corbusier (1887-1965) participou na comissao internacional para a criagdo do
edificio das Nacdes Unidas, situado na cidade de Nova lorque. O seu projeto acabou por se realizar,
com algumas modificacdes do arquiteto brasileiro Niemeyer, seu discipulo. Esta organizacdo
internacional foi criada ao finalizar a segunda guerra mundial, com o objetivo de evitar os conflitos

bélicos entre as nagdes que dela fazem parte. Este edificio apresenta trés retdngulos de Ouro na
fachada do monumental edificio.

> { I\
L e mmmals®”

Figura 18: Edificio sede da ONU, Nova lorque %

9 Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/inicio.htm
2 Eonte: : http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm
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Le Corbusier construiu muitos edificios, onde utilizou o0 Numero de Ouro nas suas construcades.

Foi nos anos de 1942 a 1948 que Le Corbusier desenvolveu um sistema Unico de medicao
denominado de Modulor, que era uma espécie de tabela, com medidas padrdo, a ser utilizada nas
obras arquitetdnicas. Este novo sistema é baseado no que este arquiteto absorveu da cultura da Grécia
Antiga e do que mais o impressionou, € baseado na razdo de Ouro, bem como nos ndmeros da
sequéncia de Fibonacci e nas dimensdes médias humanas, que idealizou como altura standard,
183 cm.

O Modulor € uma sequéncia de medidas que Le Corbusier usou para encontrar harmonia nas
suas composi¢cOes arquiteturais. Este sistema foi publicado em 1950 e depois do grande sucesso,
cinco anos mais tarde, foi publicado o Modulor 2 .

O Modulor, era uma estatua realizada a partir das medidas ideais, sugeridas por Le Corbusier,
no seu livro homénimo. Era um homem com méo levantada, mede 226 cm e a metade da altura, a
113 c¢m, encontra-se 0 umbigo. Os valores que aparecem nos retangulos de Ouro desenhados na
estatua do Modulor, quando sdo multiplicados ou divididos por @, geram uma sequéncia de nUmeros
de Fibonacci.

Podemos observar o Modulor na figura que se segue:

Figura 19: O Modulor #

2L Fonte: http://giorgiaferlin.com/2012/12/13/modulor/
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S&o varias as obras de arquitetura de Le Corbusier onde podemos encontrar a razdo aurea,

como por exemplo: a Ville Saboye, nos arredores de Paris e o exterior e interior da unidade

habitacional de Marselha, a Torre de Tatlin, entre muitas outras.

Figura 20: Torre de Tatlin %
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Figura 21:Unidade habitacional de Marselha

Figura 22: Ville Saboye *

22 Eonte: http://gutierrezcabrero.dpa-etsam.com/page/15/
2 Fonte: http://www.maisnet.net/2011/03/unidade-habitacional-de-marselha-le-corbusier/

2 Fonte: http://www.usijt.br/biblioteca/mono_disser/mono_diss/097.pdf
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No século I a.C., 0 engenheiro e arquiteto romano, Marcos Vitravio publicou, em 10 volumes,
um grande manual de engenharia e arquitetura, denominado “De Architectura”. Nesta obra desenha o
homem vitruviano, que consiste numa figura humana de bracos abertos, mostrando a propor¢do aurea
no corpo humano. A influéncia de Vitravio foi muito grande entre os arquitetos medievais.

Durante 0 Renascimento, muitos artistas, arquitetos e tratadistas®®, estudaram e interpretaram
0s textos vitruvianos, para fazer novas representacdes gréficas, mas nenhum deles conseguiu
combinar de forma harmoniosa e matematica, as proporcionalidades do corpo humano e a solugéo da
quadratura do circulo, conforme propunha Vitruvius. De entre os desenhos que foram feitos, o de
Leonardo da Vinci (1452-1519) tornou-se o mais famoso e o mais difundido.

Leonardo da Vinci foi o responsavel pelo encaixe perfeito do corpo humano, dentro dos
padrGes matematicos esperados. O seu desenho faz parte da colecdo da Gallerie dell’Accademia em
Veneza, Italia. O redescobrimento das propor¢fes matematicas do corpo humano, no século XV, por
Leonardo da Vinci e os outros, é considerado como uma das grandes realizacbes que levam ao
Renascimento italiano.

O "homem de Leonardo da Vinci" é aquela figura que traz um homem de bragos abertos,
presente nos manuais de arquitetura modernos, na qual é mostrada a propor¢cdo aurea no corpo
inteiro, no rosto, nos membros superiores, nos membros inferiores, nos dedos, nos artelhos®®, etc..

As figuras 23 e 24 sdo baseadas no “Homem de Leonardo da Vinci”. Nelas podemos observar
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Figura 23: “Homem de Vitravio” de Leonardo da Vinci 2 Figura 24: Homem segundo Leonardo da Vinci %

% Aquele que escreveu um ou mais tratados sobre temas cientificos.
% Termo técnico utilizado em anatomia para os dedos dos pés dos vertebrados terrestres.
2" Fonte: http://www.designontherocks.xpg.com.br/a-perfeicao-divina-aplicada-a-arte-e-ao-design/
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O homem vitruviano de Leonardo da Vinci é usado como referéncia estética de simetria e
propor¢ao em todo o mundo.

Também a famosa catedral Notre Dame, de Paris, € mais um dos monumentos onde podemos
verificar a divisdo aurea apresentada na sua fachada frontal tal como podemos observar na figura que

Se segue:

Figura 25: Catedral Notre Dame %

3.3. O Numero de Ouro na pintura

Nas pinturas do renascimento destaca-se um dos quadros mais celebres de Leonardo da Vinci, a
“Mona Lisa”, que apresenta o retangulo de Ouro em multiplos locais da obra.

“Podemos verificar um rectangulo de Ouro quando: desenharmos um retangulo em
torno de seu rosto, veremos que este é um retangulo de Ouro; dividirmos este
retangulo por uma linha que passe nos olhos, 0 novo retangulo obtido também é de
Ouro; as dimensoes do quadro também representam a razdo de Ouro” ( Oliveira, 2010,

p. 33).

%8 Adaptado de: http://serluminoso.blogspot.pt/2013/06/a-criacao-e-0-numero-phi.html
% Fonte: : http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm
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Figura 26: “Mona Lisa” de Leonardo da Vinci *

A exceléncia dos desenhos de Leonardo da Vinci, revela os seus conhecimentos matematicos,
bem como a utilizacdo da razdo aurea como garante de uma perfeicdo, beleza e harmonia Unicas.
Leonardo da Vinci foi um génio de pensamento original que usou exaustivamente 0s seus
conhecimentos de matematica, nomeadamente o NUmero de Ouro, nas suas obras de arte.

S0 vérias as obras famosas de Leonardo da Vinci onde podemos encontrar a propor¢do aurea,

como por exemplo: “A Ultima Ceia”; “A Anunciagdo”, abaixo representadas, entre outras.

Figura 27: “Ultima Ceia” de Leonardo da Vinci ¥ Figura 28: “ A Anuncia¢do” de Leonardo da Vinci %/

% Eonte: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm
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Na obra “A Anuncia¢do”, decompondo a figura num quadrado e num retangulo, o retangulo
obtido tem as proporgdes de Ouro. Curiosamente esta divisdo permite que o retangulo de Ouro
enquadre as partes mais importantes da figura: o anjo e a jovem, se o quadrado for construido no lado
direito ou no lado esquerdo, respetivamente.

Na obra “A Ultima Ceia”, Leonardo da Vinci revela, de forma assombrosa, diversas figuras
aureas, em especial o retangulo. Nesta obra, o retdngulo de Ouro define tanto as dimensfes da mesa,
como a disposi¢do de Cristo e dos seus discipulos a sua volta. Podemos constatar que as paredes da
sala e as janelas do fundo também respeitam a proporcéo aurea.

Em termos gerais, 0s pintores renascentistas foram influenciados, ainda que consciente ou
inconscientemente, pela propor¢do &urea nas suas obras. S@o varios os pintores famosos que
deixaram obras muito importantes onde se evidencia a razdo aurea. Exemplo disso sdo as seguintes
obras: “ Sagrada Familia” de Miguel Angelo; “A Flagelagao” de Piero della Francesca; “Nascimento

de Vénus” de Sandro Botticelli e a “Melancolia I’ de Albrecht Durer.

E D

Figura 29: “A Sagrada Familia” de Miguel Angelo *

Na obra “A Sagrada Familia” de Miguel Angelo, foi utilizada a estrela pentagonal na

organizacéo das suas personagens.

31 Fonte: http://www.dav.sceu.frba.utn.edu.ar/homovidens/MirtaDiaz/Proyectofinal/ver mas.htm
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Figura 30: “Nascimento de Vénus” de Botticelli *

3.4 . O Numero de Ouro na natureza

Juntando dois quadrados com lado igual a 1, obteremos um retangulo de lados 2 x 1, sendo o
lado maior igual a soma dos lados dos quadrados anteriores. Anexamos agora outro quadrado com
lado igual a 2 obteremos um novo retangulo, cujos lados medem 3 x 2. Continuamos a anexar
quadrados com lados iguais ao maior dos comprimentos dos retangulos obtidos no passo anterior,
obteremos uma sequéncia em que os lados dos quadrados tém os seguintes comprimentos:

1,1,3,5,8,13, ..., que € a sequéncia de Fibonacci.

15

Figura 31: Retangulo de Ouro * Figura 32: Espiral logaritmica *°

32 Eonte: http://luisaefelipe77.blogspot.pt/2010/10/pintura-0-nascimento-de-venus.html
% Adaptado de: http://charlezine.com.br/sequencia-de-fibonacci/
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Se unirmos os quartos de circunferéncia de todos os quadrados vamos obter uma espiral,
chamada espiral dourada ou logaritmica.

Na natureza encontramos facilmente espirais como esta, relacionadas com o Numero de Ouro,
como, por exemplo, nos moluscos marinhos, numa simples couve-flor, nas sementes de girassol, nas

conchas dos moluscos, no abacaxi, nas pinhas, nas estrelas-do-mar, etc..

Figura 33: Espiral logaritmica no Nautilus marinho * Figura 34: Espiral logaritmica na pinha *

Os ramos das arvores ndo nascem uns sobre 0s outros, mas segundo uma espiral. O tamanho da
arvore vai variando ao longo do tempo, mas o0 seu aspeto exterior € sempre 0 mesmo: as proporc¢oes,
entre a sua altura e o comprimento dos ramos, mantém-se, assim como as respetivas formas. Por essa
razdo, podemos distinguir as varias espécies umas das outras, sem Ser necessario observar ao
pormenor as folhas e a casca.

A planta representada na figura 35, € um dos varios exemplos, em que a disposi¢do dos ramos e
das folhas, seguem o padrdo da sequéncia de Fibonacci.

Como podemos observar, o nimero de ramos desta

planta é dado por: 1,1, 2,3,5,8,13, ...., que Sd0 0S NUMeros

de Fibonacci. O nimero de folhas da planta também é dado

pelos nimeros da sequéncia de Fibonacci.

Figura 35: Planta Achillea ptarmica *

* Fonte: http://www.didaxis.org/matematicaonline/index.php?url=historiamatematica
% Adaptado de: http://horamatematica.blogspot.pt/2010/11/0-numero-de-ouro-e-sequencia-de.html
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Existe, também, uma relacdo entre a “arvore genealdgica” das abelhas e a sequéncia de
Fibonacci. Na reproducdo das abelhas, quando um 6vulo néo ¢ fertilizado, gera uma abelha macho, e
quando ocorre a fertilizacdo, gera uma abelha fémea. Assim sendo, uma abelha macho tem como pais
apenas uma abelha fémea. Uma abelha fémea tem como pais um casal de abelhas.

Como podemos observar na figura 36, nas varias geracdes, 0 nimero de abelhas segue o padrao

da sequéncia de Fibonacci.
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Figura 36: “Arvore genealdgica” das abelhas *

o

Encontraremos, com certeza, inumeras aplicacfes da sequéncia de Fibonacci e do NUmero de

Ouro na natureza, no entanto, ficaremos com estes exemplos mencionados neste trabalho.

3.5. O NUumero de Ouro no design

Atualmente a proporcdo aurea é muito usada no design dos objetos do nosso dia-a-dia. Ao
padronizar internacionalmente algumas medidas de determinados objetos, 0s projetistas procuram
respeitar a proporgdo divina. Algumas das correntes misticas acreditam que os objetos cujas
dimens@es estejam relacionadas com o Numero de Ouro, sdo mais agradaveis a vista e estimulam

uma sensacao de beleza e harmonia no ser humano.

% Adaptado de: http://www.chabad.org.br/biblioteca/artigos/codigo/home.html
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O marketing e o design foram buscar o Numero de Ouro para conceber alguns dos objetos do
quotidiano, tais como: nos cartes multibanco, nas caixas de cereais, nas caixas dos DVDs, no
formato dos livros, no leitor de ficheiros MP3 da Apple, nas embalagens de cigarros, etc..

No vestuario ha utilizagdes da proporcédo aurea numa empresa norte americana que desenha
jeans com o Numero de Ouro a surgir na curva do bolso da frente, nas proporcdes do bolso de tras e
na relagdo entre o pesponto®’ dos bolsos e a costura interior das calcas.

O campo de Futebol do Clube de Futebol Real Madrid, com medidas de 106 m X 66 m , é

praticamente um retangulo de Ouro.

g

Figura 37: Razéo &urea no design da marca Aplle * Figura 38: Razdo aurea no I phone da Apple ¥’

3.6. O Numero de Ouro na musica

Stradivarius, produziu na Italia renascentista varios violinos e violoncelos. Segundo
comprovacdes, mais de mil violinos foram criados, mas apenas 650 ainda existem. O mais famoso é
chamado de "O Messias", de 1716, é um dos mais famosos instrumentos de corda, e encontra-se no
Ashmolean Museum, de Oxford. Stradivarius utilizava o Numero de Ouro na constru¢do dos seus

famosos violinos.

%7 ponto da costura em que uma agulha torna sucessivamente um entrar um pouco atras do lugar em que saiu 0 ponto
anterior.
%8 Fonte: http:/pappagallodifermat.blogspot.pt/2012/07/apple-e-il-rapporto-aureo.html
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Figura 39: Violino de Stradivarius *

O Numero de Ouro esta presente também nas famosas sinfonias nimero 5 e nimero 9 de
Beethoven.

O baterista de jazz Max Roach usou a razdo aurea num dos seus solos.

Ha treze notas em cada oitava no piano. Uma escala compreende 8 notas, das quais a 1.2, 3.2 e

5.2 580 a base dos acordes. No piano, séo 8 teclas brancas e 5 pretas separadas em grupos de 3 e de 2.

3.7. O Numero de Ouro na literatura

Na literatura, o0 Nimero de Ouro encontra a sua aplicacdo mais notavel no poema épico grego
“Iliada”, escrito por volta do século VIII a.C., por Homero, que narra acontecimentos dos ultimos
dias da guerra de Troia. Nesta obra, a propor¢cdo entre as estrofes maiores e as menores, da um
namero proximo ao 1, 618, que como sabemos, é um valor aproximado do Numero de Ouro.

Luis Vaz de Camdes (1572) na sua obra “Os Lusiadas”, colocou a chegada a india no ponto
que divide a obra na razéo de Ouro.

Virgilio na sua obra “Eneida”, escrita no século | a.C., construiu a razdo aurea com as estrofes
maiores e menores.

O poeta, tradutor e escritor portugués, Moura (1994), escreveu na sua obra “Camdes ¢ a Divina
Proporgdo” um poema que demonstra a curiosidade de um nimero que desde a antiguidade encanta

cientistas e curiosos. Apresentamos de seguida o referido poema:

% Fonte: http://violinoacustico.blogspot.pt/2012 03 01 archive.html
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“O misterioso Numero de Ouro

Do nUimero nasce a proporgao
Da proporcao se segue a consonancia
A consonancia causa deleitacdo
A nenhum sentido apraz a dissonancia.
Unidade, igualdade e semelhanca
Séao principios do contentamento
Em todos os sentidos o experimento
A alma na unidade gléria alcanca.
Em todas as quantidades a igualdade
E a perfei¢cdo remota ou a mais chegada
Segundo a natural autoridade
E assim esta nas qualidades assentada.
Da mesma maneira a semelhanga

Diva de ser sentida e contemplada. * *°

A sequéncia de Fibonacci e 0 Nimero de Ouro surgiram, mais recentemente, na literatura e no
cinema, através do livro e do filme “O Codigo da Vinci”.

A razdo aurea surge, inesperadamente, em diferentes contextos transmitindo sempre a sensacao
de estética e beleza, por isto ela é surpreendente. Nao podemos deixar de admirar a beleza do
girassol, da concha marinha, do retangulo aureo, do segmento aureo, da piramide, do pentagrama, do
pentagono, do decagono, das proporcGes harmonicas no nosso corpo, da pintura e da arquitetura.
Sabemos da sua importancia no passado: na arte, arquitetura, pintura; e também da sua importancia
no presente: na arquitetura, arte, natureza, estética, formato de cartbes de crédito e documentos,
aparelhos eletrdnicos (televisdo, computador), cadernos e livros. Tudo isto nos leva a perceber a

importancia desta razdo e o motivo pelo qual foi chamada de razdo de Ouro.

0 Eonte: http://cmup.fc.up.pt/cmup/mecs/O%20Misterioso%20Numero%20de%200uro.pdf.
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CAPITULO IV - A SEQUENCIA DE FIBONACCI, A SEQUENCIA DE
LUCAS E O NUMERO DE OURO NO 3.° CICLO DO ENSINO BASICO

4.1. As orientac0es oficiais no 3.° Ciclo do Ensino Basico

As competéncias essenciais que os alunos devem desenvolver, ao longo de toda a educacédo
béasica, no que diz respeito a disciplina de Matematica, de acordo com as orientacdes que constam no

Curriculo Nacional do Ensino Bésico (2001), sao:

*“A predisposi¢cdo para raciocinar matematicamente, isto €, para explorar situagdes
probleméticas, procurar regularidades, fazer e testar conjeturas, formular
generalizacOes, pensar de maneira ldgica;

eGosto e a confianca pessoal em realizar atividades intelectuais que envolvem
raciocinio matematico e a concecdo de que a validade de uma afirmacdo esta
relacionada com a consisténcia da argumentacdo logica, e ndo com alguma autoridade
exterior;

¢ A aptiddo para discutir com outros e comunicar descobertas e ideias matematicas
através do uso de uma linguagem, escrita e oral, ndo ambigua adequada a situacao;

e A compreensdo das nocOes de conjetura, teorema e demonstracdo, assim como das
consequéncias do uso de diferentes definigdes;

¢ A predisposicdo para procurar entender a estrutura de um problema e a aptiddo para
desenvolver processos de resolucdo, assim como para analisar 0s erros cometidos e
ensaiar estratégias alternativas;

o A aptiddo para decidir sobre a razoabilidade de um resultado e usar, consoante 0s
casos, o cdalculo mental, os algoritmos de papel e lapis ou o0s instrumentos
tecnoldgicos;

¢ A tendéncia para procurar ver e apreciar a estrutura abstrata que esta presente numa
situacdo, seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a natureza ou a arte, envolva ela
elementos numeéricos, geométricos ou ambos;

e A tendéncia para usar a matematica, em combinacdo com outros saberes, na
compreensdo de situagdes da realidade, bem como o sentido critico relativamente a
utiliza¢do de procedimentos e resultados de matematica”.

(Ministério da Educacdo, 2001, p. 57).
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De acordo com o novo Programa de Matematica do Ensino Béasico, homologado em 17 de
junho de 2013, destacam-se trés finalidades para o ensino da Matematica, bem distintas do programa

de Matematica que esteve em vigor, desde 2007:

1. “A estruturacdo do pensamento - A apreensdo e hierarquizacdo de conceitos
matematicos, o estudo sisteméatico das suas propriedades e a argumentacdo clara e
precisa, propria desta disciplina, ttm um papel primordial na organizagdo do
pensamento, constituindo-se como uma gramatica basilar do raciocinio hipotético-
dedutivo. O trabalho desta gramatica contribui para alicercar a capacidade de elaborar
analises objetivas, coerentes e comunicaveis. Contribui ainda para melhorar a
capacidade de argumentar, de justificar adequadamente uma dada posicédo e de detetar
falacias e raciocinios falsos em geral.

2. A analise do mundo natural — A Matematica é indispensavel a uma compreensao
adequada de grande parte dos fendmenos do mundo que nos rodeia, isto €, a uma
modelacdo dos sistemas naturais que permita prever o seu comportamento e evolucao.
Em particular, o dominio de certos instrumentos matematicos revela-se essencial ao
estudo de fendbmenos que constituem objeto de atencdo em outras disciplinas do
curriculo do Ensino Baésico (Fisica, Quimica, Ciéncias da Terra e da Vida, Ciéncias
Naturais, Geografia...).

3. A interpretacdo da sociedade — Ainda que a aplicabilidade da Matematica ao
quotidiano dos alunos se concentre, em larga medida, em utilizacdes simples das
quatro operacOes, da proporcionalidade e, esporadicamente, no célculo de algumas
medidas de grandezas (comprimento, area, volume, capacidade,...) associadas em
geral a figuras geométricas elementares, 0 método matematico constitui-se como um
instrumento de eleicdo para a analise e compreensdo do funcionamento da sociedade.
E indispensavel ao estudo de diversas areas da atividade humana, como sejam os
mecanismos da economia global ou da evolucdo demografica, os sistemas eleitorais
que presidem a Democracia, ou mesmo campanhas de venda e promocao de produtos
de consumo. O Ensino da Matematica contribui assim para o exercicio de uma

cidadania plena, informada e responsavel.” (Bivar et al., 2013, p. 2)

Para atingir as finalidades enunciadas, estabeleceram-se objetivos gerais que os alunos deverédo
evidenciar no final dos trés ciclos do Ensino Basico. Estes objetivos traduzem desempenhos

fundamentais, que sdo explicitados por verbos, que tém significados especificos em cada ciclo. As

m



Metas Curriculares de Matematica organizam-se em: “dominios”, que se dividem em “subdominios”,
para os quais sdo definidos “objetivos gerais”, que sdo completados por “descritores de
desempenho”. Estes descritores precisam de forma objetiva e rigorosa o que 0s alunos devem atingir
dentro de cada objetivo geral.~

Os objetivos a atingir para o 3.° Ciclo do Ensino Basico, de acordo com o novo Programa de

Matematica para o Ensino Bésico, sdo 0s seguintes:

(1) “Identificar/designar: O aluno deve utilizar corretamente a designacao referida,
sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

(2) Reconhecer: O aluno deve apresentar uma argumentacdo coerente ainda que
eventualmente mais informal do que a explicacdo fornecida pelo professor. Deve, no
entanto, saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicacéo.
(3) Reconhecer, dado...: O aluno deve justificar o enunciado em casos concretos, sem
que se exija que o prove com toda a generalidade.

(4) Saber: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer
justificacdo ou verificacdo concreta.

(5) Provar/Demonstrar: O aluno deve apresentar uma demonstracdo matematica téo
rigorosa quanto possivel.

(6) Estender: Este verbo é utilizado em duas situacGes distintas:

(a) Para estender a um conjunto mais vasto uma definicdo ja conhecida. O aluno deve
definir o conceito como se indica, ou de forma equivalente, reconhecendo que se trata
de uma generalizagéo.

(b) Para estender uma propriedade a um universo mais alargado. O aluno deve
reconhecer a propriedade, podendo por vezes esse reconhecimento ser restrito a casos
concretos.

(7) Justificar: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma
propriedade ja conhecida.” (Bivar et al., 2013, pp. 3-4)

No Programa de Matematica do Ensino Basico que esteve em vigor até ao presente ano letivo e
também no Programa que entrard em vigor, pretende-se, desde o 1.° Ciclo do Ensino Basico,
desenvolver nos alunos, o pensamento algebrico, através da capacidade de representar, com
simbologia adequada, situacdes matematicas, bem como situacdes do dia-a-dia, e resolver problemas

nos mais variados contextos.
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O ensino da Algebra, aparece como tema programatico individualizado no 2.° e 3.° Ciclos do
Ensino Bésico, embora haja uma iniciacdo ao pensamento algébrico ja no 1.° Ciclo do Ensino Basico,

tal como estava definido no Programa anterior.

“As ideias algébricas aparecem logo no 1.° ciclo no trabalho com sequéncias, ao
estabelecerem-se relagdes entre nimeros e entre ndmeros e operacdes, e ainda no
estudo de propriedades geométricas como a simetria. No 2.° ciclo, a Algebra ja
aparece como um tema matematico individualizado, aprofundando-se o estudo de
relacBes e regularidades e da proporcionalidade direta como igualdade entre duas
razGes. Finalmente, no 3.° ciclo, institucionaliza-se o uso da linguagem algébrica,
trabalha-se com expressoes, equacdes, inequacdes e funcbes, procurando desenvolver
no aluno a capacidade de lidar com diversos tipos de relagbes matematicas e estudar
situacOes de variacdo em contextos significativos. A alteracdo mais significativa em
relacdo ao programa anterior € o estabelecimento de um percurso de aprendizagem
prévio no 1.° e 2.°ciclos que possibilite um maior sucesso na aprendizagem posterior,
com a consideracdo da Algebra como forma de pensamento matematico, desde os

primeiros anos.” (Ponte et al., 2007, p. 7)

Na aplicacdo do novo Programa de Matematica do Ensino Bésico, aos alunos devem ser
apresentadas diferentes tipos de experiéncias matematicas, resultando dai uma diversidade de tarefas
a propor na sala de aula. Essas tarefas devem ser preparadas e selecionadas, cuidadosamente, pelos
professores, de forma a atingirem os objetivos propostos, quer a nivel de contetdos, quer a nivel de
atitudes dos alunos, face aos desafios apresentados. Todas as tarefas elaboradas devem pressupor
uma atitude ativa dos alunos na procura de novos conhecimentos.

Segundo Ponte (2004, p.8), as tarefas podem-se dividir em quatro tipos, tendo em conta as suas
propriedades:

- Exercicio: tarefa fechada e de desafio reduzido;

- Problema: tarefa fechada e com elevado desafio;

- Investigacéo: tarefa aberta e com grau de desafio elevado;

- Exploracdo: tarefa aberta e de desafio reduzido.,

Relativamente a duracdo da tarefa, segundo Ponte (2004, p. 10), podemos classificar as tarefas
como sendo de curta duracdo — os exercicios; de média duracdo — os problemas, as tarefas de

exploragéo e as tarefas de investigacao; e tarefas de longa duracéo — os projetos.
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Os alunos devem desenvolver uma predisposi¢cdo para usar a Matematica em contexto escolar e
ndo escolar. As tarefas de carater problemético apresentadas devem ser estimulantes e desafiantes,
permitindo compreender a sua aplicabilidade na vida real. O recurso a Historia da Matematica,
permite que os alunos compreendam que a Matematica é uma ciéncia viva e em evolugdo, bem como
a utilidade da Matematica para grandes descobertas noutras ciéncias.

A resolucéo de problemas, o raciocinio matematico e a comunica¢do matematica para além de
constituirem objetivos de aprendizagem, constituem orientacbes metodoldgicas importantes para o
professor estruturar as atividades a desenvolver na aula. No novo Programa de Matematica do Ensino

Basico podemos verificar que:

“ Os temas transversais referidos no programa de 2007, como a Comunicagdo ou o
Raciocinio matematico, referem-se a capacidades estruturais indispensaveis ao
cumprimento dos objetivos elencados, estando contemplados neste documento de

forma explicita ou implicita em todos os descritores”. (Bivar et al., 2012, p. 2)

O professor tem um papel muito importante na gestdo do curriculo na sala de aula. A forma
como 0 concretiza, as estratégias que utiliza, permite aos alunos, a construcdo dos conceitos
fundamentais em jogo, a compreensdo dos procedimentos, o dominio da linguagem matematica e das
representacdes relevantes, o estabelecimento de conexdes.

Assim, o professor, sujeito reflexivo e atuante, ser& um dos elementos fundamentais no
processo de ensino e aprendizagem, pelo seu papel determinante na selecdo cuidada de tarefas a
propor na sala de aula, na implementacdo de meios que otimizem a sua exploragdo e na reflexdo
acerca do tipo de questdes, intervencdes e estimulos que podera utilizar para desafiar, confrontar e
questionar os alunos.

Os docentes devem vivenciar e participar em momentos de discussdo, partilha, trabalho
colaborativo e préticas de reflexdo conjunta o que permitirda um enriquecimento ainda maior em
termos de formagao profissional.

De acordo com os autores do novo Programa de Matemaética para o Ensino Basico, tornou-se
necessario clarificar e definir quais os conhecimentos e capacidades fundamentais que os alunos
devem desenvolver no dominio da Matematica ao longo do Ensino Basico.

Desta forma, adota-se uma estrutura curricular sequencial, na qual se caminha por etapas,
respeitando uma estrutura prépria de uma disciplina cumulativa, como a Matematica. Consideram
também que a abstracdo tem um papel fundamental na atividade matemaética e que, nos primeiros

anos, se deve partir do concreto para, progressivamente, passar para um pensamento mais abstrato.

ﬁ



As Metas Curriculares pretendem, conjuntamente com o0 novo Programa de Matematica,
constituir as referéncias fundamentais para o desenvolvimento do ensino da Matematica, clarificando
0 que se deve eleger como prioridade no ensino. Neste sentido, este novo Programa de Matemaética
do Ensino Basico, tem por objetivo principal potenciar e aprofundar a compreensdo da Matematica.

Definir os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos, é pois 0
objetivo das Metas Curriculares, sendo também um meio de apoio as planificacdes dos professores,
constituindo-se como referencial para a avaliagdo interna e externa.

O novo Programa de Matematica para o Ensino Basico, baseia-se em cinco grandes temas
matematicos, para o 3.° Ciclo do Ensino Bésico, nhomeadamente: Numeros e Operacdes (NO);
Geometria e Medida (GM); Funcdes, Sequéncias e Sucessdes (FSS); Algebra (ALG) e Organizagio e
Tratamento de Dados (OTD).

Relativamente ao tema que apresentamos neste trabalho, “ A sequéncia de Fibonacci e a
sequéncia de Lucas”, este pode-se inserir, essencialmente, em quatro das cinco grandes tematicas do
novo Programa de Matematica para o Ensino Basico: Algebra; Funcdes, Sequéncias e Sucessoes;
Geometria e Medida, e Numeros e Operagdes.

O tema escolhido para este trabalho, ndo se encontra muito desenvolvido nos manuais escolares
utilizados para o ensino da Matematica do 3.° Ciclo do Ensino Basico. No topico agora designado por
“Fungdes, Sequéncias e Sucessdes” e também na tematica “Numeros e Operagdes”, podemos
encontrar algumas atividades relacionadas com a sequéncia de Fibonacci nos manuais escolares
atuais, inclusive, algumas referéncias a vida e obra de Leonardo de Pisa, autor desta famosa
sequéncia, bem como algumas atividades e referéncias ao Numero de Ouro. Relativamente a
sequéncia de Lucas, ndo encontramos nenhuma referéncia nos manuais escolares de Matematica do
Ensino Bésico. Por estas razdes e, também pela importéncia e aplicacdo na vida real da sequéncia de
Fibonacci e da sequéncia de Lucas, achamos interessante propor algumas atividades relativas a estas
sequéncias, que permitam atingir as Metas Curriculares propostas para esta tematica, de acordo com
0 novo Programa de Matematica, que entrara em vigor no proximo ano letivo 2013/2014 e que
poderdo enriquecer o ensino destes topicos no Ensino Basico. Propomos, também uma possivel
inclusdo de determinados conteddos relativos a estas sequéncias no curriculo de Matematica do
Ensino Baésico.

O 3.2 Ciclo do Ensino Bésico constitui uma etapa muito importante na formagdo matematica
dos alunos. E uma fase de consolidagio de conhecimentos e capacidades a desenvolver no Ensino
Basico, sendo também, uma preparacdo para o Ensino Secundario.

Relativamente aos dominios e conteldos que constam no novo Programa de Matematica do

Ensino Basico, podemos encontra-los no anexo Il , no que diz respeito ao 3.° Ciclo do Ensino Basico.
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Embora existam aspetos gerais e comuns a desenvolver nos alunos, ao longo dos trés ciclos do
Ensino Basico, ha ainda a considerar competéncias especificas que os alunos deverdo adquirir no 3.°
Ciclo do Ensino Basico, no que diz respeito aos temas da Algebra e Funcdes (e, considerando o novo
Programa, também as Sequéncias e Sucessdes), de acordo com o Curriculo Nacional do Ensino

Basico, designadamente:

-“O reconhecimento do significado de féormulas no contexto de situagdes concretas e a
aptidao para usa-las na resolucéo de problemas de representar;

- A aptiddo para usar equacOes e inequacGes como meio de representar situacdes
probleméticas e para resolver equacles, inequacles e sistemas, assim como para
realizar procedimentos algébricos simples;

- A compreensdo do conceito de funcdo e das facetas que pode apresentar, como
correspondéncia entre conjuntos e como relacao entre variaveis;

- A aptiddo para representar relagdes funcionais de varios modos e passar de uns tipos
de representacdo para outros, usando regras verbais, tabelas, graficos e expressdes
algébricas e recorrendo, nomeadamente, a tecnologia gréfica;

- A sensibilidade para entender o uso de funcbes como modelos matematicos de
situacbes do mundo real, em particular nos casos em que traduzem relacbes de

proporcionalidade direta e inversa” (Ministério da Educagdo, 2001, p. 67).

De acordo com o Curriculo Nacional do Ensino Béasico (2001, p. 68), todos os alunos devem,
ao longo do Ensino Baésico, ter a oportunidade de se envolverem em Varios tipos de experiéncias,
designadamente:

e A resolucdo de problemas: permitem o desenvolvimento do raciocinio e da comunicacao

matematica;

e Atividades de investigacdo: permitem explorar novas situagOes, procurar regularidades,

testar e formular conjeturas;

o A realizagdo de projetos: permitem a partilha de saberes em trabalho de grupo fora e dentro

da sala de aula, o desenvolvimento do trabalho interdisciplinar e a apresentacdo de resultados;

e Jogos: sdo atividades que envolvem o raciocinio, a estratégia, a reflexdo, a competicéo de

uma forma lidica muito rica.
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Os alunos devem também ter a oportunidade de contactar com aspetos da Historia, do

desenvolvimento e da utilizagcdo da matemaética através de:

e Reconhecimento da Matemética na tecnologia e nas técnicas: é importante que os alunos
percebam que a matematica tem contribuido para o desenvolvimento de muitas tecnologias ao
longo da histéria;
¢ Realizacdo de trabalhos sobre a Matematica: permitem que os alunos conhecam a Histdria
da Matematica, através de pesquisa, recolha, organizacdo de informacdo, escrita e sua

apresentacao.

Os alunos devem também, ter a oportunidade de utilizar as tecnologias na aprendizagem da
Matematica, tais como, a folha de célculo, diversos programas educativos, a internet, a calculadora,
programas de geometria dindmica, os quadros interativos, etc.; bem como a utilizagdo de materiais
manipuléveis.

De acordo com o novo Programa de Matematica do Ensino Basico, as aprendizagens deverao
partir de um nivel de conhecimentos elementar, intuitivo, aumentando progressivamente, para 0
conhecimento de factos e procedimentos, usando o raciocinio matematico e a comunicacao
matematica na resolucdo de problemas, em vérios contextos. Os alunos deverdo ter uma visdo da
matematica como um todo articulado e coerente, de forma a compreenderem as suas aplicagdes no
nosso quotidiano.

Todos os alunos deverdo adquirir, ao longo dos trés ciclos do Ensino Basico, determinadas
capacidades transversais, que se encontram enunciadas no novo Programa de Matemaética, que sdo a

seguir indicadas:

e“Conhecimento de factos e de procedimentos — O dominio de procedimentos
padronizados, como por exemplo algoritmos e regras de célculo, devera ser objeto de
particular atencéo no ensino desta disciplina. As rotinas e automatismos sao essenciais
ao trabalho matematico, uma vez que permitem libertar a memoria de trabalho, por
forma a que esta se possa dedicar, com maior exclusividade, a tarefas que exigem
fungbes cognitivas superiores. Por outro lado permitem determinar, a priori, que outra
informacdo se poderia obter sem esforgo a partir dos dados de um problema, abrindo
assim novas portas e estratégias a sua resolu¢do. A memorizagéo de alguns factos tem
igualmente um papel fundamental na aprendizagem da Matematica, sendo incorreto

opb-la & compreensdo. Memorizacdo e compreensdo, sendo complementares,
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reforcam-se mutuamente. Conhecer as tabuadas basicas, e outros factos elementares,
de memoria, permite também poupar recursos cognitivos que poderdo ser direcionados
para a execucdo de tarefas mais complexas.

e Raciocinio matematico — O raciocinio matematico é por exceléncia o raciocinio
hipotético-dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenhe também um papel
fundamental, uma vez que preside, em Matematica, a formulacdo de conjeturas. Os
alunos devem ser capazes de estabelecer conjeturas, em alguns casos, ap6s a analise de
um conjunto de situagGes particulares. Deverdo saber, no entanto, que o raciocinio
indutivo ndo é apropriado para justificar propriedades, e, contrariamente ao raciocinio
dedutivo, pode levar a conclusdes erradas a partir de hipoteses verdadeiras, razao pela
qual as conjeturas formuladas mas ndao demonstradas tém um interesse limitado,
devendo os alunos ser alertados para este facto e incentivados a justifica-las a
posteriori. Os desempenhos requeridos para o0 cumprimento dos descritores nos varios
ciclos apontam para uma progressiva proficiéncia na utilizacdo do raciocinio
hipotético-dedutivo e da argumentacdo matematica. Espera-se pois que no 3.° ciclo, 0s
alunos sejam capazes de elaborar, com algum rigor, pequenas demonstragdes.

e Comunicacdo matematica — Oralmente, deve-se trabalhar com os alunos a
capacidade de compreender os enunciados dos problemas matematicos, identificando
as questdes que levantam, explicando-as de modo claro, conciso e coerente,
discutindo, do mesmo modo, estratégias que conduzam a sua resolucdo. Os alunos
devem ser incentivados a expor as suas ideias, a comentar as afirmacdes dos seus
colegas e do professor e a colocar as suas davidas. Sendo, igualmente, a redagédo
escrita parte integrante da atividade matematica, os alunos, devem também ser
incentivados a redigir convenientemente as suas respostas, explicando adequadamente
0 seu raciocinio e apresentando as suas conclusGes de forma clara, escrevendo em
portugués correto e evitando a utilizacdo de simbolos matematicos como abreviaturas
estenogréaficas.

¢ Resolucéo de problemas — A resolucdo de problemas envolve, da parte dos alunos,
a leitura e interpretacdo de enunciados, a mobilizagcdo de conhecimentos de factos,
conceitos e relagOes, a selecdo e aplicacdo adequada de regras e procedimentos,
previamente estudados e treinados, a revisdo, sempre que necessaria, da estratégia
preconizada e a interpretacdo dos resultados finais. Assim, a resolucdo de problemas
ndo deve confundir-se com atividades vagas de exploracdo e de descoberta que,
podendo constituir estratégias de motivacdo, ndo se revelam adequadas a
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concretizacdo efetiva de uma finalidade tdo exigente. Embora os alunos possam
comecar por apresentar estratégias de resolugdo mais informais, recorrendo a
esquemas, diagramas, tabelas ou outras representacfes, devem ser incentivados a
recorrer progressivamente a métodos mais sistematicos e formalizados.
Em particular, no 1.° ciclo, solicita-se explicitamente que 0 nUmero de passos
necessarios a resolucdo dos problemas va aumentando de ano para ano. E fundamental
que os alunos ndo terminem este ciclo de ensino conseguindo responder corretamente
apenas a questdes de resposta imediata. Estudos nacionais e internacionais recentes,
como o Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS), mostram
que, em 2011, 60% dos alunos portugueses do 4.° ano ndo conseguem ultrapassar esse
patamar (Intermediate International Benchmark).

e A Matemética como um todo coerente — Varios objetivos gerais e respetivos
descritores das Metas Curriculares foram concebidos de forma a estabelecer ligagoes
entre contelidos sem relagdo evidente entre si. E o caso, por exemplo, da relacio
entre a irracionalidade da raiz quadrada dos numeros naturais (que ndo sejam
quadrados perfeitos) e o Teorema Fundamental da Aritmética ou entre a semelhanca
de triangulos e o Teorema de Pitagoras. Para além das situacfes que se encontram
explicitamente ilustradas nas Metas Curriculares, outras podem ser trabalhadas no
ambito de exercicios e problemas. Estas atividades sdo propicias ao entendimento de
que a Matemaética é constituida por uma complexa rede de relagdes que lhe confere
uma unidade muito particular.” (Bivar et al., 2013, pp. 4-5)

4.2. “Reflexado” sobre o Programa de Matematica do 3.° Ciclo do Ensino Bésico

A recente homologacdo do novo Programa de Matematica para o Ensino Basico, no dia 17 de
junho de 2013, originou um conjunto de reac@es contraditorias em varias entidades, entre as quais se
destacam as opinides da Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM), da Associacdo de Professores
de Matematica (APM), dos autores do Programa de Matematica do Ensino Basico de 2007 e da
Sociedade Portuguesa de Investigacdo em Educacdo Matemética (SPIEM), por serem as mais
importantes associa¢fes no ambito da disciplina de Matematica.

De acordo com a opinido publicada em site proprio pela SPM, o novo Programa de Matematica
para os diferentes ciclos do Ensino Basico representa um passo enorme na direcdo correta,

considerando que este documento se apresenta de forma muito clara, bem organizado, constituido em
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torno de objetivos e conteudos muito explicitos e deixa ao professor a liberdade de implementar as
estratégias mais adequadas a cada grupo de alunos. No entanto, a sua correta implementacéo, tera de
envolver, necessariamente, um abrangente plano de formacgédo de professores para que se atinja um
patamar de exigéncia mais elevado, cujas consequéncias se sentirdo no Ensino Secundario e no
Ensino Superior.

Ao nivel dos conteudos, a SPM congratula-se com a adogao de propostas que visam:

“o controlo no uso da calculadora, o reforco na pratica de algoritmos e da
memorizagdo incluindo, por exemplo, estudo da tabuada, a introducdo cuidada e
consistente das fragdes, o desenho de uma estratégia coerente para o0 ensino da
Geometria ao longo de todo o nivel do Ensino Bésico, e o tratamento das dizimas e

suas relacBes com as aproximagdes” (SPM, 23 de maio de 2013, p. 3).

Mas nem todos tém opinido unanime relativamente ao novo Programa de Matematica para o
Ensino Baésico, podendo-se até considerar um Programa que tem originado alguma polémica, uma
vez que as varias associacfes de Matematica tém opinides contraditorias, ndo se aproximando em
praticamente nenhum ponto de vista relativamente aos conteldos, objetivos, competéncias e
metodologias que nele constam.

A APM considera que, no seu entender, 0 novo Programa “ira conduzir a um sério retrocesso
no ensino da Matematica com prejuizo nas aprendizagens dos alunos”, manifestando o seu total
desacordo com esta alteracdo inoportuna e inapropriada do Programa em vigor e com as

consequéncias que dai advirdo.

“O Conselho Nacional da Associa¢do de Professores de Matematica (APM) considera
assim que, ndo tendo ainda terminado a generalizacdo do atual programa de
Matematica, introduzir um documento que lhe é antagdnico vai ter consequéncias
negativas para o normal funcionamento nas escolas, perturbando o trabalho que os
professores vém realizando e, naturalmente também as aprendizagens dos alunos e a
sua relacdo com a Matematica” (APM, 23 de julho de 2012, p. 4).

A APM considera ainda que, o novo Programa de Matematica, contraria as orientacfes
curriculares atuais para o ensino da Matematica a nivel internacional, ndo tendo em conta a
investigacdo desenvolvida neste dominio, quer em Portugal, quer nos paises de referéncia nesta

matéria.
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“Reafirma que este programa vai pouco além do enunciar de uma lista de tdpicos e
subtdpicos matematicos e com as Metas Curriculares, de que decorre, estabelece um
vasto conjunto de objetivos muito especificos numa formulacdo de cariz prescritivo,
condicionando assim fortemente a liberdade e autonomia dos professores na
determinacdo das suas opcOGes metodologicas e sublinha que, para além da
discordancia com este documento que varias vezes deu a conhecer, continuam a
persistir incorreces na versdo agora homologada” ( Dire¢do da APM, 25 de junho de
2013, p. 1).

De acordo com a APM, este novo Programa de Matematica para o Ensino Basico, culmina um
processo apressado que vem desprezar o trabalho dos professores e dos alunos no @mbito do atual
Programa, desprezando o investimento feito na aplicacdo do Programa iniciado em 2008/2009 e
cujos resultados obtidos até entdo, foram considerados cada vez mais positivos.

Outra opinido relevante, relativamente a este novo Programa homologado em junho de 2013, é
a dos autores do Programa de Matematica do Ensino Basico de 2007, afirmando que este novo
Programa estreita a autonomia de escolas e professores. Ao contrario do que foi dito pelos
responsaveis do Ministério da Educacdo, entre 0 novo Programa e o anterior, existem diferencas
significativas ou alteracdes de fundo. Consideram, ainda que:

“- O programa que agora se estabelece, para entrar em vigéncia a partir  do
préximo ano letivo, é profundamente dispar do atual programa, na sua estrutura e
l6gica global, e contraria muitos dos seus aspetos e componentes fundamentais,
nomeadamente no que se refere a perspetiva pedagdgica e didatica e a énfase no
ensino e aprendizagens subjacentes, comportando também discrepancias importantes
no conteddo matematico a ensinar — introduz assuntos matematicos que nao constam
no atual programa e exclui outros, alterando ainda, relativamente a este programa, a
localizacdo na escolaridade do estudo de determinados conceitos e procedimentos.
- O programa agora homologado ndo contempla, ou menoriza fortemente, as
capacidades matematicas que o atual programa considera fundamental desenvolver
nos alunos para uma aprendizagem com compreensao - a resolucdo de problemas, o
raciocinio matematico e a comunicacdo matematica, e, igualmente, o célculo mental e
a capacidade de lidar com as representacGes e conexdes matematicas™ (Os autores do
Programa de Matematica do Ensino Bésico de 2007, 22 de junho de 2013, p. 1).
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Os autores do Programa de Matematica do Ensino Basico de 2007, escreveram ainda, em
comunicado, que consideram que existem grandes diferencas entre os dois Programas, representando
uma grande mudanca, tanto na sua estrutura logica global, como em aspetos importantes dos
contetidos matematicos.

Resumidamente, os autores do Programa de 2007 referem que este novo Programa de
Matematica para o Ensino Basico reduz significativamente a autonomia de escolas e dos professores,
prejudicando uma aprendizagem matematica integrada e articulada; introduz conceitos, conteudos e
procedimentos em determinados ciclos e anos de escolaridade e excluem, indevidamente, conceitos e
procedimentos do Programa em vigor; utiliza linguagem desadequada e acentua o esvaziamento de
capacidades matematicas que fomentam a compreensdo, como a resolucéo de problemas, o raciocinio
matematico, a comunicacdo matematica, o céalculo mental e, a capacidade de lidar com as
representacdes e conexdes matematicas.

A SPIEM , recomenda ao Ministério da Educacéo e da Ciéncia, a retirada deste novo Programa
e respetivas Metas Curriculares para o Ensino Basico da Matematica. Considera que as metas
propostas refletem, na sua generalidade, uma concecéo pobre e redutora da Matematica, bem como

do que os alunos deverdo aprender na disciplina de Matematica. Argumentam ainda que:

“retorna orientagdes curriculares ja ultrapassadas e que estiveram na base do baixo
rendimento dos alunos portugueses revelado nas décadas anteriores mas que tem vindo
a melhorar nos Gltimos anos. Uma eventual concretizacdo da proposta de metas agora
apresentada pelo MEC seria muito grave para o0 pais, pois corresponderia a um
retrocesso significativo nas aprendizagens matematicas dos alunos portugueses”
(SPIEM, 23 de julho de 2012, p. 1).

Muitas opiniGes divergentes existem acerca da entrada em vigor deste novo Programa de
Matematica para o Ensino Baésico, relativo ao qual ndo houve ainda formacdo adequada aos
professores para a sua implementacdo, e muitos afirmam, que ndo deveria entrar em vigor um novo
Programa pois ainda se encontra em fase de experimentacdo o Programa anterior, sobre o qual néo
existe qualquer tipo de avaliacéo

De acordo com o Ministério da Educagdo e Ciéncia, este novo Programa de Matematica para o
Ensino Bésico, que vai entrar em vigor no ano letivo 2013/2014, visa dar uma maior liberdade
pedagdgica aos professores, sendo muito sucinto relativamente as orientagdes metodoldgicas a usar.
Pretende que os professores usem livremente a sua experiéncia para definir os métodos e estratégias

adequados a cada turma em particular. Consideram que, estas novas orientag0es, remetem para uma

3




maior autonomia do professor nos métodos a aplicar na sala de aula, para atingirem as metas
curriculares apresentadas, contrariando assim, muitas opinides manifestadas por vérias entidades.

No entanto, o antigo Programa de Matematica do Ensino Basico esteve em vigor durante pouco
tempo, apenas desde o0 ano letivo de 2008/2009, por isso hd muitas opiniGes que indicam que néo faz
sentido altera-lo. Para a entrada em vigor do antigo Programa, a maioria dos professores teve a
formacdo e acompanhamento adequados, de forma a aplica-lo com as ideologias preconizadas pelo
Ministério da Educacéo.

Relativamente a este novo Programa de Matematica, ndo houve formacdo para a grande
maioria dos professores para a sua aplicacdo, no entanto, os conhecimentos e capacidades
fundamentais que os alunos devem adquirir e desenvolver nos trés ciclos do Ensino Bésico mantém-
se, alterando alguns conteldos, acrescentando outros, e retirando indicagcdes metodoldgicas, dando
maior liberdade aos professores na sua aplicacdo.

Alguns coordenadores da disciplina de Matematica sdo da opinido que este novo Programa de
Matematica do Ensino Baésico, é desadequado a idade dos alunos e poderé afasta-los da disciplina,
uma vez que nem todos os alunos terdo a capacidade de perceber o que Ihes € pedido.

Muitos sdo os que consideram que a homologacdo agora anunciada, vem desprezar o trabalho
que os professores tém estado a desenvolver nas escolas, com os seus alunos, no &mbito do Programa
anterior, e faz tabua rasa de todo o investimento realizado no acompanhamento da aplicagdo desse
mesmo programa iniciado em 2008/09 e na formacdo de professores desenvolvida no ambito do
Programa de Formacdo Continua.

Em setembro, os alunos de 1.°, 3., 5.° e 7.° anos, iniciardo um Programa mais que novo, com
manuais velhos e novas Metas Curriculares, o que vai permitir que determinados alunos, em menos
de meia duzia de anos, sejam alvo de trés programas diferentes de uma Unica disciplina.

No ensino da Matematica, todos os alunos devem ter a oportunidade de desenvolver
competéncias através de experiéncia ricas, desafiantes e motivadoras. Neste sentido, os professores
devem planificar e preparar, adequadamente as aulas e os conteldos a lecionar, organizando
atividades interessantes, que permitam aos alunos o envolvimento em véarios problemas que
desenvolvam o seu raciocinio e a comunicagao.

Neste sentido, sugerimos Vvarias tarefas e respetivas planificacdes para uma possivel incluséo do
estudo da sequéncia de Fibonacci, de forma mais pormenorizada, nos conteudos do 3.° Ciclo do
Ensino Basico. As propostas de planificacdes das tarefas estdo de acordo com o Novo Programa de
Matematica para o Ensino Basico e respetivas Metas Curriculares, que entrara em vigor no ano letivo

2013/2014 (Bivar et al., 2013), bem como com as diretrizes enunciadas no Curriculo Nacional do 3.°

7—4‘

Ciclo do Ensino Basico (Ministério da Educacédo, 2001).




Nos Principles and Standards for School Mathematics, o NCTM (2000, citado por Ponte, 2003,
capitulo 7) sublinha a importancia de os alunos aprenderem a Matematica com compreensao.
Considera ainda que as tarefas matematicas deverdo ser bem escolhidas para atrair os alunos e
desafia-los intelectualmente, de forma a incentiva-los para o estudo da Matematica.

Como opinido pessoal acerca do novo Programa de Matematica para o Ensino Basico,
considero que 0s documentos que apresentam o Programa e as respetivas Metas Curriculares, estéo
apresentados de forma confusa, com uma linguagem relativamente dificil de compreender. Tal como
a maioria das opinides que analisei, considero que o novo Programa defende a utilizacdo de
metodologias ja ultrapassadas que apelam a memorizacdo em detrimento da compreensdo dos
contetidos e da comunicagdo matematica. Nele estdo preconizadas determinadas estratégias ou
metodologias que o professor deve seguir ao lecionar determinado contetdo, condicionando a
autonomia dos professores em relacdo a preparacao e realizacdo das suas aulas. Retira contetdos e
acrescenta outros completamente diferentes, sendo que as maiores alteracdes se verificam no 9.° ano
de escolaridade. Ndo houve até ao momento, formacéo adequada dos professores acerca deste novo
Programa, que ja entrou em vigor. Considero que a formacdo dos professores é essencial para a

compreensdo de toda a ideologia que esta por tras deste novo Programa.
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CAPITULO V - PROPOSTA DE TAREFAS PARA O 3.°CICLO DO ENSINO
BASICO ENVOLVENDO 0OS NUMEROS DA SEQUENCIA DE FIBONACCI,
DA SEQUENCIA DE LUCAS E O NUMERO DE OURO

As tarefas apresentadas neste trabalho seguem a seguinte sequéncia: introducdo a tarefa,
planificacdo da tarefa, a tarefa, proposta de resolucéo da tarefa e ainda, orientagdes para a resolugéo e
a exploracdo da tarefa.

A sequéncia adotada para a apresentacdo das tarefas que constam desta secdo esta relacionada
com o conhecimento progressivo da sequéncia de Fibonacci, do Numero de Ouro, da sequéncia de
Lucas e propriedades relacionadas com estes contetdos. Comecando na tarefa A, com a exploracao
da sequéncia de Fibonacci e de algumas das suas propriedades, passando pela exploracdo de outros
contetidos relacionados com a sequéncia de Fibonacci (por exemplo, retdngulo de Ouro, pentdgono
aureo e Numero de Ouro) e terminando com a tarefa G, com o estudo de algumas conexdes entre a

sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Lucas e o Numero de Ouro.

i 5.1. Introducdo a Tarefa A

O estudo da tematica “Sequéncias ¢ Regularidades”, ¢ iniciado no 1.° Ciclo, mais precisamente
no 2.° ano de escolaridade, de acordo com 0 novo Programa de Matemaética para o Ensino Basico,
onde os alunos trabalham com problemas envolvendo a determinacdo de termos de uma sequéncia,
dada a lei de formacdo, e a determinacdo de uma lei de formagdo compativel coma sequéncia
parcialmente conhecida. No 2.° Ciclo alarga-se o estudo deste tema, no 6.° ano de escolaridade, onde
os alunos calculam termos de sequéncias, determinam expressdes geradoras de sequéncias e
trabalham com problemas, envolvendo a determinacdo de uma lei de formacdo de determinada
sequéncia. No 3.° Ciclo, aprofunda-se o estudo das “Sequéncias e Sucessdes”, no 7.° ano de
escolaridade, através do estudo das sequéncias e sucessées como funcgdes, da representacdo grafica de
sequéncias numéricas e da resolucdo de problemas envolvendo sequéncias e sucessoes.

A realizacdo da tarefa A, corresponde a uma proposta de incluséo do estudo das propriedades
da sequéncia de Fibonacci nos contetidos do 7.° ano de escolaridade, uma vez que o tdpico das
“Sequéncias e Sucessdes” faz parte do novo Programa de Matematica para este nivel de ensino, e esta
sequéncia, tem caracteristicas muito importantes que poderdo ser exploradas e desenvolvidas neste

ano de escolaridade.




Tendo em conta as caracteristicas desta tarefa, e considerando a classificacdo de tarefas,

proposta por Ponte (2004, p. 8), podemos considerar que se trata de uma tarefa de investigagéo, isto

é, de desafio elevado e estrutura aberta. Relativamente a duragdo, podemos considerar que tem uma

duracdo média, que surge num contexto de semi-realidade, uma vez que as duas primeiras questdes

surgem através de um problema do nosso quotidiano.

As questdes estdo formuladas de forma a orientar o aluno para os objetivos inicialmente

definidos. Esta tarefa tem um tempo de duragdo proposta para dois blocos de noventa minutos.

Sugere-se ainda que seja realizada em pares ou em grupos de composicdo reduzida, de 3 ou 4

pessoas, tendo em vista a troca de ideias e de raciocinios de forma a atingirem os objetivos propostos.

h 5.2. Planificacdo da Tarefa A

Dominios matematicos: Funcdes, sequéncias e sucessdes; Algebra.

Topicos matematicos: Funcdes; Expressdes algébricas.

Subtdpicos matematicos: Sequéncias e sucessdes; Potenciacdo e propriedades das operacoes.

Conhecimentos previos:

Determinar termos de uma sequéncia definida por uma lei de formac&o recorrente ou por uma
expressdo geradora;

Determinar expressoes geradoras de sequéncias definidas por uma lei de formacao recorrente;
Resolver problemas envolvendo a determinagdo de uma lei de formacdo compativel com uma
sequéncia parcialmente conhecida;

Saber as prioridades convencionadas das operacfes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo;

Propriedades associativa e comutativa da adicdo e da multiplicacdo e propriedades
distributivas da multiplicacdo em relacdo a adicdo e subtracao;

Saber os elementos neutros e 0s elementos absorventes da multiplicacdo e da adicéo;

Calcular o valor de expressfes numéricas envolvendo as quatro operacles aritméticas e
utilizar paréntesis;

Transformar linguagem natural em linguagem simbolica e vice-versa;

Calcular o quadrado de nimeros naturais.
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Objetivos especificos:

Identificar, dado um naimero natural n, uma “‘sequéncia de n elementos” como uma funcéo de
dominio {1, 2, ...,n} e utilizar corretamente a expressio “termo de ordem n da sequéncia” e
“termo geral da sequéncia”;

Identificar uma “sucessdo” como uma funcdo de dominio N , designando por u,, a imagem do
nimero natural n por u e utilizar corretamente a expressao “termo de ordem n da sucessao” e
“termo geral da sucessao”;

Determinar um termo geral de uma sequéncia numerica e termos de varias ordens a partir do
termo geral,

Identificar uma sequéncia como uma fungdo cujo dominio € um subconjunto de N e o
contradominio, um subconjunto de R ;

Compreender o conceito de fungdo como relacdo entre variaveis e como correspondéncia
entre dois conjuntos, e utilizar as varias notacoes;

Identificar e assinalar pares ordenados no plano cartesiano;

Representar, num plano munido de um referencial cartesiano, graficos de sequéncias;

Somar termos da sequéncia de Fibonacci (termos de ordem par e termos de ordem impar);
Deduzir férmulas relativas as propriedades da sequéncia de Fibonacci: soma de n termos,
soma de termos de ordem par, soma de termos de ordem impar e soma dos quadrados de
termos da sequéncia;

Determinar a relagdo entre os nimeros de Fibonacci e os ternos pitagoricos;

Reconhecer que a divisdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci se
aproxima do Numero de Ouro;

Resolver problemas envolvendo sequéncias e sucessdes e 0s respetivos termos gerais;
Simplificar e calcular o valor de expressbes numéricas envolvendo as quatro operagdes
aritméticas, a potenciacao e a utilizacdo de paréntesis;

Estender dos racionais ndo negativos a todos os racionais a definicdo e as propriedades
previamente estudadas das poténcias de expoente natural de um nimero;

Simplificar e calcular o valor de expressdes numéricas envolvendo as quatro operagdes
aritméticas, a potenciacao e a utilizacdo de paréntesis.;

Descobrir uma férmula que permita calcular a soma dos quadrados dos termos da sequéncia
de Fibonacci;

Compreender os diferentes papéis dos simbolos em Algebra.
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Desenvolvimento da aula:

Trabalho de pares ou grupos no maximo de 4 elementos.
Duracéo total da tarefa - 180 minutos, sendo:

- Apresentacdo da tarefa: 10 minutos;

- Trabalho auténomo dos alunos: 120 minutos;

- Apresentacdo e discusséo de resultados a turma: 30 minutos;
- Sintese final e registos: 20 minutos.

Recursos utilizados:

Tarefa A, manual escolar, caderno diario e material de escrita.

Avaliacéo:

Observacdo direta (empenho, interesse, sociabilidade no grupo);
Diélogo com os alunos (qualidade da participacédo);
Realizacdo e apresentacdo das tarefas propostas;

Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:

Exprimir ideias e processos matematicos, oralmente e por escrito, usando notacao, simbologia
e vocabularios proprios;

Raciocinio matematico;

Resolucéao de problemas;

Discutir ideias e resultados;

Formular e testar conjeturas e generalizacGes.

. 5.3. Tarefa A: “A reproducao dos coelhos”

A sucessdo de numeros 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...deve-se a0 matemético italiano Leonardo de

Pisa, mais conhecido por Fibonacci (filho de Bonacci) e resultou como resposta ao “problema dos

coelhos”, que pode ser enunciado da seguinte forma:

! Nesta tarefa, relembramos (tal como j4 foi referido no texto) que vamos considerar como primeiro termo da sucessio o
termo F; e ndo o termo F.
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“Quantos casais de coelhos teremos ao fim de um ano, se comeg¢armos com um casal que todos
os meses gere outro casal, o qual, por sua vez, comece a procriar aos dois meses de idade?”,

admitindo-se que ndo h& mortes de coelhos neste processo.

Observe a figura seguinte que traduz o problema da reproducdo dos coelhos, segundo

Fibonacci:

] 1 parco Coutvs
1Mo ﬁ 1 par de Cottns
|
zws I 2 paves de Cosle
|
SR | | 3 pavts o Cotlns
| |
A% Ve ._. . E_. S paros do Coolvs
| | |
os Il——-l II l—-l l—l ‘ 8paes oo Conts
| =
[T . . i 13 paes de Cootos
I‘II |
G I:IIII L& | . s llll £1pares fo Costos
B 7 g Coviras Jovens [l 2 92 Cosivos Ao

Figura 40: Crescimento da populacéo de coelhos *

Observe a sequéncia da reproducéo dos coelhos e responda as seguintes questdes:

A.1. Determine os dez primeiros termos da sucessdo e represente-os, num referencial cartesiano.

Justifique o processo que utilizou.

A.2. Consegue observar alguma regularidade entre os varios termos da sequéncia? Como se obtém

um termo a custa dos anteriores?

A.3. Considere que cada termo desta sequéncia se representa por F;, F,, ... ... ,F, e a soma dos n
primeiros termos da sequéncia se representa por S;, S,, ... ... ,Sn.

Complete a seguinte tabela:

42 Fonte: http://fibonaccihmt.blogspot.pt/
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Valo;es de Ter;nosp da sequ;":?ncia Somasgos :[ermos da ;I;equ:g?]fi: rels?uelltz%i?s ZTEZ& sna
b e quencia Fo.» 3 e da coluna 4
3 1,1,2 S; =4 Fyp =Fs=5
6 1,1,2,3,5,8
9 1,1,2,3,5,813,21,34
11 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89
12 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144

Tabela 2: Soma de termos da sequéncia de Fibonacci

A.4. Tendo em conta os resultados da alinea anterior, consegue deduzir uma férmula que sirva para

efetuar a soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci considerados?

A.5. Faca agora a soma de termos

completando a seguinte tabela:

consecutivos, de ordem impar, da sequéncia de Fibonacci,

A Termo da Relacéo entre os
Valorr]es de T(;'rmc;'s da seq;enua Somasgozétf‘zgos da sequéncia e
b &gp oo o P D=l q Fjp 3 e da coluna 4
3 Fy, F3, Fy
4 Fy, F3, F5,F, Fi+Fa+Fs+F=21 | p  —p =21
5 Fy, F3,Fs,Fy, Fy
6 Fy, Fs, F5, Fy, Fo, Fyy
7 Fy, F3,F5,Fp, Fo, Fiq, Fy3

Tabela 3 : Soma de termos de ordem impar da sequéncia de Fibonacci

A.6. Tendo em conta os resultados da alinea anterior, consegue deduzir uma formula que sirva para

determinar a soma dos termos de ordem impar da sequéncia de Fibonacci?
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A.7. Faca agora a soma de termos

completando a seguinte tabela:

consecutivos, de ordem

par, da sequéncia de Fibonacci,

At Termo da Relacéo entre os
Valo;es de Te;mo; d; sequ;nua SomaS SOZ gsggos da sequéncia resultados da coluna
£) EEPE Dm0 YD q Fypiq 3 e da coluna 4
2 F,, F, K+F=1+3=4 Foxas1 =Fs =5 | F, + F, = Fyup41— 1
3 Fy, Fy, Fg
4 Fy, Fy, Fo, Fy
> Fy, Fy, Fg, Fg, Fyg
6 Fy, Fy, Fe, Fg, Fi0, F1p

Tabela 4: Soma dos termos de ordem par da sequéncia de Fibonacci

A.8. Tendo em conta os resultados da alinea anterior, consegue deduzir uma férmula que sirva para

calcular a soma dos termos de ordem par da sequéncia de Fibonacci?

A.9. Calcule, agora, a soma dos quadrados de alguns termos da sequéncia de Fibonacci:

N Termo da Relacdo entre o0s
Valo;es de Ter;rzmo; 2da sequ:znma Sotr:f rgg: c?:zgrsgr?csigos sequéncia resultados da coluna
=z o0 oo = q Fp, X Fp 4 3 edacoluna 4
2 Ff, Ff
2 2 2
3 FZ, F2,F? FE+F2+Fi=6 FyxF, =6 Frh+h=
=F, xF,
* Ff, F},F3,
5 F2, FZ,F2,F2,F2
6 FE, F},F3,F2 FE F¢

Tabela 5: Soma dos quadrados de termos da sequéncia de Fibonacci

A.10. Tendo em conta os resultados da alinea anterior, consegue deduzir uma férmula que sirva para

determinar a soma dos quadrados dos termos da sequéncia de Fibonacci?
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A.11. Considere agora quatro termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci. Siga 0s seguintes
passos:

A.11.1. Faca o produto dos dois nimeros dos extremos do quadruplo de nimeros que considerou;
A.11.2. Calcule o dobro do produto dos dois nimeros do meio;

A.11.3. Some os quadrados dos dois numeros do meio.

Que relacdo existe entre 0s numeros que resultam das trés alineas anteriores? Justifique

convenientemente a sua resposta.

A.12. Calcule o valor do quociente entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, como

F, F5 Fyo F Fi, Fis Fso
por exemplo, =, —=, =2, = 2 2 =2
F,' F Fia' " Fuo

) e
1 4 Fo° Fio F11

Encontre, usando a resposta a questdo A.2., varios termos da sequéncia de Fibonacci e utilize a
calculadora para determinar o quociente entre dois termos consecutivos desta sequéncia. Que

conclusédo pode tirar? Explique o seu raciocinio.

. 5.4. Proposta de resolucao da Tarefa A

A.1. Observando o esquema da reproducdo dos coelhos, e continuando com o esquema, concluimos
que os dez primeiros termos da sucessao sao: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55.

A representacdo dos dez termos da sequéncia, encontra-se ilustrada na seguinte figura:

Termos da sequencia de Fibonacci

Figura 41: Representacdo dos dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci
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A.2. Por observacdo dos termos da sequéncia, verifica-se que, a partir do 3.° termo (inclusive), cada

termo seguinte obtém-se somando os dois termos imediatamente anteriores.

A3

Termos da sequéncia Termo da ReElEE
FF F Soma dos termos sequéncia os resultados da
Valor de n i o o o da sequéncia qF coluna 3 e os da coluna 4
n+2
3 L2 S, =4 By = 7y = 5=
6 1,1,2,3,5,8 Sg =20 Fopp=Fg =21 Sg=Fy—1
9 1,1,2,3,5,8,13,21,34 Sy =88 Fyrp = Fyy = 89 Sy =Fy—1
1 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89 Mgt = P 51123%3: e S = Fa—1
12 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 S = 1 5123+727= Fra Sy =F,—1

Tabela 6: Soma de termos da sequéncia de Fibonacci

A.4. A somados seguintes n termos da sequéncia de Fibonacci é igual a:

A5,

F1+F2+F3+“‘+Fn: n+2—1, vn € N.
Termos da sequéncia Termo da Relagéo entre
F,, F;, F. F. SENTENEES (T2 sequéncia os resultados da
Valor de n B S8p Sy o 0 L da sequéncia q
Fon coluna 3 e os da coluna 4
F,, F3, F. F, + F;+F; =8 F, + F3+F; = F,
3 1 '3, 65 1 3Tls Fyys = Fy =8 1 3Tl 6
F, + F3+Fs
4 Fu B Fs Fr +F, =21 Foxa =Fg=21|| F, +F3+Fs+F;, = Fg
F,, F3,F5,F;, Fy F, + Fy+Fs + F, o Fy+ F3+Fs + F; + Fy
5 +F, =55 Faxs = Fig = 55 = Fio
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F, + F;+F; + F,
F. =F F, + F;+F; + F, + F.
6 Fy, Fy, Fy, Fy, Fo, Fiy +Fy+ Fyy o P I
= 144 11 12
F, + F;+Fs + F, F, +F;+F5;+ F; + Fy
7 Fy, F3,Fs, F7, Fy, Fi, Fi3 +Fo+ Fiy + Fi3 Fox7 =F14 =37|| +F1+F3=F,
=377

Tabela 7: Soma de termos de ordem impar da sequéncia de Fibonacci

A.6. A soma dos seguintes termos da sequéncia de Fibonacci de indices impares pode ser dada por:

F1+F3+'“+F2n_1 :FZTL Vn € N

A.7.
Relacdo entre
s ooy gs| | oote | ot
Valor de n ZpHEp m N0 R da sequéncia ?,
2n+1
2 FoFy BB =143 pppi=Fo=5 |  FtF=F -1
F,,F, ,Fg
3 E{?“LF& Fyuzsy =F,=13| F+F, +F,=F,—1
F2lF4 ,Fs;Fs

4 1;2;§4+F6+F8 Foxarr = Fo =34 ||F,+F, + Fo + Fg = Fy — 1

F,+F, + Fg + Fg _ _ F,+F, + Fg + Fg + Fy
5 F2lF4lF6!F8'F10 +F10=88 F2><5+1_F11_89 =F11—1

ForFy+ Fo+Fy Fyxer1 = Fi3 Fo+F, + Fo + Fg + Fy,
6 Fy, Fy, Fe, Fg, Fio, Fr + Fio + Fip -9 F.=F 1

=232 =233 + Fip = Fi3—

Tabela 8: Soma dos termos de ordem par da sequéncia de Fibonacci

A.8. A soma dos termos da sequéncia de indices pares pode ser dada por:

F2+F4+“'+F2n=F2n+1—1, vn e N,




A9.

Termos da sequéncia Soma dos termos Termo da Relacéo entre
Valor de n F,, Fy, ... ... ,E, da sequéncia sequéncia os resultados da
F, X Fpiq coluna 3 e os da coluna 4
2 F?, F} FZ+F}=2 FyxF;=1x2 F? + F}
=2 =F,xF;
FZ, F%,F? FZ + F} + F? F; X F, FZ+ F}+F?
3 =6 =2x3= =F,xXF,
4 F?, F},F2,F} F? + F} + F2 F,xF;=3x5 F2 + F? + F? + F?
+F2 =15 =15 =F, x Fy
5 F2, F},F2,F2 F? F? + F} + F} FsXFg=5X%X8| F2+F}+F?+F?+F2
+FZ+F2=40 || =40 =F; X F,
F? +F?+F? |FsxF,=8x13 FZ+F}+F}+F}
6 FZ, F2,F%,F2 F2 F? +F2+ F2+ F2 ||=104 +F2+F?
=104 =F,xF,

Tabela 9: Soma dos quadrados de termos da sequéncia de Fibonacci

A.10. A soma dos quadrados dos seguintes primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é dada por:

A1l

F2+F}+F2?+F}+ - +E?=F, XFpyq,

vn € N.

Quatro termos
consecutivos da sequéncia

All.1.
Produto dos nimeros

All2.
Dobro do produto dos

A.113.

Soma dos quadrados dos

Relacdo entre
0s numeros resultantes

de Fibonacci dos extremos dois nimeros do meio dois termos do meio del,2.e3.
da questdo A.11.
1,1,2,3 1x3=3 2Xx(1x2)=4 12422=5 52 =42 43?2
5,8,13,21 5x21 =105 2 X (8x13) =208 82 + 132 =233 2332 = 2082 + 1052
8,13,21,34 8 X 34 =272 2% (13%x21) =546 132+ 212 =610 610% = 546% + 2722

89, 144,233,377

89 x 377 = 33553

2 X (144 x 233) = 67104

1442 + 2332 = 75025

750252
= 671042 + 335532

Tabela 10: Relacdo entre os nimeros da sequéncia de Fibonacci e 0 Teorema de Pitagoras




Através de varios exemplos, que poderiamos acrescentar na tabela anterior, podemos concluir
que o quadrado do numero resultante da questdo A.11.3. é igual & soma dos quadrados dos nimeros

que resultam das questdes A.11.1., A.11.2., ou seja, cada trio de numeros verifica o Teorema de

Pitagoras, ou seja, formam um terno pitagérico.

A.12. Calculando o quociente entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, obtemos o0s

seguintes resultados:

Razao entre dois termos
consecutivos da sequéncia de Resultado
Fibonacci

1,666666667

1,617647059

Fy 89 1,618181818

Fip 55

Fi, 144 1,617977528

F, 89

Fs _ 610 1,6180371353
Fi. 377

Fyo _ 6765 1,6180339632
F, 4181

Tabela 11: Razo entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

Continuando a determinar as razfes entre dois numeros consecutivos da sequéncia de
Fibonacci, conclui-se que a medida que vamos aumentando as ordens dos nimeros que estdo nesse
quociente, o resultado aproxima-se de uma dizima infinita ndo periodica, 1,618, com trés casas

decimais, que € aproximadamente, o Namero de Ouro.
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. 5.5. Orientac0es para a resolucao e exploracao da Tarefa A

Com a resolucdo desta tarefa, pretende-se atingir dois grandes objetivos: o primeiro refere-se a
revisdo dos conteudos dados sobre a tematica das “Sequéncias ¢ Regularidades” em anos anteriores,
bem como exploragcdo 0s novos contetdos propostos no novo Programa de Matemaética para o 7.° ano
de escolaridade, e o segundo, refere-se a uma proposta de inclusdo das propriedades da sequéncia de
Fibonacci no 3.° Ciclo do Ensino Basico, por se tratar de uma sequéncia com propriedades muito
interessantes que poderdo ser exploradas por alunos neste nivel de ensino.

Relativamente ao desenvolvimento da tarefa, pretende-se, na pergunta A.l. que os alunos
deduzam a lei de formacdo da sequéncia de Fibonacci, por observacdo direta de véarios termos da
sequéncia ou por interpretacdo do esquema da reproducao de coelhos que é apresentado.

Na questdo A.2. pretende-se que os alunos representem os dez primeiros termos da sequéncia
de Fibonacci no referencial cartesiano. Este conteiido aparece como novo relativamente ao Programa
anterior. Os alunos devem concluir, nesta questdo, que uma sequéncia ndo é nada mais do que uma
funcdo cujo dominio sdo 0s numeros naturais e 0 contradominio, esta contido nos numeros reais.
Deverdo, também, utilizar a simbologia e o vocabulario proprio para as sequéncias, como por
exemplo, “termo geral da sequéncia”, “termo de ordem n da sequéncia”, etc..

Nas questdes A.3. até a A.10. pretende-se que os alunos investiguem as propriedades da
sequéncia de Fibonacci. Nestas questbes sdo apresentadas tabelas, onde aparece um exemplo
resolvido, em cada tabela, relativamente as questdes colocadas. Os alunos deverdo preencher as
tabelas, que contém expressdes colocadas propositadamente para que, analisando os resultados
obtidos em cada coluna, possam encontrar uma relacdo matematica entre a coluna 3 e a coluna 4.
Partindo de casos particulares e, usando o raciocinio matematico e a inferéncia matematica, os alunos
deverdo descobrir qual a formula que nos permite calcular a soma de termos da sequéncia de
Fibonacci, bem como a formula da soma dos termos de ordem par, a formula da soma de termos de
ordem impar e a formula da soma dos quadrados de termos desta sequéncia.

Pretende-se ainda, que os alunos deduzam, na questdo A.11l, seguindo 0s passos nela
enumerados, a relacdo entre 0s numeros da sequéncia de Fibonacci e os ternos pitagéricos. O
Teorema de Pitagoras s0 é lecionado no 8.° ano de escolaridade, no entanto, ndo necessitam de saber
este Teorema para concluir o pretendido. Os alunos deverdo concluir, através dos resultados obtidos
na tabela, que o quadrado do nimero resultante de A.11.3. é igual a soma dos quadrados dos numeros
resultantes de A.11.1. e A.11.2. Esta questdo podera servir de introducdo ao Teorema de Pitagoras,

que serd mais desenvolvido no 8.° ano de escolaridade.
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Por fim, na questdo A.12, partindo da divisdo de termos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci, pretende-se que os alunos concluam que estes quocientes se vao aproximando do Ndmero
de Ouro (previamente abordado em sala de aula), a medida que aumentamos os indices dos termos da

sequéncia de Fibonacci.

. 5.6. Introducdo a Tarefa B

Existem muitos numeros que nao podem ser representados por dizimas finitas nem por dizimas
infinitas periodicas. Esses nimeros designam-se por nUmeros irracionais e sao representados por
dizimas infinitas ndo periddicas. S&o exemplos disso, os nimeros: v2, /5, 7, e, ®, etc..

O NuUmero de Ouro é um numero irracional considerado por muitos como o simbolo da
harmonia. Tornou-se célebre pela utilizacdo que pintores e arquitetos da Antiguidade fizeram dele
nas suas obras. Foi utilizado ao longo da Histéria em variados contextos, tais como: na arte, na
arquitetura, na masica, na matematica, na pintura, etc.. O seu valor aproximado € de:

1,6180339887498948482045868343656381177203091798057 ...

A tarefa B, que propomos para o estudo do dominio “Numeros ¢ Operagdes”, do 9.° ano de
escolaridade (no antigo Programa), que passard a fazer parte dos contetdos do 8.° ano de
escolaridade, de acordo com o novo Programa de Matematica, encontra-se subdividida em trés
partes: a primeira corresponde a uma pesquisa, na Internet sobre a Histéria do Numero de Ouro e a
sua aplicacdo na realidade; a segunda corresponde a uma demonstracdo da irracionalidade do numero

V2; e a terceira, corresponde a utilizagio do Teorema de Pitagoras para construir, geometricamente,
radicais de numeros naturais.

O estudo do topico “Numeros e Operagdes” inicia-se no 1.° ano de escolaridade, onde os alunos
trabalham com os nimeros naturais e a numeragdo decimal, passando progressivamente, ao estudo
dos numeros racionais ndo negativos. No 2.° Ciclo, alarga-se e aprofunda-se o estudo dos numeros
naturais, passando ao estudo dos nimeros racionais positivos e negativos e suas propriedades. No 3.°
Ciclo, os alunos aprofundam conhecimentos sobre os numeros racionais e, estendem o estudo, aos
numeros reais, fazendo parte do atual Programa, as dizimas finitas, infinitas periddicas e infinitas ndo
periddicas.

Através da realizacdo da tarefa B, pretende-se atingir os conteddos propostos no novo
Programa de Matematica para o Ensino Basico, mas também, representa uma proposta de incluséo do

estudo do Numero de Ouro e suas propriedades nos contetdos do 8.° ano de escolaridade (de acordo
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com 0 novo Programa de Matematica), por se tratar de um numero irracional, com propriedades
muito interessantes e com uma grande aplicabilidade na vida real.

Tendo em conta as caracteristicas desta tarefa, e classificando-a, de acordo com Ponte (2004, p.
8), podemos considerar a primeira parte, uma tarefa de exploracao, de dificuldade reduzida e aberta;
a segunda e terceira partes, podem-se considerar como um problema, isto é, de desafio elevado e
resposta fechada. Relativamente a duracdo da tarefa, podemos considera-la de duracdo média, que
surge em contexto de semi - realidade, uma vez que existem questdes onde podemos aplicar a
Matematica ao contexto real.

As questdes estdo formuladas de forma a orientar o aluno para os objetivos pretendidos com
esta tarefa. Tem um tempo de duracdo média, proposta para dois blocos de noventa minutos, e
sugere-se ainda, que seja realizada em pares, tendo em vista a partilha de ideias e de raciocinios de

forma a atingirem os objetivos pretendidos.

. 5.7. Planificacédo da Tarefa B

Dominios matematicos: Numeros e Operac6es; Geometria e Medida.
Topicos matematicos: Dizimas infinitas ndo periddicas e nimeros reais. Teorema de Pitagoras.
Subtodpicos matematicos: Completar a reta numérica; Ordenar nimeros reais; Resolver problemas

com o Teorema de Pitagoras.

Conhecimentos previos:

= |dentificar conjuntos numéricos;

= Representar nimeros racionais através de dizimas finitas ou dizimas infinitas periodicas,
utilizando o algoritmo da divisao; periodo e comprimento do periodo de uma dizima;

= Compreender e usar um namero racional como quociente, relacdo parte-todo, razdo, medida e
operador;

= Problemas envolvendo o calculo de nimeros racionais representados na forma de fracoes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;

= Simétrico e valor absoluto de um nimero racional;

= Conhecer as propriedades e as regras das opera¢des em Q e usa-las no célculo;

= Calcular o valor de expressdes numéricas que envolvam nimeros racionais;

= Classificar dizimas;

= Representar sob a forma de fragdo um numero racional ndo negativo dado por uma dizima;
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Teorema de Pitagoras.

Objetivos especificos:

Pesquisar a Historia do Numero de Ouro e a sua aplicacédo a realidade;

Reconhecer que um ponto da reta numeérica a distancia da origem igual ao comprimento da
diagonal de um quadrado de lado 1 ndo pode corresponder a um numero racional e designar
0S pontos com esta propriedade por “pontos irracionais”;

Reconhecer que a cada ponto irracional da semirreta numérica positiva esta associado a uma
dizima infinita ndo periddica e interpreta-la como representacdo de um nimero, dito “niimero
irracional”, medida de distancia entre o ponto e a origem;

Identificar um numero real (racional ou irracional) como um ndmero cuja representacdo
decimal é uma dizima infinita ndo periodica;

Reconhecer que o simétrico relativamente a origem de um ponto irracional A da semirreta
numérica positiva, de abcissa agy,aq,a,, ... € um ponto irracional e representa-lo pelo
“numero irracional negativo” —ag, a4, a,, ...;

Ordenar dois nimeros reais representados na forma de dizima comparando sequencialmente
os algarismos da maior para a menor ordem;

Usar 0s nimeros reais com aproximacoes e arredondamentos apropriados aos contextos;
Designar por “conjunto de nimeros reais” a unido do conjunto dos niimeros racionais com o
conjunto dos nimeros irracionais e designa-lo por R;

Saber que as quatro operacdes definidas sobre os numeros racionais, a potenciacdo de
expoente inteiro e raiz cubica se podem estender aos reais, assim como a raiz quadrada a
todos os reais ndo negativos, preservando as respetivas propriedades algébricas, assim como
as propriedades envolvendo propor¢des entre medidas de segmentos;

Reconhecer que existem nimeros irracionais;

Reconhecer que v2 é um namero irracional e saber que v/n (sendo n um naimero natural) é
um numero irracional se n ndo for um quadrado perfeito;

Analisar uma demonstracao da irracionalidade de v/2;

Utilizar o Teorema de Pitagoras para construir geometricamente radicais de nUmeros naturais
e representa-los na reta numérica;

Operar com ndmeros reais;

Verificar que o produto das raizes € a raiz do produto;

Relacionar poténcias e raizes.
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Desenvolvimento da aula:

Trabalho de pares.

Duracéo total da tarefa- 180 minutos, sendo:

- Apresentacdo da tarefa: 10 minutos;

- Trabalho autonomo dos alunos: 120 minutos;

- Apresentacdo e discussao de resultados a turma: 30 minutos;
- Sintese final e registos: 20 minutos.

Recursos utilizados:

Tarefa B, manual escolar, caderno diario, material de escrita e computador com Internet.

Avaliacéo:

A avaliacdo dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos;

Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;

Capacidade de filtrar a informacé&o recolhida na Internet;
Cooperacao no trabalho de grupo;

Interesse e empenho demonstrado durante a aula;

Aplicagdo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;
Comportamento na sala de aula;

Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:

Exprimir ideias e processos matematicos, oralmente e por escrito, usando notacdo, simbologia
e vocabularios proprios;

Raciocinio matematico;

Comunicacao matematica;

Resolucédo de problemas;

Averiguar a possibilidade de abordagens diversificadas para a resolucdo de um problema;
Discutir ideias e resultados;

Formular e testar conjeturas e generalizagGes.
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ﬁ 5.8. Tarefa B: “A descoberta do Numero de Ouro. Os numeros irracionais”

B.1. Utilizando a Internet, esta tarefa tem por objetivo dar a conhecer o Numero de Ouro,
respondendo as seguintes questdes:

B.1.1. O que € o Numero de Ouro? Qual é o seu valor exato e qual o seu valor aproximado

as milésimas?

B.1.2. A que se deve esta designacdo? Qual é o simbolo que o representa?

B.1.3. Quem o descobriu? Como?

B.1.4. Este nimero é apenas uma quantidade ou existe na vida real? Faca uma pesquisa para
encontrar exemplos da presenca do Nimero de Ouro na arte, na arquitetura ou na musica.

B.1.5. Indique, um ndmero racional anterior ao Nimero de Ouro e outro posterior.

B.1.6. Classifique a dizima que representa 0 Numero de Ouro, bem como o seu simétrico.

B.2. Como sabe, nem todos 0s nimeros podem ser escritos sob a forma % , COm a e b inteiros e b ndo
nulo, ou seja, hd nimeros que ndo sdo racionais. Esses niUmeros designam-se por nimeros irracionais.

De seguida, por reducéo ao absurdo, vai provar que v/2 é um exemplo de um nimero irracional.

Complete a seguinte demonstracao:

Suponhamos que V2 é , OU seja, que se pode escrever na forma %, comaeb

, sendo % uma fracdo irredutivel. Se assim for, a e b sdo

2
Entdo, %= V2 e (%) = (\/7)2 PN =2 & a? = 2b2% Sendo assim, a?=axa é
par, donde se pode concluir que é par, ou seja, a = 2k, para algum k inteiro. Deste modo,
(2k)? = 2b? © 4k? = 2b* & = b2. Daqui, conclui-se que b?> =b x b é par, logo b

também é par.

Mas entdo a e b sdo simultaneamente , donde se pode concluir que a fracdo % ndo é

, 0 que contradiz a hipotese.

Este absurdo resulta de , logo /2

€ um numero irracional.

@



B.3. Considere a sequéncia dos seguintes quadrados:

3

Figura 42: Quadrados perfeitos **

B.3.1. Escreva a sequéncia das medidas exatas das diagonais correspondentes a cada um

destes quadrados.
B.3.2. Mostre que a medida da diagonal, d, de um quadrado de lado [, é dada por [+/2.

B.3.3. Escreva os valores que obteve em B.3.1. na forma [+/2.

. 5.9. Proposta de resolucao da Tarefa B

B.1.1 até B.1.4. O Numero de Ouro, também chamado de proporcdo aurea, nimero aureo ou
razdo de Ouro, é o namero irracional mais misterioso e enigmatico que se conhece. Despertou o
interesse de muitos matematicos na ldade Média e no Renascimento. E considerado por muitos como

, . . . . ‘ 1+v5
simbolo da harmonia, da perfeicdo e da proporcionalidade. O seu valor exato é de Z‘F.

Representa-se pela letra grega @ (fi), em homenagem a Fidias, escritor e arquiteto grego,
construtor da Acropole Partendn de Atenas.

O Numero de Ouro foi estudado pelos gregos num contexto geométrico. Aparece na famosa
obra “Elementos de Geometria” de Euclides, escrito cerca de 300 anos a.C. Esta obra € composta por
treze livros, onde aparece a razao aurea em varias figuras planas e sélidas.

O Ndmero de Ouro existe na vida real, podemos encontra-lo nas piramides do Egito, nas obras
de Botticelli, de Leonardo Da Vinci e de Salvador Dali, na sucesséo de Fibonacci, na natureza, no

corpo humano, nos fratais, na muasica, na literatura, no design, etc..

* Fonte: (Conceicdo et. al., 2012, p. 138).

j



B.1.5. O Numero de Ouro esta compreendido, por exemplo, entre: g <P < %

B.1.6. Tanto o Numero de Ouro, como 0 seu simétrico, representam dizimas infinitas ndo periodicas,

por serem nUmeros irracionais.

B.2. Demonstragéo da irracionalidade de v/2:

e - - a o
Suponhamos que /2 é racional, ou seja, que se pode escrever na forma —, COM a e b naturais,

2
sendo % uma fracdo irredutivel. Se assim for, a e b sao primos entre si. Entdo, % =2 (%) =

2 2 . . . ]

V2) © % =2 o a? = 2b2. Sendo assim, a? = a x a é par, donde se pode concluir que a é
b2

par, ou seja, a = 2k, para algum k inteiro. Deste modo, (2k)? = 2b? © 4k? = 2b? & 2k* =

b?. Daqui, conclui-se que b2 = b X b € par, logo b também ¢é par.

Mas entdo a e b sdo simultaneamente pares, donde se pode concluir que a fracdo % ndo é

irredutivel, o que contradiz a hipotese.

Este absurdo resulta de se ter considerado que v2 é um namero racional, logo v2 é um

ndmero irracional.

B.3.1. A sequéncia das medidas exatas das diagonais correspondentes a cada um dos quadrados

representados é: v2,v/8,/18,/32.

B.3.2. Dado um quadrado de lado [, a medida da sua diagonal, d, usando o Teorema de Pitagoras, é

dada por:

d2=P+PPed?=212od=—J212Vd=+2I2
Comod >0el>0,entdo d = IV2.

B.3.3. As diagonais dos quadrados representados podem ser escritas na forma d = [v/2;
V8 =22 x2 = V& xV2 = 2V2;
VI8 = /2 x 32 = V2 x /9 = 3VZ;
VT2 =X Z X2 =VEixEx2= 42
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. 5.10. Orientac0es para a resolucao e exploracao da Tarefa B

Com a resolucéo desta Tarefa B pretende-se incluir a Histdria e propriedades do Numero de
Ouro na planificacdo dos conteudos a lecionar no 8.° ano de escolaridade (de acordo com 0 novo
Programa de Matemaética), por ser um namero irracional com caracteristicas muito importantes e pela
sua importante aplicacdo na vida real. Pretende-se, também, explorar os contetidos propostos, no
novo Programa de Matematica para o Ensino Basico, para a tematica das dizimas infinitas ndo
periddicas e nimeros reais.

Relativamente ao desenvolvimento da Tarefa B, nas perguntas B.1. pretende-se que os alunos
explorem a Histéria do Numero de Ouro, qual a sua origem, qual o seu valor exato, quem o
descobriu, qual a letra que o representa, e quais as suas aplicacdes na vida real, com recurso a
Internet. Esta é uma questdo aberta, que abre caminho a um trabalho de grupo/projeto. Tal como se
refere no Programa de Matematica (Ponte et al.,2007) que esteve em vigor e estard ainda durante
alguns anos, até ser substituido completamente pelo novo Programa, a “Histdria da Matematica pode
evidenciar o desenvolvimento de determinadas ideias matematicas, apresentando-a como uma ciéncia

viva e em evolucio”.

Nas questdes B.2. pretende-se fazer uma demonstracio da irracionalidade da v/2, seguindo os
passos referidos no enunciado, os alunos devem concluir, por reducdo ao absurdo, que 0s nimeros
irracionais ndo se podem escrever como uma fragdo irredutivel de dois niUmeros inteiros. Apresenta
um grau de dificuldade elevado, devendo-se explicar pormenorizadamente a demonstracao.

Esta questdo vai ao encontro das novas Metas Curriculares apresentadas para o Ensino de
Matematica no 3.° Ciclo, onde se pretende evidenciar, de forma mais explicita, o vocabulario
referente ao método axiomatico e a realizacdo de pequenas demonstracgdes.

A questdo B.3. tem por objetivo calcular o valor das diagonais de alguns quadrados, utilizando
0 Teorema de Pitagoras. Pretende-se, também concluir que, de forma genérica, dado um quadrado

cuja medida do comprimento do lado é [, a medida de comprimento da sua diagonal, d, usando o

Teorema de Pitagoras, é dada por, d = /2.

m



. 5.11. Introducéo a Tarefa C

Com a realizacdo da tarefa C, pretende-se atingir, essencialmente, dois grandes objetivos:
verificar a existéncia do Numero de Ouro na vida real, nomeadamente em varios edificios famosos
existentes em vérias cidades europeias; construir um retangulo de Ouro e verificar algumas das suas
propriedades, usando o Teorema de Pitagoras.

O estudo do Teorema de Pitagoras inicia-se no 8.° ano de escolaridade, sendo um tépico
fundamental para ser utilizado na aprendizagem de matematica, em anos escolares posteriores.

Na construgdo de um retangulo de Ouro, os alunos deverdo usar material de desenho, no
entanto, esta atividade podera ser resolvida recorrendo a programas de geometria dindmica, como é o
caso do Geogebra.

Na resolucdo desta tarefa C os alunos trabalham, ainda, com monomios e polindbmios,
nomeadamente com casos notaveis, cujos contetidos sio lecionados no dominio da Algebra, no 8.°
ano de escolaridade.

Ainda trabalhamos, nesta tarefa, com a férmula resolvente, topico lecionado no 9.° ano de
escolaridade, também no dominio da Algebra.

Por ser uma tarefa que engloba contedos dos trés anos de escolaridade do 3.° Ciclo do Ensino
Bésico, sera proposta para 0 9.° ano de escolaridade. Sendo muito rica em conteudos, servira para
rever matérias lecionadas em anos anteriores, bem como para aplicar a formula resolvente, lecionada
no 9.° ano de escolaridade

Tendo em conta as caracteristicas desta tarefa, e classificando-a, de acordo com Ponte (2004, p.
8), podemos dividi-la em trés partes: a primeira parte, medicdo dos retangulos dos varios edificios e
preenchimento da tabela, pode ser considerada como um exercicio, isto é, uma tarefa fechada e de
desafio reduzido; a constru¢do de um retangulo de Ouro, pode ser considerada como uma tarefa de
exploracédo, de dificuldade reduzida e aberta e as questdes relativas ao estudo das propriedades do
retangulo de Ouro podemos considera-las um problema, isto €, tarefa de desafio elevado e de resposta
fechada. Relativamente a duracdo, pode-se considerar uma tarefa de duracdo média, que surge em
contexto de semi - realidade, uma vez que nela existem questdes onde podemos aplicar a matematica
ao contexto real.

As questdes estdo formuladas de forma a orientar o aluno para os objetivos deste problema.
Esta tarefa C tem um tempo de duracdo média, proposta para dois blocos de noventa minutos.
Sugere-se ainda que seja realizada de forma individual, tendo em consideracdo que é necessario
efetuar a construgdo de um retdngulo de Ouro, onde cada aluno devera construir o seu e compara-lo

com os dos outros colegas, com o objetivo de concluir que existem inimeros retangulos de Ouro.
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. 5.12. Planificacao da Tarefa C

Dominios matematicos: Numeros e Operacgdes; Geometria e Medida.
Topicos matematicos: Dizimas infinitas ndo periddicas e niUmeros reais; Teorema de Pitagoras.

Subtdpicos matematicos: Dizimas; Teorema de Pitagoras; Formula resolvente.

Conhecimentos previos:

= Representar, comparar e ordenar niUmeros racionais;

= Aproximacdes e arredondamentos de nimeros racionais;

» Problemas envolvendo o célculo de nimeros racionais representados na forma de fragdes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;

» Dizimas finitas e infinitas periddicas;

= Teorema de Pitagoras;

= Operag¢fes com mondémios e polinébmios;

= Casos notaveis da multiplicacéo.

Objetivos especificos:

= Efetuar medigdes;

= Fazer divisGes de nUmeros reais;

= RelacGes de ordem dos nameros reais;

= Fazer aproximacdes de nimeros reais;

= Identificar uma dizima infinita ndo peridédica como a representacdo decimal de um nimero
inteiro seguido de uma virgula e de uma sucessdo de algarismos que ndo corresponde a uma
dizima infinita periddica;

= Reconhecer 0s casos notaveis da multiplicacdo como igualdades entre polindmios;

= Efetuar operacdes com polindmios, determinar formas reduzidas e 0s respetivos graus;

= Resolver problemas geométricos envolvendo a utilizagdo do Teorema de Pitagoras;

= Saber, de memoria, a férmula resolvente e aplica-la a resolugdo de equagdes completas do 2.°

grau.

Desenvolvimento da aula:
=  Trabalho individual.

= Duragéo total da tarefa- 180 minutos, sendo:
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- Apresentacgdo da tarefa: 10 minutos;
- Trabalho auténomo dos alunos: 120 minutos;
- Apresentacdo e discussao de resultados a turma: 30 minutos;

- Sintese final e registos: 20 minutos.

Recursos utilizados:

Tarefa C, manual escolar, caderno diério, material de escrita, compasso, régua e esquadro.

Avaliacéo:

Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;
Dominio de conceitos e procedimentos matematicos;
Empenho e interesse na realizacdo das tarefas propostas;
Qualidade da participacédo na aula;

Grelha de observacéo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:

Exprimir ideias e processos matematicos, oralmente e por escrito, usando notacao, simbologia
e vocabularios préprios;

Raciocinio matematico;

Resolucéao de problemas;

Comunicacdo matematica;

Averiguar a possibilidade de abordagens diversificadas para a resolugédo de um problema;

Discutir ideias e resultados.
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. 5.13. Tarefa C: “Constru¢io de um retangulo de Ouro”

No mapa que se segue destacam-se algumas cidades europeias onde podemos encontrar
variados edificios, em cuja arquitetura se destacam retangulos especiais relacionados com a razao

aurea.

Figura 43: Mapa da Europa *

A colecdo de figuras que se seguem sdo imagens de edificios onde podemos encontrar o
retangulo de Ouro na sua arquitetura e que se encontra representado em cada uma delas.

Os povos antigos acreditavam numa nocdo de perfeicdo, que era traduzida por uma razéo,
chamada “razdo aurea”. As pessoas que possuissem esta razdo entre algumas das suas medidas, eram
consideradas simbolos de beleza e harmonia. Da mesma forma, eles utilizavam este padrdo em
edificios, pinturas e arquitetura. Escolhemos alguns destes edificios para desenvolvermos esta

atividade.

“*Fonte: (Garcia et. al., 2006, p. 44).




Esta atividade consiste em procurar nestes edificios historicos, retangulos que possuam
aproximadamente esta razdo, ou seja, quando dividirmos o comprimento de um lado pelo outro
encontraremos o Numero de Ouro, @ = 1,681 ...

Comecemos pelo edificio da Universidade de Moscovo que, naturalmente, se situa na cidade de

Moscovo.

Figura 44: Universidade de Moscovo *

Cidade muito antiga tornou-se sede do Grdo-Ducado de Moscovo e mais tarde capital russa.
Foi ocupada pela Polonia de 1572 a 1612. Deixou de ser capital do Império em 1712, quando a corte
foi transferida para Séo Petersburgo. Em 14 de setembro de 1812, quando Napoledo entrou na cidade,
encontrou-a vazia. No dia seguinte, trés quartos de Moscovo estavam em chamas.

Segue-se 0 Arco de Septimio Severo, de Roma:

“*Fonte: (Garcia et. al., 2006, p. 45).




Figura 45- Arco de Septimio Severo — Roma *°

O arco de Septimio Severo é um arco triunfal construido a noroeste do Férum romano, em
Roma, proximo ao templo de Saturno, com uma passagem central ladeada por duas outras mais
estreitas. Foi dedicado, em 203 d.C., pelo Senado, ao imperador Septimio Severo e aos seus dois
filhos, Caracala e Geta, para celebrar a vitéria com os Partas, conseguida com duas campanhas
militares que concluiram, respetivamente, em 195 d.C. e no ano da dedicac&o.

Também ¢é interessante considerar o Arco do Triunfo de Paris. O Arco do Triunfo é um
monumento da cidade de Paris construido para comemorar as vitdrias militares de Napoledo
Bonaparte, que ordenou a sua construcdo, em 1806, ao arquiteto Chalgrin. Foi inaugurado em 1836.
Tem gravado os nomes de 128 batalhas e 558 generais. Na sua base situa-se o0 Tumulo do Soldado
Desconhecido, construido em 1920. Situa-se na Praca Charles de Gaulle, onde termina a mais famosa

Avenida de Paris, a Champs-Elysées.

“®Fonte: (Garcia et. al., 2006, p. 46)
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Figura 46: Arco do Triunfo — Paris ¥/

Consideremos agora o Castelo de Buda, de Budapeste:

Figura 47: Castelo de Buda — Budapeste *°

*"Fonte: (Garcia et. al., 2006, pp. 47-48)
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Budapeste tem nove pontes, sendo a mais conhecida a Széchenyi Lanchid. Os edificios
mais caracteristicos e importantes sdo o Castelo de Buda, o Parlamento e o Teatro Nacional,
divulgados nos mais conhecidos cartGes-postais da cidade, que tem como o turismo, uma fonte
de rendimento de crescente importancia.

Também no Museu Nacional de Belas Artes, de Estocolmo, podemos encontrar o

retdngulo de Ouro, tal como podemos verificar na figura seguinte:

Figura 48: Museu nacional de Belas Artes — Estocolmo *

O Museu Nacional de Belas Artes € um dos mais importantes museus de arte da Suécia.
Localizado em Estocolmo, a capital do pais, este museu alberga impressionantes cole¢des de
arte, ndo so sueca, mas também de outros paises, doadas, primeiramente, pelos reis Gustavo 11
e Carl Gustaf Tessin.

O museu foi fundado em 1792, todavia, o edificio que hoje o alberga, somente foi
construido em 1866. O edificio, imponente e robusto, conserva tragos da arquitetura florentina
e veneziana renascentista.

O museu, atualmente, conta com mais de 1.000.000 de desenhos e pinturas, uma enorme
e riquissima colecdo de porcelanas, com especial destaque para as porcelanas chinesas,
esculturas e uma 6tima colecdo de arte moderna. Além disso, 0 Museu Nacional alberga uma

boa livraria de arte.

*®Fonte: (Garcia et. al., 2006, p. 49).
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Finalmente, temos o parlamento alemé&o — Reichstag de Berlim:

Figura 49: Parlamento alem&o — Reichstag *

Reichstag é o nome do edificio onde o parlamento federal da Alemanha exercia as suas
funcgdes. Fica localizado em Berlim.

Nos seus mais de cem anos de historia, o edificio do Reichstag foi a sede do governo em
duas guerras. Em 1992 foi decidido que o Reichstag deveria ser reconstruido e foi escolhido o
projeto de Norman Foster. Em 1995, o artista Christo atraiu milhdes de visitantes ao cobrir o
edificio inteiro. A reconstrucdo foi um sucesso, especialmente pela constru¢do da cupula em
memdria da clpula original de 1894.

Esta é uma das melhores atraces para os turistas, pois esta aberta a visitas.

C.1. Estabeleca a correspondéncia seguinte:

Universidade de Moscovo = Edificio A
Arco do Septimio Severo = Edificio B
Arco do Triunfo = Edificio C

“Fonte: (Garcia et. al., 2006, p. 50).
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Castelo de Buda = Edificio D
Museu Nacional de Belas Artes = Edificio E

Parlamento aleméo = Edificio F

Com os dados das figuras, preencha a seguinte tabela, utilizando uma régua graduada

para determinar as medidas pedidas:

Tabela 12: Raz0es entre a medida do comprimento e medida da altura de retdngulos que formam os edificios

Em alguns destes retangulos, a razdo entre as medidas da altura e do comprimento
aproxima-se do Ntmero de Ouro (1,618033...) ou do seu inverso (0,618033...). Os retangulos
gue possuem esta propriedade sdo chamados de retangulos de Ouro.

Muitos arquitetos, desde a Antiguidade até aos dias de hoje, utilizam esta proporgédo
propositadamente, pois acreditam que edificios que mostram esta relagdo sdo mais harmoniosos

do que os outros.

C.2. Com régua, esquadro e compasso, tracemos dois retangulos de Ouro, com diferentes

tamanhos. Existe um método para a sua construgdo, para isso, siga as seguintes etapas:

v' Passo 1: Trace um quadrado qualquer e designe-o por [ABCD], de tal modo que [A4, B]
corresponda a sua base. Este quadrado tem lado de medida a.
v Passo 2: Divida [4, B] ao meio e marque ali o ponto médio, M. Trace uma perpendicular a

este ponto, dividindo o quadrado em dois rectangulo




v' Passo 3: Escolha um destes retangulos, digamos aquele com base [4, M] . Trace a sua
diagonal, passando por M

v Passo 4: Trace uma semi reta a partir de M, contendo [A, M].

v' Passo 5: Com o compasso, com a ponta sobre M, transfira a medida da diagonal para esta
semi reta. Marque ali o ponto E.

v Passo 6: Trace um novo retangulo utilizando os pontos C, B e E, como Vvértices.

C.3. Os lados deste retangulo tém medidas, a e a + b, respetivamente. Calcule o valor de b e

de a + b, em funcdo de a, usando o Teorema de Pitagoras.

C.4. Este novo retangulo é um retangulo de Ouro, isto é, a razdo entre o lado maior e o lado

- , - . a+b
menor é igual ao Numero de Ouro. Verifique esta propriedade, calculando -

. 5.14. Proposta de resolucao da Tarefa C

Tabela 13: Razdes entre a medida do comprimento e medida da altura de retdngulos que formam os edificios
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C.2. Apresentemos uma nova alternativa para a resolucdo desta questdo, usando software de

Geometria Dinamica, construindo um retangulo de Ouro com recurso ao Geogebra:

F D N C

mede a
mede b+a/2

mede a

E mede b A mede a/2 M B

Figura 50: Construcdo de um retangulo de Ouro com recurso ao Geogebra

C.3. Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo [AM D], obtemos a seguinte igualdade:

b+ -G

Desenvolvendo o quadrado do bindmio vem:

2 a ’ 2 2 2 a2 a2 2 2 2
2XbX=+—=— = —_—=— = —ac =
b + b 2+4 4+a b+ab+4 4+a b +ab—a 0
Dividindo a equagdo por a, pois a # 0, e seguidamente por b, também b # 0, obtemos o
seguinte:
b? a
S—+b—-a=0=-+1—-—-=0
a a b

. b ~ ~ . .
Consideremos x = p entao a equacao anterior toma o seguinte aspeto:

-1FJ12-4x1x(-1)
(=4

Sx+l—-xl=0=2x2+x-1=0x=

2
-1++5 -1-+5
Sx=—FTFT"Vix=—F7F—"m
2 2
Como se trata de medidas de comprimentos, o valor da solucéo da equagédo anterior € o nimero
positivo, isto é, x = el
Como x = S entéo:

be

N—

a.
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e a+b =a+(_1;\/§)a=a(1+_1+\/§)= (1+\/§)a.

2 2

C.4. Dividindo o lado maior pelo lado menor do retangulo [BCEF], obtemos:

1++/5
ﬁ_am_( 2 )“_1+v§_
B« o 2z _*
Concluimos que a razdo entre o lado maior a + b e o lado menor a do retangulo [BCEF] é

igual ao NUmero de Ouro, por esta razdo chama-se, retangulo de Ouro.

. 5.15. Orientac0es para a resolucao e exploracao da Tarefa C

Com esta tarefa pretende-se que os alunos verifiguem que o NUumero de Ouro, ndo é
apenas um numero com aplicacdo meramente matematica, mas sim, um numero que tem
aplicacdo na realidade que nos rodeia. De facto, ele aparece em inimeras situacGes da nossa
vida real, sendo um dos muitos exemplos, na arquitetura. E objetivo, também, desta tarefa, que
cada aluno construa dois retangulos de Ouro e investigue as suas propriedades.

Na questdo C.1. pretende-se que os alunos percebam que o NUmero de Ouro se aplica a
vida real, nomeadamente, que existem varias obras de arquitetura onde podemos encontrar a
razdao aurea na sua construcdo. Os alunos devem medir os retangulos que se encontram sobre
cada figura, fazer a diviséo da medida da altura pela do comprimento e concluir que as razoes
obtidas sdo valores muito aproximados do Numero de Ouro.

Na questdo C.2. pretende-se que os alunos construam, dois retangulos de Ouro, seguindo
cada passo do enunciado, de forma que percebam algumas das suas propriedades. Poderdo
resolver esta questdo, com material de desenho, como € indicado no enunciado, no entanto,
também podera ser resolvida com recurso a software de geometria dindmica.

Na questdo C.3. pretende-se usar o Teorema de Pitdgoras na determinacdo das medidas
dos comprimentos dos lados do retangulo de Ouro. Esta questdo é muito importante pelos
conteddos que nela sdo aplicados. Na resolugdo desta questdo os alunos devem utilizar o
Teorema de Pitagoras, o quadrado do bindmio e a formula resolvente para obterem os valores
das medidas dos comprimentos pedidos.

O professor deve chamar atencdo que o triangulo [ADM] obtido na figura, € retangulo e,
depois de descobrir as medidas do comprimento dos seus lados em funcéo de a e de b, deverédo

aplicar o Teorema de Pitdgoras para obterem uma equagdo do 2.° grau. Na resolucdo desta




equacdo do 2.° grau, os alunos deverdo desenvolver o quadrado do bindmio e determinar 0s
valores pedidos, usando a formula resolvente.

Na questdo C.4., os alunos deverdo dividir as medidas do comprimento e da largura do
retdngulo de Ouro que construiram, utilizando a alinea anterior, e verificar que, esta razéo é

igual ao NUmero de Ouro.

. 5.16. Introducao a Tarefa D

O estudo dos numeros irracionais no Programa de Matematica que esteve em vigor, era
iniciado no 9.° ano de escolaridade, no capitulo “Numeros reais. Inequagdes”. Com a entrada
do novo Programa de Matemaética para o Ensino Basico, este topico passa a ser lecionado no 8.°
ano de escolaridade, no dominio “Numeros ¢ Operagdes”, onde os alunos aprendem a trabalhar
com dizimas finitas, infinitas periddicas e infinitas ndo periddicas. Esta tarefa serd proposta
para 0 9.° ano de escolaridade, uma vez que é nesse nivel de ensino que os alunos aprendem a

férmula resolvente, necesséria para a resolucdo deste exercicio.

A semelhanca do nimero /2, que esta presente na diagonal do quadrado de lado igual a
1, os numeros irracionais aparecem frequentemente em figuras geométricas. Foi assim que 0s
pitagoricos descobriram aquele gque viria a ser um dos numeros irracionais mais famosos, o
NUmero de Ouro.

O Numero de Ouro aparece no conhecido retangulo de Ouro, mas também esta presente
em qualquer pentagono regular (como veremos na tarefa F).

Com a realizacdo da tarefa D pretende-se que os alunos investiguem o aparecimento do
namero irracional ¢ através da observacdo e interpretagdo de um retdngulo de Ouro. Na
resolucdo desta tarefa, os alunos terdo de usar o Teorema de Pitagoras, as operacdes com
nameros reais, a férmula resolvente, bem como o trabalho com valores aproximados.

A tarefa D, que de seguida se propde, € um exercicio, de acordo com Ponte (2004, p. 8),
pois apresenta um grau de dificuldade reduzido e possui uma estrutura fechada. Esta tarefa tera
um tempo de duracdo média, prevista para dois blocos de noventa minutos e, surge num
contexto puramente matematico.

Sugere-se ainda que seja realizada em pares, fomentando a troca e partilha de ideias.
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. 5.17. Planificacao da Tarefa D

Dominio matematico: NUmeros e Operacdes.

Topicos matematicos: NUmeros reais; Teorema de Pitagoras.

Subtopicos matematicos: Dizimas; Teorema de Pitagoras; Formula resolvente.

Conhecimentos prévios:

Aproximacdes e arredondamentos de numeros racionais;

Nocéo de raiz quadrada e de raiz poténcia;

Problemas envolvendo o célculo de numeros racionais representados na forma de fragdes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;

Dizimas finitas e infinitas periddicas;

Produto da soma de dois mondmios pela sua diferenca;

Teorema de Pitagoras;

Foérmula resolvente.

Objetivos especificos:

Fazer aproximacdes de numeros reais;

Reconhecer que as propriedades das operacfes em @ se mantém em R e aplica-las na
simplificacdo de expressoes;

Resolver problemas usando operacdes e propriedades de R;

Relacionar poténcias e raizes;

Resolver problemas geométricos envolvendo a utilizacdo do teorema de Pitagoras;

Saber de memoria a formula resolvente e aplica-la a resolucdo de equacGes completas do 2.°
grau;

Discutir ideias, processos e resultados matematicos.

Desenvolvimento da aula:

Trabalho de pares.

Duracdo total da tarefa- 180 minutos, sendo:

- Apresentacgéo da tarefa: 10 minutos;

- Trabalho autonomo dos alunos: 120 minutos;

- Apresentacgéo e discussdo de resultados a turma: 30 minutos;

- Sintese final e registos: 20 minutos.
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Recursos utilizados:
= Tarefa D, manual escolar, caderno diario e material de escrita.

Avaliacéo:
= Dominio de conceitos e procedimentos matematicos;
= Empenho e interesse na realizac¢do das tarefas propostas;
= Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;
= Qualidade da participacédo na aula;

= Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:
= Raciocinio matematico;
= Resolucgéo de problemas;
= Comunica¢do matemaética;

= Discutir ideias e resultados.

. 5.18. Tarefa D: “Calculo do valor exato do Numero de Ouro”

D.1. Considere o retangulo representado na figura 51, bem como os dados que nele estdo

assinalados:

A= » G B
A (, \‘\
1 ’II \\\
l, ‘\
! 3
Ve e oS
D E F C
<< P
D

Figura 51: Retangulo de Ouro *°

% Fonte: (Marques et. al., 2012, p. 83).




D.1.1. Determine o valor exato da medida do raio do arco da circunferéncia, isto é, de EG.

D.1.2. Determine o valor exato de CD.
cD 1
D.1.3. Prove que — = ¢. Calcule o valor exato de s
D.1.4. Utilize a calculadora para determinar uma aproximacdo as milésimas para cada dos
. i 1
nameros encontrados ¢ e seu inverso e

D.2. Sabemos que a razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci vai-se

aproximando do Numero de Ouro.

1

*'Como %= , com a # 0 e b+ 0, também podemos escrever a razdo entre dois termos da

Qo]

sequéncia de Fibonacci da seguinte forma:

1
1"
2 1+1 1
11 T
SACh
-
2 2 147
5 342 2 1 1
§=—§—=1+§=1+§=1+1+_lT
1+T

Se continuarmos 0 processo pode-se concluir que a razdo entre dois nimeros consecutivos da
sucessdo de Fibonacci € do tipo:

1

1
1
T+1—

A esta expressdo, que nunca acaba, 0s matematicos chamaram de ¢. Repare que,

1+

1+

porsl
a4l

Resolva esta equacao e determine qual é o valor exato de ¢.

>t Adaptado de (Neves et al., 2012, p. 107)
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. 5.19. Proposta de resolucao da Tarefa D

D.1.1. Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo [EFG], temos que:

EGZ:EF2+FGZ<:>EGZ=(§) +1P S B = +19EG =0 EG=F 7= EG
LB
=+~
D.1.2.C_D=E+E@C_D=§+%@C—D=1+Z\/§=¢
o B
= =2 -
D13 ==-2-=¢.
1 1 2 _ 21-v5) 2(1-v5) (1-v5) +v5-1
® 1+v5 1+v5 (1++5)(1-+5) 1-5 = S
2

D.1.4. Uma aproximacdo, as milésimas, do Numero de Ouro e do seu inverso é, respetivamente:

®=1618 e %5 0,618 .

D.2. Resolvendo esta equacgédo, vem que:

1$\/(—1)2—4x1x(—1)® 1F+5

p=—""

1
¢=1+$@¢2—¢—1=0@¢= .

Como se trata da razéo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, essa razdo sé pode

ser positiva, pois 0s nimeros de Fibonacci sdo inteiros positivos, entdo vem que essa razao é:

1++/5
—
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. 5.20. Orientacoes para a resolucao e exploracao da Tarefa D

Com a resolucéo desta tarefa D pretende-se que os alunos percebam como surgiu 0 Numero de
Ouro, num contexto geométrico, através da interpretacdo de um retangulo de Ouro.

Relativamente ao desenvolvimento da tarefa, pretende-se, na questdo D.l., que os alunos
apliquem o Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo [EFG] para descobrirem o valor exato de
EG e depois de CD. Nesta questdo, os alunos deverdo fazer a soma e o quociente de nimeros reais.
Na determinacdo do inverso do Numero de Ouro, o professor deverd ensinar aos alunos que para
eliminarmos as raizes do denominador, teremos de multiplicar e dividir toda expressdao pelo
conjugado do denominador e usar a formula do produto da soma de dois monomios pela sua
diferenca. Nesta questdo os alunos também devem calcular valores aproximados de nimeros reais.

Na questdo D.2. encontra-se descrito um outro procedimento para escrever as razdes entre
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, e através da resolugdo de uma equacgdo de 2.° grau,

os alunos devem descobrir qual o valor exato de ¢.

5.21. Introducéo a Tarefa E

Com a realizacédo da tarefa E pretende-se trabalhar com os alunos as propriedades da adicéo e
da multiplicacdo em R, operacGes com radicais, relacbes de ordem em R e 0s casos notaveis da
multiplicacdo com raizes.

De acordo com o novo Programa de Matematica para o Ensino Basico, estes contedos
continuam a ser lecionados, na sua maioria, no 9.° ano de escolaridade, tal como no Programa
anterior, sendo portanto, a tarefa E, proposta para este nivel de ensino.

Esta tarefa engloba contetidos do 8.° ano de escolaridade, nomeadamente, 0s casos notaveis da
multiplicacdo, que estdo integrados no topico “Mondémios e polindmios”, no dominio da Algebra,
sendo também, um exercicio de revisdo destes conteudos do ano letivo anterior.

No 9.° ano de escolaridade, os alunos aprendem a trabalhar com nuameros irracionais,
nomeadamente, com raizes. Devem reconhecer que as propriedades das operacdes em Q se mantém
em R e nesta tarefa E, deverdo aplica-las na simplificacdo de expressdes, usando estas propriedades e

0S casos notaveis.
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Quando um radical aparece no denominador de uma fragdo é conveniente transformar a fragdo
dada numa fragdo equivalente, mas sem radicais no denominador. Esta tarefa E também tem como
objetivo introduzir a racionalizacdo do denominador, conteudo que apenas € lecionado no 10.° ano de
escolaridade, no entanto, serd& muito interessante introduzir este conteudo ja neste nivel de
escolaridade, adquirindo determinados conhecimentos, para uma melhor compreensdo no
desenvolvimento deste contelldo em anos posteriores.

Classificando esta tarefa, de acordo com Ponte (2004, p. 8), podemos considera-la como um
problema, uma vez que apresenta questdes de desafio elevado e de resposta fechada. No que diz
respeito a duracdo da tarefa, pode-se considerar de duracdo média, sendo proposta para um bloco de
noventa minutos. Trata-se de uma tarefa que surge num contexto puramente matematico.

Todas as questbes estdo formuladas de forma a direcionar os alunos para o0s objetivos
pretendidos deste problema. Sugere-se que esta tarefa seja resolvida em grupo de pares, privilegiando
a troca e partilha de ideias apenas entre dois alunos, pois a tarefa impde uma grande capacidade de
concentracdo na resolucdo das varias questdes, que culminardo na determinacdo de algumas

propriedades do NUumero de Ouro.

. 5.22. Planificacao da Tarefa E

Dominio matematico: Numeros e Operacdes.
Topicos matematicos: OperacGes com nimeros reais.

Subtdpicos matematicos: Propriedades das operacdes em R; Casos notaveis da multiplicacéo.

Conhecimentos previos:
= Nocdo de numero natural, inteiro, racional e real;
= Propriedades das operacdes em Q;
» Nocdo de raiz quadrada e de raiz poténcia;
» Problemas envolvendo o calculo de nimeros racionais representados na forma de fracoes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;
» Dizimas finitas e infinitas periddicas;
= Casos notaveis da multiplicagdo;

» Propriedades dos radicais.
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Objetivos especificos:

Reconhecer que as propriedades das operacdes em Q se manttm em R e aplica-las na
simplificacdo de expressoes;

Simplificar e ordenar expressfes numericas reais que envolvam fracdes, dizimas e radicais
utilizando as propriedades da relagdo de ordem;

Resolver problemas usando operacdes e propriedades de R;

Relacionar poténcias e raizes;

Exprimir ideias, processos e resultados matematicos, oralmente e por escrito, utilizando

notacdo, simbologia e vocabulario proprio.

Desenvolvimento da aula:

Trabalho de pares.

Duracéo total da tarefa- 90 minutos, sendo:

- Apresentacdo da tarefa: 5 minutos;

- Trabalho auténomo dos alunos: 50 minutos;

- Apresentacdo e discusséo de resultados a turma: 20 minutos;
- Sintese final e registos: 15 minutos.

Recursos utilizados:

Tarefa E, manual escolar, caderno diario e material de escrita.

Avaliacéo:

Dominio de conceitos e procedimentos matematicos;
Observagéo do empenho e do interesse na Tarefa proposta;
Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;
Qualidade da participacédo na aula;

Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:

Raciocinio matematico;
Resolucédo de problemas;
Comunicacdo matematica;

Discutir ideias e resultados.
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. 5.23. Tarefa E: “Propriedades do Numero de Ouro”

Sabendo que o valor exato do Numero de Ouro € :

) o=1%
Prove que as seguintes propriedades sao verdadeiras:
El @?2=0¢+1,
E2. &—-1=-
]
E.3. Sabe-se que o NUmero de Ouro, @, é o valor da razdo —, na seguinte equacao:
_a
a 1-a
Mostre a seguinte equivaléncia:
1 a
—= Sa=-—-1
a 1—-a

1+/5

E.4. Utilizando as propriedades de calculo para os nimeros reais, e tendo em conta que @ = S

calcule o valor das seguintes expressées numeéricas, apresentando o valor exato:
E4l 39 +49;
E42. Q¢ -1)%

E43. V5(22);

2

E44. (VD)

1+v/5

E.5. Considere um retangulo, cujo comprimento e largura, medem respetivamente, ( >

(\/g -1 ) cm.
E.5.1. Qual ¢ a expressdo simplificada que representa o perimetro do retangulo?

E.5.2. Mostre que a area do retangulo € um numero inteiro.

)cme
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. 5.24. Proposta de resolucao da Tarefa E

. +V5 _ «
E.1. Considerando @ = T\/— e substituindo na expressdo obtemos:

, <1+«/§>2 1++/5
2 2

1+5+2V5 242V5 4  6+2V5 6425
= = - = ,

+1

4 4

4 4 4
igualdade verdadeira.

. +V/5 o <
E.2. Considerando @ = T\/_ e substituindo na expressdo obtemos:

<:D—1—l=>1+\/§—1— ! =
@ 2 1445
2
@1+\/§_g_ 2(1-+5) @\/3_1_2(1_\/3)(:
2 2 (1-V5)(1+v5) 2

1-5

V5-1 2(1-v5) +5-1 +5-1
= = = = :
2 —4 2 2

igualdade verdadeira.

E.3. Considerando % _ 5 @ obtemos que esta equacao z

o~

a 1 . .
— & a =-—1 é equivalente a:
1-a a
b =

1
- —-—=¢—1.
1-= @

D

Substituindo o valor de 1+T\/§ = ¢ na equacdo anterior obtemos:

1
1 1++/5 1++5
) 1++/5 7 1++5 7
b = L = [—t = =
1-1L 2 p— 2 g2
P 1++5 1++5
2

2
1++5
o V5 _ 1445 (:)1+\/§= 2 (:)1+\/§_ 2(vV5+1)
2 1-2++5 2 V5-1

1-2+45 2 (B-1)E+1)
1++/5

1+vV5 /5+1
[— 2 = 5 .
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Outra forma de resolvermos esta questdo é simplificar a primeira equacéao, obtendo a segunda:
1

() 2 <:><1§><(1 1>—1<=>(P (p—lcwb 1—1
1 o) @ ) R
[
E4. 1.
1+4++/5 14+vV5\ 3+3V5 4+4V5 7475
30 +40 =3 + 4 = + = _
2 2 2 2 2
E.4.2.
2
1++5 145
(2q§—1)2=4¢2—4¢>+1=4< > )—4( > >+1
_ (1255 4+4\/§+4_4 1+2v5+5 8+8\/§+4
B 4 2 4 4 4 4
_4+8/5+420-8-8V5+4 20
B 4 4T
E.4.3.
14++/5 2+1++5 2
1+ @ 1+ —_— 3+/5\ 3V5+ (V5
N -5 2 — 5 2 — _ (v5)
2 2 2 4 4
_3V5+5
=
E.4.4.

(4V®) = 160 = 16 (22°) =8+ 8V5,

2

E.5.1. Perimetro do retangulo:

P=2><<1+2\/§>+2><(\/§—1)=1+\/§+2\/§—2=(3\/§—1)cm.

E.5.2. Area do retangulo:

<1+\/§
A=

=—=2cm?
> cm

2

>x(\/§—1)=\/§+(\/§)2_1_\/§ 4

que € um namero inteiro.




. 5.25. Orientac0Oes para a resolucao e exploracao da Tarefa E

O principal objetivo desta tarefa é o estudo de determinadas propriedades matemaéticas,
nomeadamente, soma, subtracdo, potenciacdo, produto e quociente de radicais. Sendo o NUmero de
Ouro um numero irracional, com esta tarefa E pretende-se utilizar as propriedades das operacfes para
efetuar diversas opera¢Ges com nlmeros reais.

Na questdo E.1. os alunos, deverdo substituir a letra grega ¢ pelo respetivo valor numérico e,
usando conhecimentos adquiridos anteriormente, serdo capazes de simplificar a expressdo obtida,
utilizando o desenvolvimento do quadrado do bindmio que resulta da expressao, chegando a uma
igualdade, que é verdadeira, como pretendido.

~ e . 1+v5 B . ~ ,
Na questdo E.2. substituindo o valor ¢ = T\/_ sera obtida uma expressao que apresenta raizes

no denominador. Nesta questdo devera ser introduzida a racionalizacdo de denominadores, onde 0s
alunos necessitardo de aprender que, para obter uma equacdo com denominador racionalizado,
deverdo recorrer a diferenca de quadrados, multiplicando o numerador e o denominador de uma
fracdo pelo conjugado do denominador. Efetuando as operaces necessarias e simplificando a
expressdo obtida, obterdo uma expressdo com denominador racional, provando assim a igualdade
pretendida.

Na questdo E.3. apresentamos duas resolucdes diferentes: uma delas consiste em substituir o
Numero de Ouro pelo seu valor numérico, e usando as propriedades das operacdes e a diferenca de
quadrados para racionalizar o denominador, chegamos ao resultado pretendido; a outra resolugéo
consiste em simplificar a primeira expressdo, usando as propriedades das operagdes, chegando a
segunda expressdo, mostrando assim a equivaléncia das duas expressoes algébricas.

Na questdo E.4. sdo apresentadas varias expressdes em que os alunos terdo de efetuar as
operacOes pretendidas, a soma, a subtracdo ou a potenciacdo de expressdes numéricas. Deverao
apresentar os resultados o mais simplificado possivel.

Na questdo E.5.0s alunos deverdo determinar o perimetro e a area de um retangulo, em que os
comprimentos dos lados sdo numeros reais. Nesta questdo pretende-se relembrar as férmulas do
perimetro e da area de um retangulo, deverdo aplicar a propriedade distributiva da multiplicacdo em

relacdo a adicdo ou a subtracédo e apresentar o resultado final o mais simplificado possivel.
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. 5.26. Introducéo a Tarefa F

Esta tarefa F tem como objetivos construir um pentadgono aureo com recurso ao software de
geometria dindmica Geogebra e verificar qual a relagdo deste tipo de pentagonos com o Numero de
Ouro.

Com esta tarefa F trabalharemos com os alunos as construces geométricas, amplitudes de
angulos internos de um tridngulo, determinacdo de amplitudes de angulos internos de um poligono
regular e a trigonometria.

Esta tarefa F sera direcionada para o 9.° ano de escolaridade, dado que os topicos da
trigonometria e da determinacdo da amplitude dos angulos internos de um poligono convexo de n
lados, continuam a ser lecionados neste nivel de ensino, no novo Programa de Matemaética para o
Ensino Bésico.

No entanto, a realizacdo desta tarefa, permitira rever conteidos lecionados em anos anteriores,
como € o caso da construcdo de figuras geométricas, da determinacdo de amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo, bem como a classificacdo de triangulos quanto aos lados e quanto aos
angulos.

De acordo com Ponte (2004, p. 8), podemos classificar esta tarefa F, no que diz respeito ao
grau de dificuldade e estruturacdo, como sendo uma tarefa de exploracdo e um problema, isto é: a
construcdo do pentdgono aureo, pode-se considerar como uma exploracdo, pois trata-se de uma
questdo de desafio reduzido e aberta; as questdes seguintes podem-se considerar como um problema,
uma vez que se apresentam um desafio com grau elevado e fechado.

No que diz respeito a duracdo da tarefa, pode-se considerar de duracdo média, sendo proposta
para dois blocos de noventa minutos. Trata-se de uma tarefa que surge num contexto puramente
matematico.

Todas as questdes estdo formuladas de forma a direcionar os alunos para 0s objetivos
pretendidos desta tarefa. Sugere-se que esta tarefa seja resolvida em grupo de pares, privilegiando a
troca e partilha de ideias apenas entre dois alunos, que culminardo na construcdo de um pentagono

aureo e na determinacao da relagédo deste pentdgono com o Numero de Ouro.
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. 5.27. Planificacao da Tarefa F

Dominio matematico: Numeros e Operacdes; Geometria e Medida.

Topicos matematicos: Trigonometria.

Subtdpicos matematicos: Construcdo de figuras geométricas; Angulos internos de um poligono;

Trigonometria.

Conhecimentos previos:

Usar software de geometria dindmica;

Classificar triangulos, quanto aos lados e quanto aos angulos;

Determinar as amplitudes dos angulos internos de um triangulo;

Determinar as amplitudes dos &ngulos internos de um poligono regular;

Identificar num triangulo retédngulo a hipotenusa e os catetos;

Identificar cateto oposto e cateto adjacente de um angulo agudo de um triangulo retangulo;
Raz0Bes trigonométricas de um angulo agudo;

Problemas envolvendo o célculo de numeros racionais representados na forma de fracoes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;

Conhecimentos basicos do software Geogebra;

Noc0es béasicas de construcdo geométrica.

Objetivos especificos:

Construir um pentagono aureo, utilizando o Geogebra;

Determinar amplitudes de angulos internos de um triangulo e de um poligono regular;
Classificar triangulos, quanto aos lados e quanto aos angulos;

Identificar o seno, 0 cos seno e a tangente de um angulo agudo dados como razdes obtidas a
partir de elementos de um triangulo retangulo;

Reconhecer que as razbes trigonométricas de um angulo dependem do angulo e ndo do
triangulo escolhido;

Determinar distancias utilizando trigonometria;

Simplificar expressdes algébricas;

Conhecer e colocar em prética estratégias de resolucéo de problemas, verificando a adequagéo

dos resultados obtidos e dos processos utilizados;
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= Resolver problemas envolvendo a determinagdo de distancias utilizando angulos agudos
dados e as respetivas razdes trigonométricas dadas por uma maquina de calcular ou por uma

tabela.

Desenvolvimento da aula:
= Trabalho de pares.
= Duracdo total da tarefa- 180 minutos, sendo:
- Apresentacdo da tarefa: 10 minutos;
- Trabalho autonomo dos alunos: 120 minutos;
- Apresentacdo e discusséo de resultados a turma: 30 minutos;

- Sintese final e registos: 20 minutos.

Recursos utilizados:
= Tarefa F, manual escolar, caderno diario, material de escrita, maquina de calcular,

computador com o software de geometria dindmica Geogebra.

Avaliacéo:
= Qualidade de participacéo oral;
= Cooperagao no grupo;
= Qualidade da participacdo e do empenho na tarefa proposta;
= Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;
= Concretizacdo da atividade proposta;
= Capacidade de sintese e de analise;

= Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:
= Raciocinio matematico;
= Resolucdo de problemas;
= Comunica¢do matemaética;

= Discutir ideias e resultados.




. 5.28. Tarefa F: “O pentagono aureo”

Um pentagono é um poligono regular com cinco lados iguais. Nesta tarefa vamos construir um
pentagono regular e mostrar que a razéo entre uma diagonal e o lado do pentagono € o NUmero de

Ouro.

Figura 52: Pentagono aureo 2

Realize as seguintes questdes, utilizando os recursos do Geogebra:

F.1. Trace uma circunferéncia de centro O e raio ndo nulo.
F.1.1. No menu principal do Geogebra, aceder a Disposi¢des e selecionar Geometria. Com 0
menu correspondente, divida o angulo ao centro da circunferéncia em cinco angulos iguais a
72° cada.
F.1.2. Estes angulos determinam cinco pontos A, B, C, D, E sobre a circunferéncia. De seguida,
una estes pontos. A figura obtida é um pentagono regular [ABCDE].
F.1.3. Trace as diagonais do pentagono. A figura obtida é uma estrela de 5 pontas.
F.1.4. Destaque na figura o tridngulo [ABC]. Classifique, justificando convenientemente, o
tridangulo, quanto aos lados e quanto aos angulos.

F.1.5. Calcule as amplitudes dos angulos internos do triangulo [ABC].
F.1.6. Utilize a nogdo de seno e de co seno para calcular a razéo % .

F.2. Repare que [A, C] é uma diagonal do pentagono e [4, B] é um lado do pentagono.Verifique que a
razdo entre a medida da diagonal do pentagono regular e a medida do lado coincide com o NUmero

de Ouro.

%2 Fonte: http://www.republicaeditorial.com.br/?p=663
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. 5.29. Proposta de resolucao da Tarefa F

Na construcdo deste pentagono regular, serd utilizado o software de geometria dindmica, o
Geogebra. Este software facilita a criagdo de construgdes matemaéticas por professores e alunos,
permitindo uma exploragéo interativa, arrastando objetos e/ou altera¢Ges de valores de parametros.

A experimentacdo, a simulacdo e a ilustracdo permitem a investigacdo e a exploragéo,
possibilitando aprofundar a compreensdo de determinado conceito.

Através da selecdo de ferramentas apropriadas na barra de ferramentas podem-se realizar
construgcbes na area gréafica apenas recorrendo ao rato do computador. Em simultineo, as
coordenadas correspondentes e as equacdes sdo apresentadas na area algébrica. O campo de entrada é
utilizado para introduzir no Geogebra coordenadas de pontos, equacdes, comandos ou expressdes de
funcbes diretamente. De facto, a Geometria e a Algebra trabalham lado a lado.

Depois de iniciar o software apresenta-se a seguinte interface:

Eﬁeoﬁehra -0l =l
Argquiva  Editar  Exibir  Opgdes  Ferramentas Janela  Ajuda
A LN (N o] I[&) P o .-
||%. AL D OO L] Nt b | aver
|) Objetos Livres * ad
|L) Objetos Dependentes
2
14
0
2 1 0 1 3 3 4 5 6
-1
24
3
@ Entrada: I I2 :I Iu V”Comando LI

Figura 53: Ambiente de trabalho do Geogebra

F.1.1. e F.1.2. Na resolucdo desta questdo, devem ser exploradas as potencialidades do Geogebra.

Seguindo os passos do enunciado, obtemos um pentdgono regular inscrito numa circunferéncia,

%3 Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tela inicial do GeoGebra 3.2.30.0.png
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dividindo a circunferéncia em cinco partes com uma amplitude de 72°cada. Obtemos assim, a

seguinte imagem:

Figura 54 : Pentagono regular inscrito numa circunferéncia

F.1.3. Ocultando os segmentos de reta que dividem o pentagono em cinco partes iguais e construindo
as cinco diagonais do pentagono regular, obtemos uma estrela pentagonal, tal como mostra na

seguinte imagem:

D

Figura 55 : Estrela pentagonal

Ocultando a circunferéncia e fazendo as medicdes necessarias, usando 0s recursos do Geogebra,

obtemos a seguinte imagem:
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Figura 56: Construcdo de um pentdgono aureo com recurso ao Geogebra

F.1.4. Como o pentagono é regular, tem os lados todos iguais, como dois desses lados coincidem com
os lados do triangulo, concluimos que o triangulo [ABC] é isosceles, sendo que AB = BC.
Relativamente a classificacdo do triangulo, quanto aos angulos, é obtusangulo, visto que possui um

angulo abtuso de 108°.

F.1.5. Calculo da amplitude dos angulos internos do triangulo [ABC]:

R 360°
ABC = 1800 — = 1089,

Os outros dois angulos sdo iguais, pois o triangulo [ABC] é isdsceles:

. R 180° — 108°
ACB = BAC = — = 36°.

~ AC . A . . , ,
F.1.6. Para calcular a razéo — Usaremos o seguinte triangulo retangulo, retirado do pentdgono aureo

acima:
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Figura 57: Triangulo rectangulo

Utilizando as raz6es trigonométricas, obtemos:

sen549% = = & AK = AB X sen549%;
540 = BK o AB = BK
cos AB " c0s540
. _ BK
AK = AB X sen54° & AK = X sen54°
c0s549

Como AC = 2 x AK, vem que:

B

AC 2 X 5 X sen54°
— = coss4’ © =— = 2 X sen54°.
AB BK AB

cos549°

F.2. Verifica-se que AC é uma diagonal do pentagono aureo e AB é um lado do pentagono.
A razdo entre o comprimento da diagonal do pentagono aureo e o comprimento do lado desse

pentagono é aproximadamente igual ao Numero de Ouro:

=2 X sen54° = @.

=l &l
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:5.30. Orientacoes para a resolucao e exploracao da Tarefa F

Com a realizacdo desta tarefa F, os alunos poderdo trabalhar matematica de forma lddica e
interativa. Para além de aprenderem os contetdos previstos para esta atividade, os alunos deverao
explorar as potencialidades do Geogebra.

Esta tarefa € muito rica em conteddos matematicos, pois nela os alunos trabalhardo a
construcdo de figuras geometricas, nomeadamente, de um pentagono regular, com recurso ao
software de geometria dindmica Geogebra; fardo a revisdo de conteudos apreendidos em anos
anteriores, como é o caso da classificagdo de triangulos, quanto aos lados e quanto aos angulos e da
determinacdo de amplitudes dos angulos internos de um tridangulo; e utilizardo as razoes
trigonométricas, para deduzir férmulas e determinar distancias desconhecidas.

Nas questbes F.1.1., F.1.2. e F.1.3. os alunos deverdo conhecer e explorar o Geogebra, e
utilizando as suas potencialidades, terdo de construir um pentagono regular inscrito numa
circunferéncia. De seguida, deverdo tracar as cinco diagonais do pentagono regular, obtendo assim,
uma estrela de cinco pontas inscrita no pentagono regular.

Na questdo F.1.4. o professor devera aproveitar para fazer a revisdao da classificacdo de
triangulos quanto aos lados: isosceles, escaleno ou equilatero; e quanto aos angulos: retangulo,
obtusangulo ou acutdngulo. Apds esta pequena revisdo, os alunos deverdo classificar o triangulo
pedido, quanto aos lados e quanto aos angulos.

Na questdo F.1.5. os alunos deverdo calcular as amplitudes dos angulos internos do triangulo
[ABC]. O professor devera fazer uma revisao da férmula que nos da as amplitudes dos angulos

internos de um poligono regular de n lados: S = 180° x (n — 2). Assim sendo, a amplitude de cada

A . . . 360° . . , ~
angulo interno é dada pela formula: 180° — — Apds esta revisao de conteudos, os alunos deverao

usar estas férmulas para calcularem a amplitude de cada angulo interno do pentagono regular. Essa é
a amplitude igual a do angulo ABC do triangulo [ABC], sendo igual a 108°. Como se trata de um

tridngulo is6sceles e como a soma das amplitudes dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual

. R i ~ 180°-108°
a 180°, as amplitudes dos restantes angulos do triangulo serdo dadas por ————

= 36°.
Na questdo F.1.6. os alunos deverdo determinar as medidas de comprimentos dos lados de um

triangulo retangulo, usando o seno e o cos seno de um angulo, para conseguirem descobrir o valor da

~ C ~ . . . ~ .
razao —, usando as razdes trigonomeétricas. Os resultados pedidos, deverdo ser apresentados o mais

simplificado possivel.
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Na ultima questdo desta tarefa F, os alunos deverdo concluir que a razdo entre o comprimento
de uma diagonal qualquer de um pentagono regular e o comprimento de um lado desse pentagono é

um valor que se aproxima muito do Numero de Ouro, por essa razéo ¢ chamado pentagono aureo.

. 5.31. Introducéo a Tarefa G

Com a realizacdo da tarefa G pretendemos que os alunos deduzam e estudem varias
propriedades que relacionam a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas.

As operagdes com 0s numeros reais sao lecionadas, no novo Programa de Matematica, no 8.°
ano de escolaridade, bem como os casos notaveis da multiplicagdo. No entanto, o trabalho das
operacfes com radicais é desenvolvido no 9.° ano de escolaridade e, neste sentido, a tarefa G é
proposta para 0 9.° ano de escolaridade.

Sendo duas sequéncias muito similares, com a resolucdo da tarefa G, os alunos deverdo
investigar relacfes existentes entre estas duas sequéncias por observacdo dos seus termos. Nesta
tarefa, os alunos deverdo conhecer os termos de cada uma das sequéncias, bem como o termo geral
de cada uma delas, e utilizar a formula de Binet para simplificar expressdes que envolvam as duas
sequéncias.

Podemos classificar esta tarefa, de acordo com Ponte (2004, p. 8), como um problema, uma
vez que as questdes apresentadas possuem um grau de dificuldade elevado e de resposta fechada.

No que diz respeito a duracdo da tarefa, pode-se considerar de duracdo média, sendo proposta
para um bloco de noventa minutos. Trata-se de uma tarefa que surge num contexto puramente
matematico.

Todas as questdes estdo formuladas de forma a direcionar os alunos para 0s objetivos
pretendidos desta tarefa. Sugere-se que esta tarefa seja resolvida em grupo de dois, privilegiando a

troca e partilha de ideias, apenas, entre dois alunos.
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. 5.32. Planificacao da Tarefa G

Dominio matematico: Numeros e Operacoes.

Topicos matematicos: Operagdes com nUmeros reais.

Subtdpicos matematicos: Sequéncia de Fibonacci; Sequéncia de Lucas; Propriedades das operacdes

em R; Formula de Binet.

Conhecimentos previos:

Nocéo de nimero natural, inteiro, racional e real;

Propriedades das operacdes em R;

Nocéo de raiz quadrada e de raiz poténcia;

Problemas envolvendo o calculo de nimeros racionais representados na forma de fracdes,
dizimas, percentagens e numerais mistos;

Casos notaveis da multiplicac&o;

Propriedades dos radicais.

Objetivos especificos:

Reconhecer que as propriedades das operacdes em Q se manttm em R e aplica-las na
simplificacdo de expressoes;

Determinar termos da sequéncia de Fibonacci, da sequéncia de Lucas, bem como de outras
sequéncias similares, definidas por recorréncia;

Simplificar e ordenar expressGes numéricas reais que envolvam fragdes, dizimas e radicais
utilizando as propriedades da relagéo de ordem;

Resolver problemas usando operacdes e propriedades de R;

Conhecer e usar a formula de Binet na simplificacdo de expressées numeéricas;

Relacionar poténcias e raizes.

Desenvolvimento da aula:

Trabalho de pares.

Duracéo total da tarefa- 90 minutos, sendo:

- Apresentacgéo da tarefa: 5 minutos;

- Trabalho autonomo dos alunos: 50 minutos;

- Apresentacéo e discussdo de resultados a turma: 20 minutos;

- Sintese final e registos: 15 minutos.
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Recursos utilizados:
=  Tarefa G, manual escolar, caderno diario e material de escrita.

Avaliacéo:
= Dominio de conceitos e procedimentos matematicos;
= Empenho e do interesse na Tarefa proposta;
= Respeito pelas normas de trabalho e convivéncia;
= Qualidade da participacédo na aula;

= Grelha de observacdo do trabalho dos alunos.

Capacidades transversais a desenvolver:
= Raciocinio matematico;
= Resolucgéo de problemas;
= Comunica¢do matemaética;

= Discutir ideias e resultados.

5.33. Tarefa G: “Propriedades que relacionam a sequéncia de Fibonacci e
. a sequéncia de Lucas”

G.1. Escreva o0s 20 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.
G.2. Escreva os 20 primeiros termos da sequéncia de Lucas.

G.3. Estude os resultados obtidos nas duas questdes anteriores e procure trés possiveis relacdes

numeéricas entre os nimeros de Fibonacci e os niimeros de Lucas.

G.4. Considere a seguinte sequéncia:
H1 = 1,H2 = 4‘eHn+2 = Hn+1 +Hn, nz= 1.

Determine os 20 primeiros termos desta sequéncia.

G.5. Verifique que:
G.5.1. Lg=Fg+ Fy; G.5.2. Fy = F2 + FZ;
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G.5.3. L7 + L9 = 5F8, G.5.4. HZO = 4‘F19 + F18' SendO

H a sequéncia definida na questdo G.4. .
G.5.5. Fg=L,F,; G.5.6. % € um ndmero inteiro;
5

n n
G.6. Usando a formula de Binet para a sequéncia de Fibonacci: F, = %[(Hf) — (%g) ] ea

n n
formula de Binet para a sequéncia de Lucas: L, = (1+2‘/§) + (%g) , mostre que:

G6.1. F,,=FL, n>1; G.6.2. 5E2 = [2 — 4(—1)", n > 1.

. 5.34. Proposta de resolucao da Tarefa G

G.1. Os vinte primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sdo:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377,610,987,1597,2584, 4181, 6765.

G.2. Os vinte primeiros termos da sequéncia de Lucas sdo:
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,843,1364,2207,3571,5778,9349, 15127.

G.3. Existem varias relacbes numéricas entre 0os nimeros de Lucas e 0s humeros de Fibonacci, como
por exemplo:
L,=F,+F;,©3=1+2o3=3;
Ly=F,+F, e4=1+34=4;
Ly=F;+F;e7=2+57=7.
Partindo dos exemplos atras referidos e da demonstracdo feita no capitulo Il, podemos concluir que
para n > 1, se somar 0s respetivos numeros de Fibonacci, F,,_; + F, 1, 0 resultado da o nimero de
Lucas de ordem n, isto é:
Fpoi+ Fpp1 =1Ly, n>1.
Outra relacdo entre estas duas sequéncias € a seguinte:
5F, =L+L; ©5x1=1+4&5=5;
SFs=L,+L,©5x2=3+7 e 10 = 10;
5F,=L;+Ls©5%x3=4+11 15 = 15.
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Partindo dos exemplos atras referidos e da demonstragdo feita no capitulo Il,, podemos concluir que
paran > 1:
5F,=Lp_q+Lps, n>1.

Existem muitas relacdes entre estas duas sequéncias, um outro exemplo é o seguinte:
F,=FxXLiel=1x1e1=1;
F,=F,XL,©&3=1x3&3=3;

Fi=F;xlL; ©8=2x48=8.

Partindo dos exemplos atras referidos, podemos concluir que paran > 1:

Fpp=F, XL, n>1.

G.4. Os vinte primeiros termos da sequéncia referida sdo:
1,4,5,9,14,23,37,60,97,157,254,411, 665,1076,1741,2817,4558,7375,11933,19308.

G51. Ls=F+F,©11=8+4+3 11 = 11;
G52 Fo=F?+F? ©34=5%+3%2© 34 =34

G53. L, + Ly =5F; 29+ 76 =5X% 21 & 105 = 105;

G.5.4. Hyy = 4F,¢ + F;g © 19308 = 4 x 4181 + 2584 < 19308 = 19308;

G55 Fy=L,F, ©21=7%x3& 21 =21;

F, 55 , , . .
G.5.6. % =-= 11 é um nGmero inteiro;
5

Gh.7. F,xFg—F; =1 13x34-212=1442-441=11=1;

G58. L3 xLg—12=-5©4%x11-7>=-5& —5= -5,

G.6.1. Mostremos que a propriedade € verdadeira, usando a formula de Binet para a sequéncia de

Lucas e a formula de Binet para a sequéncia de Fibonacci: F,,, = F,L,,.
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G.6.2. Mostremos que a propriedade é verdadeira, usando a férmula de Binet para a sequéncia de

Lucas e a formula de Binet para a sequéncia de Fibonacci:

SE2 = [2 — 4(-1)" &
145\ (1-vB\'] _[/1+VvB\"  (1-vB\'"| .
77) (59 ] - ) +(50) | e
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—2X X +
2 2 2 2

_1+\/§2n 1+v5\" /1-v5\" [1-+v5\" .,
_< d ) +2><< : >><< : >+( ' ) BTSN
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5
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1+v5\" (1-vV5\" (145" [(1-VB\" .
:)—2><< > >x< 5 >_2><< > )x( > )—4(—1) =

n

1+v5\ (1-+5
@—4x< 5 )x( ) =—4(-D" e

2

[ (5 -co-

o <1T—5>n — (D" o (=1)" = (D)™
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. 5.35. Orientac0es para a resolucao e exploracao da Tarefa G

Com a realizagdo desta tarefa G, os alunos poderdo investigar relacbes matematicas que
existem entre a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas.

Nas questbes G.1., G.2. e G.4., os alunos deverdo saber determinar termos de sequéncias
definidas por recorréncia, deduzindo qual a regra que permite calcular os termos seguintes, a custa
dos anteriores. As trés sequéncias que sdo propostas nesta tarefa séo todas similares, a partir do 2.°
termo, os termos seguinte obtém-se somando os dois termos anteriores.

Na questdo G.3., os alunos deverdo observar os termos da sequéncia de Fibonacci e da
sequéncia de Lucas e descobrirem relacdes numeéricas entre estas duas sequéncias. Para além destas
sequéncias terem a mesma regra de formacao, tém imensas propriedades que as relacionam, algumas
ja referidas e demonstradas neste Relatdrio.

Os alunos deverdo verificar, entre outras propriedades, por exemplo:

- gue paran > 1, se somar 0s respetivos nimeros de Fibonacci, F,,_; + F,, .4, 0 resultado da o
namero de Lucas de ordem n;

- que para n > 1, se somar 0s respetivos nimeros de Lucas, L,,_; + L,41, 0 resultado da o
quintuplo do numero de Fibonacci de ordem n;

- gque para n > 1, se multiplicar o nimero de Lucas e 0 numero de Fibonacci de ordem n, o
resultado d& o nimero de Fibonacci de ordem 2n.

Na questdo G.5., pretende-se que os alunos verifiquem determinadas propriedades das
sequéncias referidas, trabalhando as operacGes com nameros reais, usando 0s termos das sequéncias.

Na ultima questdo, pretende-se que os alunos utilizem a formula de Binet, para a sequéncia de
Lucas e para a sequéncia de Fibonacci, na simplificacdo de expressdes numeéricas, verificando assim
determinadas propriedades que as relacionam. Nesta questdo s@o trabalhadas as operagdes com
radicais e 0s casos notaveis da multiplicacdo.

Os alunos deverdo efetuar as operactes pedidas e para tal poderdo escolher dois processos:
simplificar os dois membros da equagdo chegando a um mesmo resultado, ou simplificar um dos

termos da equacao até obtermos o outro termo.
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CAPITULO VI - CONCLUSOES E LIMITACOES AO ESTUDO

Ao longo do nosso percurso profissional, concluimos que ser Professor implica a necessidade
de estar sempre atento as mudancas que vado ocorrendo na sociedade. Devemos procurar mantermo-
nos sempre informados e atualizados acerca da evolucdo de conceitos, procedimentos e estratégias
que vao ocorrendo na area da educacdo.

A evolucdo da sociedade implica uma mudanca nas estratégias usadas na forma de ensinar. Os
professores devem propor desafios cada vez mais inovadores e que vao ao encontro das necessidades
de resposta dos alunos. Neste sentido, um educador precisa de procurar novos conhecimentos,
mantendo-se atualizado, acompanhando a mudanca de perspetivas que vao surgindo ao longo dos
tempos.

Neste trabalho propomos o estudo da historia e da relacao entre as sequéncias de Fibonacci e de
Lucas. Estes conteudos apresentam-se desenvolvidos de forma deficitaria no novo Programa de
Matematica para o Ensino Bésico. Sabendo que o estudo das sequéncias e dos nimeros reais fazem
parte dos conteldos do Curriculo Nacional, propomos um alargamento do estudo destes conceitos,
nomeadamente, incluindo o estudo das sequéncias de Fibonacci e de Lucas, bem como do Numero de
Ouro, de forma mais especifica, nos contetdos a lecionar na disciplina de Matematica no 3.° Ciclo do
Ensino Bésico.

Achamos muito interessante propor o estudo destes temas no Ensino Basico, devido ao facto de
possuirem caracteristicas muito importantes que poderdo servir como ponto de partida para o
desenvolvimento de outros contetidos da disciplina de Matematica, nomeadamente, das Funcges, das
Equacdes, da Historia da Matematica, etc.

Ao elaborar este trabalho, consideramos que os principais objetivos foram os seguintes:

o Pesquisar dados histéricos relativos as sequéncias de Fibonacci e de Lucas;

o Estudar algumas propriedades de cada uma das sequéncias acima referidas;

o Evidenciar e provar a estreita relacéo existente entre estas duas sequéncias;

o Indicar a relacéo existente entre a sequéncia de Fibonacci e 0 Numero de Ouro;

o Verificar a aplicacdo da Matemaética & vida real, nomeadamente, da sequéncia de
Fibonacci e do NUimero de Ouro em varias situac¢fes do dia a dia;

o Desenvolver e aprofundar conhecimentos relativos ao novo Programa de Matematica
para o Ensino Basico, que entrara em vigor no atual ano letivo de 2013/2014;

o Fazer uma reflexdo critica relativa ao novo Programa de Matemaética para o Ensino

Bésico;
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o Sugerir situacdes em que se utilize a razdo 4urea no ensino da Matematica;

o Propor um conjunto de atividades que poderado servir de recursos para os professores
aplicarem em ambiente de sala de aula, que permitam o desenvolvimento dos topicos
relativos a sequéncia de Fibonacci e ao Numero de Ouro;

o Fazer uma proposta de inclusdo do estudo mais aprofundado da sequéncia de
Fibonacci e do Numero de Ouro nos Programas de Matematica do 3.° Ciclo do
Ensino Baésico.

Pensamos que todos os objetivos acima referidos foram atingidos com a realizacdo deste
Relatorio. Nele podemos consultar e aprofundar conhecimentos cientificos e propriedades
importantes relativas a sequéncia de Fibonacci, a0 Nimero de Ouro e a sequéncia de Lucas.

Neste trabalho, podemos também, encontrar um conjunto de tarefas e respetivas planificacdes,
que estdo de acordo com o novo Programa de Matematica do Ensino Basico (2013). Estas tarefas
foram rigorosamente preparadas com vista a uma proposta de inclusdo de um estudo mais
aprofundado da sequéncia de Fibonacci e do Numero de Ouro, no Curriculo de Matematica do
Ensino Basico, e que poderdo servir de recursos para o estudo e desenvolvimento destes contetidos
em ambiente de sala de aula.

O uso das tecnologias no ensino da Matematica estimula a aprendizagem dos alunos e
representam excelentes recursos que auxiliam os professores nos contetidos a lecionar. Algumas das
tarefas propostas poderdo ser resolvidas recorrendo as tecnologias, nomeadamente ao software de
geometria dindmica Geogebra. Este tipo de recursos motivam os alunos para a aprendizagem,
tornando as tarefas mais agradaveis, estimulantes e atrativas.

Né&o poderiamos deixar de referir a impossibilidade de aplicar estas tarefas em contexto de sala
de aula. Seria com certeza muito interessante verificar qual o interesse e empenho dos alunos na
resolucdo destas tarefas, bem como na anélise dos resultados obtidos. No entanto, oportunidades nao
faltardo para continuarmos o estudo destes temas, bem como a sua aplicacdo em sala de aula.

Em jeito de concluséo, considero que este trabalho foi muito importante para a minha evolucgéo
enquanto professora de Matematica. Representa uma etapa muito importante na minha vida, de
dedicacdo e de estudo, que deixou marcas e uma enorme vontade de continuar a procurar novos
conhecimentos.

Resta-me acrescentar, que o trabalho arduo e as noites perdidas, foram produtivas para 0 meu
aperfeicoamento. A dedicacdo e esforgco ao longo deste periodo, as aprendizagens que realizei, a troca
de experiéncias e o convivio saudavel, nomeadamente com a orientadora deste Relatorio, levam-me a

encher de orgulho o trabalho apresentado neste documento.

140



BIBLIOGRAFIA

e Araljo, M., Feitosa, F. & Ribeiro, B. (2011). Notas de Aulas. Introducdo a Teoria de

NUmeros. Universidade Federal de Juiz de Fora, Brasil.

eBivar, A., Grosso, C., Oliveira, F.& Timéteo M. (2012). Metas Curriculares Matematica

Ensino Basico. Lisboa: Ministério da Educacéo e Ciéncia.

e Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F. & Timdteo M. (2013). Programa de Matematica Ensino

Basico. Lisboa: Ministério da Educacéo e Ciéncia.

e Boyer, C. (1996). Historia de la matematica. Madrid: Alianza Universidad Textos.

e Burton, David, M. (1976). Elementary number theory. Allyn Bacon and Bacon, Inc.

e Caldwell, C. K. & Komatsu, T., “Some Periodicities in the Continued Fraction Expansions of
Fibonacci and Lucas Dirichlet Series”. The Fibonacci Quarterly, 48, no. 1 (2010), 47-55.

e Catarino, P., “On some identities and generating functions for k-Pell numbers”, International

Journal of Mathematical Analysis, Vol. 7 (38) (2013), 1877-1884.

e Catarino, P. & Vasco, P., “On some Identities and Generating Functions for k- Pell-Lucas
sequence”, Applied Mathematical Sciences, Vol. 7 (98) (2013), 4867 — 4873.

e Conceicdo, A. & Almeida, M. (2012). Matematicamente Falando 9 — Matematica — 9.° ano.

Porto: Areal Editores.

e Corbalan, F. (2010). A Proporcédo Aurea- A linguagem matematica da beleza. Lisboa: RBA

Coleccionables, S.A..

e Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo espaco. Matematica A- 10° ano (parte 1). Lisboa:
Porto Editora.

141



e Costa, E. A Historia da Ciéncia e o ensino da recursividade: As torres de Hanoi. Histéria da

Ciéncia e Ensino — Construindo interfaces, v. 4 (2011), 38-48.

e D’Ambroésio, U. (2003). Educacdo Matematica: da teoria a préatica (10% edicdo).

Campinas/SP: Editora Papirus.

e Estrada, M. F., Sa, C. C., Queiro, J., F., Silva, M., C. & Costa, M. J. (2000). Historia da

Matematica. Lisboa: Universidade Aberta.

e Garcia, V., Serres, F., Magro, J. & Azevedo, A. (2006). O Numero de Ouro como
instrumento de aprendizagem significativa no estudo dos ndmeros irracionais, Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, Brasil.

e Gusmao, G. A. Sequéncia de Fibonacci. Revista de Olimpiada, no. 4 (2003), 47-63.

e Hoggatt, V. E. (1969). Fibonacci and Lucas Numbers. A publication of the Fibonacci

Association. University of Santa Clara, Santa Clara.Houghton Mifflin Company.

e Jhala, D., Sisodiya, K. & G. P. S. Rathore, “On Some Identities for k-Jacobsthal Numbers”,
Int. Journal of Math. Analysis, Vol. 7, no. 12 (2013), 551-556.

e Marques, D. “The Order of Appearance of the Product of Consecutive Lucas Numbers”, The
Fibonacci Quarterly, 51(1) (2013), 38-43.

e Marques, M. & Ferreira P. (2012). Matematica — 9.°ano (volume 2).Carnaxide: Santillana

Constancia.

e Mason. J., Graham, A. & Wilder, S. (2005). Developing thinking in Algebra. The Open

University.

e Ministério da Educagdo. (2001). Curriculo nacional do ensino basico. Competéncias
essenciais. Lisboa: Ministério da Educacédo, Departamento da Educacéo Basica.

142



e Monteiro, C. (2006). Uma conversa sobre Educacdo Matematica. Lisboa: Associacdo de

Professores de Matematica.

e Moura, V. G. (1994). Camdes e a Divina Proporcéo. Lisboa Imprensa Nacional- Casa da
Moeda.

e National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). (2007). Principios e Normas para aa
Matematica Escolar. [Traducdo portuguesa da edicdo original, Principles and standards for
school mathematics, 2000]. Lisboa: APM.

e Neto, P. (2013). A aplicag¢do do Nimero de Ouro como recurso metodoldgico no processo de
ensino-aprendizagem. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Piaui, Brasil.

e Neves, M., A., Guerreiro, L. & Pereira, A., (2004). Matematica B -10° ano. Porto: Porto
Editora.

e Neves, M., A, Silva, A. P., Raposo, M., J. & Silva, J., N. (2012). Matematica — 9.° ano
(parte 2). Porto: Porto editora.

e Oliveira, C. (2010). Raz&o Aurea: Suas aplica¢es e importancia no Ensino da Matematica.
Monografia , Instituto Superior de Educacéo da Faculdade Alfredo Nasser, Brasil.

e Pacci, D. & Rodrigues, C. (2013). Sequéncia de Fibonacci. Trabalho do curso de

Licenciatura em Matematica, Universidade Estadual de Campinas, Brasil.

e Ponte, J. P., Brocardo, J.& Oliveira, H. (2003) . Investigacdes matematicas na sala de aula

(capitulo 7). Belo Horizonte: Auténtica.

e Ponte, J. P. (2004). Gestao curricular em Matematica. Lisboa: Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa, 8-10.

143



e Ponte, J. P. (2006). Numeros e algebra no curriculo escolar. Em 1. Vale, T. Pimentel, A.
Barbosa, L. Fonseca, L. Santos, A. P. Canavarro (Orgs). Numeros e Algebra na aprendizagem

da matemética e na formacao de professores (pp. 5-27). Lisboa: SEM-SPCE.

e Ponte, J. P., Serrezina, L., Guimarées, H. M., Breda, A., Guimaraes, F., Sousa, H., Menezes,
L., Martins, M.E.G. & Oliveira P.A. (2007). Programa de Matematica do Ensino Basico.

Lisboa: Ministério da Educacdo - Direcdo Geral de Inovacgédo e de Desenvolvimento Curricular.

e Ramos, M. (2013). A Sequéncia de Fibonacci e 0 Numero de Ouro. Dissertacdo de Mestrado,

Universidade Estadual de Santa Cruz, Brasil.

e Rojano, T. (2002). Mathematics Leanrning in the Junior Secondary School: Students’ Acess
to significant Mathematical Ideas. In L. English, M. B. Bussi, G. A. Jones, R. A. Lesh & D.
Tirosh (Eds.), Handbook of international research in mathematics education (vol. 1, pp. 143-
161). Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum.

e Saraiva, M., Pereira, M. & Berrincha, R. (2010). Sequéncias e expressdes algébricas.
Aprendizagem da resolucdo de equac@es a partir de igualdades numéricas. Tarefas para o 7.°
ano de escolaridade. Materiais de apoio ao Professor. Lisboa: APM, FCT.

e Shattuck, M., “Combinatorial Proofs of Determinant Formulas for the Fibonacci and Lucas

Polynomials”, The Fibonacci Quarterly, 51 (1) (2013), 63-71.
e Vorobiov, N. N., (1974). Numeros de Fibonacci. Editora MIR, URSS.
e Zeckendorf, E., Representation des nombres natureals par une somme de nombres de

Fibonacci ou de nombres de Lucas, Bull. de la Soc. Royale des Sci. de Liege, 41 (1972), 179-
182.

144



WEBGRAFIA

A seguir indicam-se os sites da internet de onde foram retirados alguns dados, bem como

algumas figuras que constam no texto:

[1]. Alves, A. P. (2011). A Matematica na natureza. Infinito — Blog de Matematica. Acedido janeiro

10, 2013, em http://infinito-matematica.co/curiosidades/

[2]. Ana & Rui (2002). Papiro de Rhind. Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Acedido

maio 30, 2013, em http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/inicio.htm

[3]. Associacdo de Professores de Matematica (2012). Metas Curriculares do Ensino Basico
Matematica—Parecer. Acedido janeiro 19, 2013, em
http://www.apm.pt/files/200299 Parecer APM_- Metas_Curriculares_500dc8c09d26f.pdf.

[4]. Associacdo de Professores de Matematica (2013). Posicdo da direcdo da Associacdo de
Professores de Matemaética face a recente homologacao do Programa de Matemética para o Ensino
Bésico. Acedido julho 1, 2013, em
http://www.apm.pt/files/ HomologacaoPMat_posicaoAPM_51¢99507c9ab6.pdf

[5]. Associacdo de Professores de Matematica (2013). Posicdo da direccdo da Associacdo de
Professores de Matematica sobre o despacho de revogacéo do Programa de Matematica do Ensino
Bésico. Acedido maio 8, 2013, em
http://www.apm.pt/files/205600_PosDirAPMrevPMEB 2013 519167625d7a0.pdf

[6]. Barcelos, A. (2004). Algebra na Italia. Capitulo I: Fibonacci e sua sequéncia. Acedido dezembro

11, 2013, em http://www.geocities.ws/ailton barcelos/naitalia.htm

[7]. Barata A. (2012). As mais belas bibliotecas do Mundo: Biblioteca geral histérica da
Universidade de Salamanca-Espanha. Acedido maio 23, 2013, em
http://jabarata.blogspot.pt/2012_06 01 archive.html

145


http://infinito-matematica.co/curiosidades/
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/inicio.htm
http://www.apm.pt/files/200299_Parecer_APM_-_Metas_Curriculares__500dc8c09d26f.pdf
http://www.apm.pt/files/_HomologacaoPMat_posicaoAPM_51c99507c9ab6.pdf
http://www.apm.pt/files/205600_PosDirAPMrevPMEB_2013_519167625d7a0.pdf

[8]. Cabrero, G. (n.d.). Constructivismo soviético. Acedido junho 12, 2013, em

http://gutierrezcabrero.dpa-etsam.com/page/15/

[9]. Correia, A. & Andrade, C. (1999). Geometria a varias dimensdes: Solidos platonicos. Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Acedido dezembro 20, 2012, em

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol plat.htm

[10]. Diaz M. (nd.). ElI Numero de Oro. Acedido abril 2, 2013, em

http://www.dav.sceu.frba.utn.edu.ar/homovidens/MirtaDiaz/Proyectofinal/index.htm

[11]. Didaxis — Escola Cooperativa V. S. Cosme (n.d.). Histéria e personalidades da Matematica. O
Numero de Ouro. Mat3ma-+ica. Acedido julho 1, 2013, em

http://www.didaxis.org/matematicaonline/index.php?url=historiamatematica

[12]. ebook3000.com (2010). Fibonacci’s Liber Abaci. Acedido outubro 15, 2012, em
http://www.ebook3000.com/Fibonacci-s-Liber-Abaci 60105.html

[13]. Ferlin, G. (2012). Modulor. Acedido junho 3, 2013, em
http://giorgiaferlin.com/2012/12/13/modulor/

[14]. Ferrer, J. (n.d.). O Namero de Ouro na arte, arquitectura e natureza: beleza e harmonia. Ciéncia
em galego. Acedido margo 27, 2013, em
http://www.cienciaengalego.org/drupal6/sites/default/files/numero_de_ouro.pdf

[15]. Fibonacci Quarterly (2013). Fibonacci and Lucas Numbers. Books and Tables Published by the

Fibonacci Association. Acedido agosto 20, 2013, em www.fg.math.ca

[16]. Freire, B. & Dias C. (2009). Notas de aula. Teoria de Numeros: A Sequéncias de Fibonacci.

Acedido marco 20, 2013, em http://www.olimpiada.ccet.ufrn.br/wp-

content/uploads/2013/08/NOTAS-DE-AULA 09.pdf.

[17]. Granato F. & Bela, L.(2010). Pintura: O nascimento de Vénus. Sala Renascentista. Acedido
fevereiro 26, 2013, em http://luisaefelipe?7.blogspot.pt/2010/10/pintura-0-nascimento-de-venus.html

146


http://gutierrezcabrero.dpa-etsam.com/page/15/
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol_plat.htm
http://www.dav.sceu.frba.utn.edu.ar/homovidens/MirtaDiaz/Proyectofinal/index.htm
http://www.didaxis.org/matematicaonline/index.php?url=historiamatematica
http://www.ebook3000.com/Fibonacci-s-Liber-Abaci_60105.html
http://giorgiaferlin.com/2012/12/13/modulor/
http://www.cienciaengalego.org/drupal6/sites/default/files/numero_de_ouro.pdf
http://www.fq.math.ca/
http://www.olimpiada.ccet.ufrn.br/wp-content/uploads/2013/08/NOTAS-DE-AULA_09.pdf
http://www.olimpiada.ccet.ufrn.br/wp-content/uploads/2013/08/NOTAS-DE-AULA_09.pdf
http://luisaefelipe77.blogspot.pt/2010/10/pintura-o-nascimento-de-venus.html

[18]. Instituto Federal de Santa Catarina (2012). Phi — O Numero de Ouro. AplicacBes da razao

aurea. Acedido maio 2, 2013, em http://razaoaureaifsc.blogspot.pt/2012/09/aplicacoes-da-razao-

aurea.html

[19]. Jamal, R. (2010). O Numero de Ouro. Republica Editorial. Acedido janeiro 28, 2013, em

http://www.republicaeditorial.com.br/?p=663

[20]. Justo, D.(2011). A perfeicdo divina aplicada a arte e ao design. Design on the rocks. Acedido

junho 17, 2013, em http://www.designontherocks.xpg.com.br/a-perfeicao-divina-aplicada-a-arte-e-

ao-design/

[21]. Klein, J. (n.d.). Decifrando o cddigo da natureza. Acedido maio, 12, 2013, em
http://www.chabad.org.br/biblioteca/artigos/codigo/home.html

[22]. Lamas, J. (2012). Proporcdo &aurea. Violino Acustico. Acedido abril 16, 2013, em
http://violinoacustico.blogspot.pt/2012 03 01 archive.html

[23]. Maciel, F. (2008). A Proporgao Aurea e curiosidades histdricas ligadas ao desenvolvimento da

ciéncia. Livros MAE AFRICA. Acedido fevereiro 8, 2013, em http://www.africamae.com.br/?p=9.

[24]. maisnet (2011). Unidade Habitacional de Marselha — Le Corbusier. Acedido junho 12, 2013,

em http://www.maisnet.net/2011/03/unidade-habitacional-de-marselha-le-corbusier/

[25] . Montfort — Associacdo Cultural (2013). A beleza no mundo, no homem e em Deus: a Filosofia
da Arte, a Sabedoria de Deus na criacdo e a vida espiritual (parte 7). Artigos Montfort. Acedido abril

11, 2013, em http://www.montfort.org.br/a-beleza-no-mundo-no-homem-e-em-deus-a-filosofia-da-

arte-a-sabedoria-de-deus-na-criacao-e-a-vida-espiritual-parte-7/

[26]. Os autores do Programa de Matematica do Ensino Bésico de 2007 (2013). Sobre o Programa
de Matematica para o Ensino Basico recentemente homologado. Acedido julho 8, 2013, em
http://www.apm.pt/files/ _SobreProgrMatHomol(2013)-autores_51d58e73899ae.pdf

147


http://razaoaureaifsc.blogspot.pt/2012/09/aplicacoes-da-razao-aurea.html
http://razaoaureaifsc.blogspot.pt/2012/09/aplicacoes-da-razao-aurea.html
http://www.republicaeditorial.com.br/?p=663
http://www.designontherocks.xpg.com.br/a-perfeicao-divina-aplicada-a-arte-e-ao-design/
http://www.designontherocks.xpg.com.br/a-perfeicao-divina-aplicada-a-arte-e-ao-design/
http://www.chabad.org.br/biblioteca/artigos/codigo/home.html
http://violinoacustico.blogspot.pt/2012_03_01_archive.html
http://www.africamae.com.br/?p=9
http://www.maisnet.net/2011/03/unidade-habitacional-de-marselha-le-corbusier/
http://www.montfort.org.br/a-beleza-no-mundo-no-homem-e-em-deus-a-filosofia-da-arte-a-sabedoria-de-deus-na-criacao-e-a-vida-espiritual-parte-7/
http://www.montfort.org.br/a-beleza-no-mundo-no-homem-e-em-deus-a-filosofia-da-arte-a-sabedoria-de-deus-na-criacao-e-a-vida-espiritual-parte-7/
http://www.apm.pt/files/_SobreProgrMatHomol(2013)-autores_51d58e73899ae.pdf

[27] . Pensamento jovem (2010). Leonardo Fibonacci. Acedido outubro 19, 2012, em

http://pensamentojovem.blog.terra.com.br/2010/06/18/leonardo-fibonacci/

[28]. Piropo, B. (2007). Um numero muito especial VIII: Fi e as artes. Acedido fevereiro 7, 2013, em
http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm

[29]. Preto, A. (2013). A criacdo e o numero Phi. Ser Luminoso. Acedido junho 17, 2013, em

http://serluminoso.blogspot.pt/2013/06/a-criacao-e-0-numero-phi.html

[30]. Rafaela (2010). O Numero de Ouro e a sequéncia de Fibonacci na natureza. Hora Matematica.

Acedido julho 3, 2013, em http://horamatematica.blogspot.pt/2010/11/0-numero-de-ouro-e-

seqguencia-de.html

[31]. Ribeiro, R. & Silva, C. (n.d.)). O Misterioso Numero de Ouro. Arquivo do Centro de
Mateméatica da  Universidade do  Porto. Acedido marco 27, 2013, em
http://cmup.fc.up.pt/cmup/mecs/O%20Misterios0%20Numero%20de%200uro.pdf

[32]. Rigonatto, M. (2010). Sequéncia de Fibonacci. Brasil Escola. Acedido novembro 16, 2012, em

http://www.brasilescola.com/matematica/sequencia-fibonacci.htm

[33]. Saindo da Matrix (2004). Fibonacci e o Phi. Acedido maio 21, 2013, em

http://www.saindodamatrix.com.br/archives/2004/09/fibonacci e o p.html

[34]. Santana, C. (2012). A sequéncia de Fibonacci. Charlezine: Revista electronica de Cultura,

Opini&o e Filosofia. Acedido abril 15, 2013, em http://charlezine.com.br/sequencia-de-fibonacci/

[35]. Sociedade Portuguesa da Matematica (2013). Parecer da Sociedade Portuguesa de Matematica
sobre o Programa de Matematica — Ensino Basico. Acedido maio 27, 2013, em
http://spm.pt/files/outros/ProgramaEB_Parecer SPM_2013-05-19.pdf

[36]. Sociedade Portuguesa de Investigacdo em Educacdo Matematica (2012). Parecer sobre o

documento “Metas Curriculares” para o Ensino Bdsico — Matematica. Acedido janeiro 23, 2013, em

148


http://pensamentojovem.blog.terra.com.br/2010/06/18/leonardo-fibonacci/
http://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm
http://serluminoso.blogspot.pt/2013/06/a-criacao-e-o-numero-phi.html
http://horamatematica.blogspot.pt/2010/11/o-numero-de-ouro-e-sequencia-de.html
http://horamatematica.blogspot.pt/2010/11/o-numero-de-ouro-e-sequencia-de.html
http://cmup.fc.up.pt/cmup/mecs/O%20Misterioso%20Numero%20de%20Ouro.pdf
http://www.brasilescola.com/matematica/sequencia-fibonacci.htm
http://www.saindodamatrix.com.br/archives/2004/09/fibonacci_e_o_p.html
http://charlezine.com.br/sequencia-de-fibonacci/
http://spm.pt/files/outros/ProgramaEB_Parecer_SPM_2013-05-19.pdf

http://www.apm.pt/files/200299 SPIEM_PARECER_FINAL METAS CURRICULARES 500ebf3
b9e854.pdf

[37]. Sodré, U. & Tdéffoli, S. (2000). A sequéncia de Fibonacci. Acedido dezembro 11, 2012, em

http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfibl.htm

[38]. Souza, J. de (2012). Um pouco sobre a sequéncia de Fibonacci. Acedido dezembro 11, 2012,
em http://fibonaccihmt.blogspot.pt/

[39]. Stefano, F. (2012). Apple e il repporto aureo. Il Pappagallo di Fermat. Acedido janeiro 7,
2013, em http://pappagallodifermat.blogspot.pt/2012/07/apple-e-il-rapporto-aureo.html

[40]. Tavares, J.N.(2006). A Férmula de Euler. Centro de Matematica da Universidade do Porto.
Acedido dezembro 27, 2012, em http://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/Manhas/Modulo3PolidrosEuler.html

[41]. Vita, S. (2009). A percepcdo visual do espago arquitectonico e sua representacdo no espago
televisivo: O caso do castelo R&-Tim-Bum. Arquivo da Universidade de S&o Judas Tadeu. Acedido
junho 25, 2013, em http://www.usjt.br/biblioteca/mono_disser/mono_diss/097.pdf

[42]. Wikimedia Commons (2009). Tela inicial do GeoGebra 3.2.30.0.png. Acedido maio 27, 2013,

em http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tela inicial do GeoGebra 3.2.30.0.png

[43]. Wikipédia  (2013). Edouard Lucas. Acedido margo 28, 2013, em
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard Lucas

[44]. Wikipédia (2013). Jacques Philippe Marie Binet. Acedido junho 11, 2013, em
http://en.wikipedia.org/wiki/Jacques_Philippe_Marie_Binet

149


http://www.apm.pt/files/200299_SPIEM_PARECER_FINAL_METAS_CURRICULARES_500ebf3b9e854.pdf
http://www.apm.pt/files/200299_SPIEM_PARECER_FINAL_METAS_CURRICULARES_500ebf3b9e854.pdf
http://www.interaula.com/matweb/alegria/fibon/seqfib1.htm
http://pappagallodifermat.blogspot.pt/2012/07/apple-e-il-rapporto-aureo.html
http://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/Manhas/Modulo3PolidrosEuler.html
http://www.usjt.br/biblioteca/mono_disser/mono_diss/097.pdf
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tela_inicial_do_GeoGebra_3.2.30.0.png
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Lucas

150



ANEXO I

Neste anexo, encontramos os Principios de Inducdo Matematica usados nas demonstracfes de
algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e da sequéncia de Lucas.
De acordo com Araujo et. al (2011, pp. 2-5) os Principios de Inducdo Matematica podem ser

enunciados da seguinte forma:

Principio de Inducdo Matematica — PIM - 12 Forma:
Suponhamos que para cada numero natural n se tenha uma proposic¢éo P(n) que satisfaca as
seguintes propriedades:
(i) P(1) é verdadeira, e
(i) Sempre que a afirmativa é valida para um nimero natural arbitrario n = k, ela € valida
para o seu sucessor n = k + 1, isto é, P(k) e verdadeira implica P(k + 1) verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todo o natural n > 1. (Aragjo et. al, 2011, p. 2).

Generalizacéo do Primeiro Principio de Inducéo:
Seja a € N. Suponhamos que para cada natural n > a se tenha uma proposic¢éo P(n) que
satisfaca as seguintes propriedades:
(i) P(a) éverdadeira, e
(i) Sempre que a afirmativa é valida para um nimero natural arbitrarion = k > a, ela é
vélida para o seu sucessor n = k + 1, isto é, P(k) é verdadeira implica P(k + 1) verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todo o natural n > a. (Aragjo et. al, 2011, p. 4).

Principio de Inducdo Matematica — PIM - 22 Forma:
Seja a € N. Suponhamos que para cada natural n > a se tenha uma proposicdo P(n) que
satisfaca as seguintes propriedades:
(i) P(a) éverdadeira, e
(if) P(m) é verdadeira para todo o natural m com a < m < k implica P(k + 1) verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todo o natural n > a. (Aragjo et. al, 2011, p. 5).
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ANEXO Il

Neste anexo, encontramos 0 novo Programa de Matematica para o 3.° Ciclo do Ensino Basico,

que entrou em vigor em setembro de 2013, tendo-se iniciado no 1.°, 3., 5.° e 7.° anos de escolaridade.

Dominios e Contetidos — 3.° Ciclo do Ensino Basico
7.° ANO DE ESCOLARIDADE

Dominios Contetdos

NUmeros racionais
e Simétrico da soma e da diferenca de racionais;
e Extensdo da multiplicacdo a todos os racionais;
e Extensdo da divisdo ao caso em que o dividendo é um racional qualquer e
o divisor um racional ndo nulo.

v" Numeros e Operag6es

v’ Geometria e Medida Alfabeto grego
e Asletrasa, B, v, 9, m, p e o do alfabeto grego.

Figuras Geométricas

Linhas poligonais e poligonos

e Linhas poligonais; vértices, lados, extremidades, linhas poligonais
fechadas e simples; parte interna e externa de linhas poligonais fechadas
simples;

o Poligonos simples; vértices, lados, interior, exterior, fronteira, vértices e
lados consecutivos;

e Angulos internos de poligonos;

e Poligonos convexos e cdncavos; caracterizagdo dos poligonos convexos

através dos angulos internos;

Angulos externos de poligonos convexos;

Soma dos angulos internos de um poligono;

Soma de angulos externos de um poligono convexo;

Diagonais de um poligono.

Quadrilateros

o Diagonais de um quadrilatero;

o Paralelogramos: caracterizacdo através das diagonais e caracterizacdo dos
retangulos e losangos através das diagonais;

e Papagaios: propriedade das diagonais; o losango como papagaio;

e Trapézios: bases; trapézios isosceles, escalenos e retangulos;
caracterizacdo dos paralelogramos;

e Problemas envolvendo tridngulos e quadrilateros.

Paralelismo, congruéncia e semelhanga

e Isometrias e semelhangas;

e Critério de semelhanca de poligonos envolvendo os respetivos lados e
diagonais;

e Teorema de Tales;

o Critérios de semelhanga de triangulos (LLL, LAL e AA); igualdade dos
angulos correspondentes em tridngulos semelhantes;

o Semelhanca dos circulos;

o Critério de semelhanca de poligonos envolvendo os respetivos lados e




angulos internos;

e Divisdo de um segmento num ndmero arbitrario de partes iguais
utilizando régua e compasso, com ou sem esquadro;

e Homotetia direta e inversa;

e Construcdo de figuras homotéticas;

Problemas envolvendo semelhancas de tridngulos e homotetias.

Medida

Mudancas de unidade de comprimento e incomensurabilidade
Conversdes de medidas de comprimento por mudanca de unidade;
Invariancia do quociente de medidas;

Segmentos de reta comensuraveis e incomensuraveis;
Incomensurabilidade da hipotenusa com os catetos de um tridngulo
retangulo is6sceles.

Areas de quadrilateros
e Area do papagaio e do losango;
e Areado trapézio.

Perimetros e areas de figuras semelhantes

e Razdo entre perimetros de figuras semelhantes;

e Razdo entre areas de figuras semelhantes;

o Problemas envolvendo perimetros e areas de figuras semelhantes.

v Fungdes, Sequéncias Funcbes
Sucessdes

Definicdo de fungéo

e Funcdo ou aplicacdo f de A em B; dominio e contradominio; igualdade de
fungdes;

o Pares ordenados; grafico de uma fungéo; variavel independente e variavel
dependente;

e Funcbes numéricas;

o Gréficos cartesianos de fungGes numéricas de varidvel numérica;
equacdo de um gréfico cartesiano.

Operagdes com fungdes numéricas

o Adigdo, subtracdo e multiplicacdo de fun¢bes numéricas e com 0 mesmo
dominio; exponenciagdo de expoente natural de fun¢des numéricas;

e Operacbes com funcdes numéricas de dominio finito dadas por tabelas,
diagramas de setas ou gréficos cartesianos;

e Funcgbes constantes, lineares e afins; formas candnicas, coeficientes e
termos independentes; propriedades algébricas e reducdo a forma
canonica;

e Funcdes de proporcionalidade direta;

e Problemas envolvendo fungdes de proporcionalidade direta.

Sequéncias e sucessoes

e Sequéncias e sucessdes como funcdes;

o Gréficos cartesianos de sequéncias numeéricas;

e Problemas envolvendo sequéncias e sucessdes.

v Algebra ExpressOes algébricas

e Extensdo a Q das propriedades associativa e comutativa da adi¢do e da
multiplicacéo;
o Extensdo a Q da propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a
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adicdo e a subtracéo;

e Extensdo a Q das regras de calculo do inverso de produtos e quocientes e
do produto e do quociente de quocientes;

e Extensdo a Q da definicdo e propriedades das poténcias de expoente
natural; poténcia do simétrico de um nimero;

o Simplificacéo e calculo do valor de expressdes numéricas envolvendo as
quatro operacdes aritméticas, a potenciacdo e a utilizacdo de paréntesis.

Raizes quadradas e clbicas

Monotonia do quadrado e do cubo;

Quadrado perfeito e cubo perfeito;

Raiz quadrada de quadrado perfeito e raiz cibica de cubo perfeito;
Produto e quociente de raizes quadradas e cubicas;
RepresentacBes decimais de raizes quadradas e cubicas.

Equacbes algébricas

e Equacdo definida por um par de funcdes; primeiro e segundo membro,
solugdes e conjunto-solug&o;

EquacBes possiveis e impossiveis;

Equacdes equivalentes;

Equacfes numéricas; principios de equivaléncia;

Equacdo linear com uma incdgnita; simplificacio e caracterizacdo do
conjunto-solucéo; equages lineares impossiveis, possiveis, determinadas e
indeterminadas; equacdo algébrica de 1.° grau;

o Solucdes exatas e aproximadas de equagdes algébricas de 1.° grau;

o Problemas envolvendo equacdes lineares.

v Organizacdo e Tratamento
Dados

Medidas de localizagéo

e Sequéncia ordenada dos dados;

e Mediana de um conjunto de dados; defini¢do e propriedades;

o Problemas envolvendo tabelas, gréaficos e medidas de localizagéo.

8.° ANO DE ESCOLARIDADE

v NUmeros e Operacoes

Dizimas finitas e infinitas periddicas

o Caracterizacdo das fragdes irredutiveis equivalentes a fragdes decimais;

o Representacdo de nimeros racionais através de dizimas finitas ou infinitas
periddicas utilizando o algoritmo da divisdo; periodo e comprimento do
periodo de uma dizima;

e Conversdo em fracdo de uma dizima infinita periodica;

e Decomposi¢do decimal de nimeros racionais representados por dizimas
finitas, utilizando poténcias de base 10 e expoente inteiro;

e Notacdo cientifica; aproximacdo, ordenacdo e operacdes em notagdo
cientifica;

o Definigdo de dizima infinita ndo periddica;

o Representacdo na reta numérica de ndmeros racionais dados na forma de
dizima.

Dizimas infinitas ndo periddicas e nimeros reais

e Pontos irracionais da reta numérica; exemplo;

e NUmeros irracionais e dizimas infinitas ndo periddicas;

o Nuomeros reais; extensdo a R das operaces conhecidas sobre Q e
respetivas propriedades; extensdo a medidas reais das propriedades
envolvendo proporgdes entre comprimentos de segmentos;

e Irracionalidade de v/n para n natural e distinto de um quadrado perfeito;

o Construcdo da representacdo de raizes quadradas de ndmeros naturais na
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reta numérica, utilizando o Teorema de Pitagoras;

Extensdo a R da ordem em Q; propriedades transitiva e tricotémica da
relacdo de ordem; ordenacdo de nimeros reais representados na forma de
dizima.

v' Geometria e Medida

Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras e o respetivo reciproco;
Problemas envolvendo os teoremas de Pitagoras e de Tales e envolvendo a
determinacgdo de distdncias desconhecidas por utilizacdo destes teoremas.

Vetores, translagdes e isometrias

Segmentos orientados com a mesma direcdo e sentido e com a mesma
direcdo e sentidos opostos; comprimento de um segmento orientado;
segmento orientado reduzido a um ponto;

Segmentos orientados equipolentes e vetores;

Vetores colineares e simétricos;

Soma de um ponto com um vetor e translagdo determinada por um vetor;
Composta de translacfes e soma de vetores; regras do tridngulo e do
paralelogramo; propriedades algébricas da adi¢do algébrica de vetores;
TranslagcBes como isometrias; caracterizacdo pela preservacdo da direcdo e
sentido dos segmentos orientados e semirretas;

Reflexdes deslizantes como isometrias;

Acéo das isometrias sobre as retas, as semirretas e os angulos e respetivas
amplitudes;

Classificacdo das isometrias do plano;

Problemas envolvendo as propriedades das isometrias do plano;

Problemas envolvendo figuras com simetrias de translacdo, rotagdo,
reflexdo axial e reflexdo deslizante.

v" Funcdes, Sequéncias
Sucessdes

Gréficos de fungdes afins

Equacdo de reta ndo vertical e grafico de funcdo linear ou afim;

Declive e ordenada na origem de uma reta ndo vertical;

Relac&o entre declive e paralelismo;

Determinagdo do declive de uma reta determinada por dois pontos com
abcissas distintas;

Equacéo de reta vertical;

Problemas envolvendo equacg6es de retas.

v Algebra

Poténcias de expoente inteiro

Poténcia de expoente nulo;

Poténcia de expoente negativo;

Extensdo a poténcias de expoente inteiro das propriedades conhecidas das
poténcias de expoente natural.

Mondémios e Polindmios

Monomios; fatores numéricos, constantes e varaveis ou indeterminadas;
parte numérica ou coeficiente; monémio nulo e mondmio constante; parte
literal;

Mondmios semelhantes; forma candnica de um mondmio; igualdade de
monomios;

Grau de um monémio;

Soma algébrica e produto de monémios;

Polinémios; termos; variaveis ou indeterminadas, coeficientes; forma
reduzida; igualdade de polinomios; termo independente; polindmio nulo;
Grau de um polinbmio;
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e Soma algébrica e produto de polinémios;

e Casos notaveis da multiplicagcdo como igualdades entre polinémios;

e Problemas associando polindmios a medidas de areas e volumes,
interpretando geometricamente igualdades que os envolvam;

e Problemas envolvendo polinémios, casos notaveis da multiplicacdo de
polindmios e factorizagéo.

Equac6es incompletas de 2.° grau

e Equacdo do 2.° grau; equacdo incompleta;

Lei do anulamento do produto;

Resolucdo de equacdes incompletas de 2.° grau;

Resolucdo de equacdes de 2.° grau tirando partido da lei do anulamento do
produto;

Problemas envolvendo equag6es de 2.° grau.

Equacdes literais

o Equacdes literais;
e Resolu¢do em ordem a uma dada incdgnita de equagdes literais do 1.° e 2.°
grau.

Sistemas de duas equagdes do 1.° grau com duas incégnitas

e Sistemas de duas equagdes do 1.° grau com duas incégnitas; forma
canonica; solucdes; sistemas equivalentes;

e Interpretacdo geométrica de sistemas de duas equacbes do 1.° grau com
duas incognitas;

e Resolucdo de sistemas de duas equagdes de 1.° grau pelo método de
substituicao;

e Problemas envolvendo sistemas de equagBes do 1.° grau com duas
incognitas.

v' Organizagdo e Tratamento
Dados

Diagramas de extremos e quartis

o Nocdo de quartil;

o Diagramas de extremos e quartis;

o Amplitude interquartil;

e Problemas envolvendo graficos diversos e diagramas de extremos e
quartis.

9. ANO DE ESCOLARIDADE

v" Numeros e Operag6es

Relagédo de ordemem R

Propriedades da relacéo de ordem

Monotonia da adicéo;

Monotonia parcial da multiplicacéo;

Adicdo e produto de inequaces membro a membro;

Monotonia do quadrado e do cubo;

Inequagdes e passagem ao inverso;

Simplificacdo e ordenacdo de expressdes numéricas reais envolvendo
fracdes, dizimas ou radicais, utilizando as propriedades da relacdo de
ordem em R.

Intervalos

¢ Intervalos de nimeros reais;
o Representacéo de intervalos de nimeros reais na reta numérica;
o Intersecdo e reunido de intervalos.
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Valores aproximados de resultados de operagdes

e Aproximagdes da soma e do produto de nimeros reais;

e Aproximagdes de raizes quadradas e cubicas;

e Problemas envolvendo aproximagtes de medidas de grandezas.

v' Geometria e Medida

Axiomatizacdo das teorias Matematicas

Vocabulario do método axiomatico

o Teorias; objetos e relagdes primitivas; axiomas;

e Axiomatica de uma teoria; definigdes, teoremas e demonstragoes;

e Teorias axiomatizadas como modelos da realidade;

e CondicBes necessarias e suficientes; hipdtese e tese de um teorema; o
simbolo “ =7;

e Lemas e corolérios.

Axiomatizacdo da Geometria

o Referéncia as axiomaticas para a Geometria Euclidiana; axiomaticas
equivalentes; exemplos de objetos e relagfes primitivas;

o Axiomética de Euclides; referéncia aos «Elementos» e aos axiomas e
postulados de Euclides; confronto com a nocdo atual de axioma;

e Lugares geométricos.

Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

A Geometria euclidiana e 0 axioma das paralelas

e 5.°Postulado de Euclides e axioma euclidiano de paralelismo;

e Referéncia as Geometrias ndo-euclidianas; Geometria hiperbdlica ou de
Lobachewski;

o DemonstracOes de propriedades simples de posi¢des relativas de retas num
plano, envolvendo o axioma euclidiano de paralelismo.

Paralelismo de retas e planos no espaco euclidiano

e Planos concorrentes; propriedades;

o Retas paralelas e secantes a planos; propriedades;

o Paralelismo de retas no espago; transitividade;

o Paralelismo de planos: caracterizagdo do paralelismo de planos através do
paralelismo de retas; transitividade; existéncia e unicidade do plano
paralelo a um dado plano contendo um ponto exterior a esse plano.

Perpendicularidade de retas e planos no espago euclidiano

e Angulo de dois semiplanos com fronteira comum;

e Semiplanos e planos perpendiculares;

o Retas perpendiculares a planos; resultados de existéncia e unicidade;
projecdo ortogonal de um ponto num plano; reta normal a um plano e pé
da perpendicular; plano normal a uma reta;

e Paralelismo de planos e perpendicularidade entre reta e plano;

e Critério de perpendicularidade de planos;

e Plano mediador de um segmento de reta.

Problemas
e Problemas envolvendo posicoes relativas de retas e planos.

Medida

Disténcias a um plano de pontos, retas paralelas e planos paralelos

e Distancia de um ponto a um plano;

e Projecdo ortogonal num plano de uma reta paralela ao plano e distancia
entre a reta e o plano;
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e Distancia entre planos paralelos;
e Altura da pirdmide, do cone e do prisma.

Volumes e areas de superficies de solidos

¢ Volume da pirdmide, cone e esfera;

e Area da superficie de poliedros, da superficie lateral de cones retos e da
superficie esférica;

e Problemas envolvendo o calculo de &reas e volumes de sdlidos.

Trigonometria

e Seno, cos seno e tangente de um angulo agudo;

e Formula fundamental da Trigonometria;

o Relagdo entre a tangente de um é&ngulo agudo e o seno e cos seno do
mesmo angulo;

o Relagdo entre 0 seno e o cos seno de &ngulos complementares;

e Deducio dos valores das razdes trigopnométricas dos angulos de 45°,30° e
600 ;

o Utilizacdo de tabelas e de uma calculadora para a determinacéo de valores
aproximados da amplitude de um &ngulo conhecida uma razéo
trigonométrica desse angulo;

o Problemas envolvendo distancias e razdes trigonométricas.

Lugares Geométricos envolvendo pontos notaveis de triangulos

e A bissetriz de um angulo como lugar geométrico;

e Circuncentro, incentro, ortocentro e baricentro de um tridngulo;
propriedades e construcao;

e Problemas envolvendo lugares geométricos no plano.

Propriedades de &ngulos, cordas e arcos definidos numa circunferéncia

e Arcos de circunferéncia; extremos de um arco; arco menor e maior;

¢ Cordas; arcos subtensos por uma corda; arco correspondente a uma corda;
propriedades;

o Amplitude de um arco;

¢ Angulo inscrito num arco; arco capaz; arco compreendido entre os lados de
um angulo inscrito; propriedades;

e Segmento de circulo maior e menor;

e Angulo do segmento; &ngulo ex inscrito; propriedades;

e Angulos de vértice no exterior ou no interior de um circulo e lados
intersetando a respetiva circunferéncia; propriedades;

e Demonstracdo das formulas para a soma dos angulos internos e de n
angulos externos com Vvértices distintos de um poligono convexo;
aplicagdes: demonstracdo da férmula para a soma dos angulos opostos de
um quadrilatero inscrito numa circunferéncia; constru¢do aproximada de
um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia utilizando
transferidor;

e Problemas envolvendo angulos e arcos definidos numa circunferéncia e
angulos internos e externos de poligonos regulares.

v Fungoes,
Sucessdes

Sequéncias

Fungdes algébricas

e Func0es de proporcionalidade inversa; referéncia a hipérbole;

e Problemas envolvendo func@es de proporcionalidade inversa;

e Funcdes da familia f(x) = ax? com a # 0;

e Conjunto-solugdo da equacdo de segundo grau ax? + bx + ¢ = 0 como
intersecdo da parabola de equacdo y = ax? com a reta de equagdo y =
—bx —c.
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v' Algebra

Inequacdes

e Inequacdo definida por um par de fun¢des; primeiro e segundo membro,

solucbes e conjunto- -solugdo;

Inequacdes possiveis e impossiveis;

Inequagdes equivalentes;

Principios de equivaléncia;

Inequacdes de 1.° grau com uma incdgnita;

Simplificacdo de inequacbes de 1.° grau; determinacdo do conjunto-

solucéo na forma de um intervalo;

e Determinacdo dos conjuntos-solucdo de conjuncbes e disjuncdes de
inequac@es do 1.° grau como intervalos ou reunido de intervalos disjuntos;

e  Problemas envolvendo inequacGes de 1.° grau.

Equacbes do 2.° grau

e Equacg0es de 2.° grau completas; completamento do quadrado;

e  Fdrmula resolvente;

e Problemas geométricos e algébricos envolvendo equacBes de 2.° grau.

Proporcionalidade Inversa

e Grandezas inversamente proporcionais; critério de proporcionalidade
inversa;

e Constante de proporcionalidade inversa;

e Problemas envolvendo grandezas inversamente e diretamente
proporcionais.

v Organizacdo e Tratamento
Dados

Histogramas

e Variaveis estatisticas discretas e continuas; classes determinadas por
intervalos numéricos; agrupamento de dados em classes da mesma
amplitude;

e Histogramas; propriedades;

e Problemas envolvendo a representacdo de dados em tabelas de frequéncia
e histogramas.

Probabilidade

e  Experiéncias deterministas e aleatorias; universo dos resultados ou espago

amostral; casos possiveis;

Acontecimentos: casos favoraveis, acontecimento elementar, composto,

certo, impossivel,

Acontecimentos disjuntos ou incompativeis e complementares;

Experiéncias aleatorias com acontecimentos elementares equiprovaveis;

Definicdo de Laplace de probabilidade; propriedades e exemplos;

Problemas envolvendo a nocdo de probabilidade e a comparacdo de

probabilidades de diferentes acontecimentos compostos, utilizando tabelas

de dupla entrada e diagramas em arvore;

e Comparacdo de probabilidades com frequéncias relativas em experiéncias
aleatorias em que se presume equiprobabilidade dos casos possiveis.

Tabela 14: Novo Programa de Matematica do 3.° Ciclo do Ensino Basico (Bivar et al., 2013, pp. 20-27)
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