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Resumo

Neste trabalho de Tese € feito um estudo tedérico da propagacao da radiagdo electromagnética
em dois regimes 6pticos distintos; no regime da difrac¢do espacial de ondas luminosas
monocromaticas e no regime da propagacdo de impulsos 6pticos ultracurtos em meios dis-
persivos. O estudo € feito dentro de uma perspectiva unificadora, onde se demonstra que
a propagacao nos dois regimes € formalmente equivalente, isto €, demonstra-se que existe
uma analogia perfeita entre a propagacdo nos dois regimes - analogia DEDT, resolvendo-
se, assim, a limita¢do existente na analogia DEDT primitiva, a qual sé € vélida dentro da
aproximacao de 2% ordem na dispersdo temporal.

Relacionado com a analogia DEDT, foi também realizado um estudo da lente temporal
electro-6ptica, onde se propde um modelo tedrico mais realista, relativamente ao modelo
existente até a data. O modelo primitivo s6 € valido para impulsos de duragdo superior a
Ips e na condi¢do de existir um ajuste perfeito entre a velocidade de grupo do impulso e a
velocidade de fase da micro-onda. O modelo proposto neste trabalho € valido para impulsos
com duragdes de sub-picosegundos, tem em conta o possivel desajuste das velocidades e
possibilita caracterizar convenientemente o funcionamento da lente, em particular a definicao
dos coeficientes de aberracdo. Demonstra-se, também, que a lente temporal electro-6ptica é
formalmente equivalente, no regime da difrac¢@o espacial, a lente espacial GRIN (GRIN -
graded index). O estudo da lente temporal electro-6ptica € complementado com a demon-

stracdo do seu funcionamento por simulacdo numérica.






Abstract

This Thesis presents a theoretical study of the electromagnetic radiation propagation in two
distinct optical regimes; in the space diffraction regime of monochromatic light waves and
in the dispersive media propagation regime of ultrashort optical pulses. The study is made
under a unifying perspective, where it is demonstrated that the propagation in both regimes
is formally equivalent, in other words, it is shown the existence of a perfect analogy between
the propagation in the two regimes — space diffraction/time dispersion (SDTD) analogy. In
this way, it is overtaken the limitation of the primitive SDTD analogy, which is only valid
under the second order dispersion approximation.

Related to the SDTD analogy, it is also made a study of the electro-optic time lens, where
it is proposed a more realistic theoretical model relatively to the previously existing one. This
last model is only valid for above 1 ps pulses and in the case of existence of a perfect match
between the pulse group velocity and the micro-wave phase velocity. The proposed model
is suitable for sub-picosecond pulses; it takes in account the possible velocities mismatch
and it allows the apropriate function characterization of the lens, particularly the definition
of the aberration coefficients. It is also demonstrated that the electro-optic time lens is
formally equivalent, in the space diffraction regime, to the GRIN space lens (GRIN - graded
index). The study of the electro-optic time lens is complemented with the demonstration of

its operation through numerical simulation.






Trabalhos publicados

Artigos em revistas cientificas internacionais:

e FExtended analogies between time-dispersion and space-diffraction propagations, Fran-
cisco J. Marinho, Luis M. Bernardo, J. Opt. Soc. Am. A 23(9), 2331-2334, Setembro
2006.

e Graded-index time-lens implementation, Francisco J. Marinho, Luis M. Bernardo,
Optics Letters 31(11), 1723-1725, Junho 2006.

Apresentacoes orais em conferéncias internacionais:

e Electrooptic Time Lens Model for Femtosecond Pulses, Francisco J. Marinho, Luis M.

Bernardo, aceite na Conferéncia da SPIE - Photonics Europe 2008.

e Electro-optic graded-index time-lens, Francisco J. Marinho e Luis M. Bernardo, SEON
2006 - IV Symposium on Enabling Optical Networks and Sensors, Faculdade de En-
genharia da Universidade do Porto, Junho 2006.

Apresentacao oral em conferéncia nacional:

e Estudo da analogia entre a difrac¢do espacial e a dispersdo temporal, Francisco
J. Marinho, Luis M. Bernardo, III Jornadas IFIMUP 2007 - Instituto de Fisica dos
Materiais da Universidade do Porto, Maio 2007.

Poster em conferéncia nacional:

e Lente electro-dptica temporal: modelo e caracteristicas, Francisco J. Marinho, Luis

M. Bernardo, Conferéncia Nacional de Fisica, Aveiro, Setembro 2006.






Conteudo

Resumo . . . . . . . ... vii
Abstract . . . . . . . ix
Trabalhos publicados . . . . . . . . . . .. .. ... xi
Conteldo . . . . . . . . . . . e XV
Listade Tabelas . . . . . . . . . . . . . ... . XVvii
Listade Figuras . . . . . . . . . . . . . . .. XXi
1. Introducdo . . . . . . . .. ... 1
1.1 Motivag@o . . . . . . . . o e e e e e e e 2

1.2 Estruturadotrabalho . . . . ... ... ... .. 3

1.3 Fundamentos tedricos da difraccao e dispersd@o . . . . . . . . ... ... .. 4
1.3.1 Equagdodeondaescalar . . . .. ... ... ... ......... 4

1.3.2  Aproximagdo da variacdo lenta da envolvente . . . . .. ... ... 6

2. Analogia entre a difraccao espacial e a dispersao temporal . . . . . . . . . .. 9
2.1 Equacdo diferencial de propagacdo em meios dispersivos . . . . . . . . .. 10

2.2 Teoria escalar da difrac¢do - Aproximacdo de Huygens-Fresnel . . . . . . . 12
2.2.1 Aproximagd@ode Fresnel . . . . ... ... ... ... ....... 14

2.3 Equacdo diferencial da difrac¢do - aproximacdo paraxial . . . ... .. .. 15

2.4 Equacdo diferencial da difrac¢do - foradeeixo . . .. ... ... ... .. 16
2.4.1 Propagacdo na direc¢do ko deumsinalal-D . . .. ... ... .. 21

2.4.2 Propagacdo na direccdo ko deumsinal2D . . . .. ... L L. 22



Xiv Conteddo
2.4.3 Validade da expansdo em série de Taylorde B(k ) . ... ... .. 23
2.4.4 Integral de propagagdo - foradeeixo . . ... ... ... ..... 29
2.5 Analogia entre a difrac¢do espacial e a dispersdao temporal . . .. ... .. 30
2.5.1 Analogia DEDT primitiva . . . .. ... ... ........... 30
2.5.2 Extensdo a analogia DEDT primitiva . . ... ... ........ 31
26 Concluso . . . . . .. 34
3. Lentetemporal . . . . . . . .. .. ... 35
3.1 Lente temporal “delgada™ . . . . . . . ... ... ... ... ... 36
3.1.1 Lente temporal electro-Optica “delgada™ . . . . . . . ... ... .. 37
3.1.2 Lente temporal paramétrica . . . . . . . . . ... ... ... 39
3.2 Lenteespacial GRIN . . ... ... ... ... .. ... ... ....... 41
3.2.1 Lente espacial GRIN - aproximacgdo paraxial . ... ... ... .. 44
3.2.2 Lente espacial GRIN - sistema processador de sinais . . . . .. .. 45
3.3 Lente temporal electro-Optica . . . . . . . . . ... ..o 48
3.3.1 Lentetemporal GRINideal . . . . .. ... ... ... ....... 49
3.3.2 Lente temporal GRINndoideal . ... ... ... ... ...... 53
3.3.3 Coeficientes de aberracdo da lente temporal electro-6ptica . . . . . 59

3.3.4 Importancia da diferenca de velocidades vy — vy na lente temporal
electro-Optica . . . . . . . . ... 63
3.3.5 Justificagdo para o uso de modos centrados com a lente ¢,(T—0a&) . 65
34 Conclusdo . . . . . . . 67
4. Simulagbes . . . . . . ... 69
4.1 Simulacdo da propagacado fora de eixo em difraccdo . . . . . . . . ... .. 69
4.2 Representacdo modaldeumimpulso . . . . . . .. ..o oL 74
4.3 Lente temporal electro-Optica de Niobatode Litio . . . . . .. .. .. ... 79
4.3.1 Variacdo da escala da lente temporal electro-6ptica . . . . . . . .. 79
4.3.2 Lente temporal electro-6ptica: Processador de sinal . . . . . . . .. 82
4.3.3 Importancia dos coeficientes de aberracdo . . . . . ... ... ... 88

4.3.4 Importancia da diferenca nas velocidades de grupo do impulso e de
fasedamicro-onda . . . .. . ... Lo 92
4.4 Conclus@o . . . . . ... 98
5. Conclusées Finais . . . . . . .. . . ... ... L o 99

5.1 Consideragdes finais e perspectivas de trabalho . . . . . .. ... ... .. 101



Conteudo XV

A. Convencoesusadas . . . . . . . . . .. ... 103
B. Solucdo da equacdodedifusao . . . . . . ... ..o 105
C. Funcao Hermite-Gaussiana - Definicao e Propriedades . . . . . . . . . . . .. 107
D. Implementacido numérica do modelo da lente temporal electro-éptica . . . . . 109

Referéncias . . . . . . . . . 117






Lista de Tabelas

2.1
2.2

2.3

3.1

Nidmero de termos a incluir na expansdo de B(ky). . . . . . . . . ... ...
Resumo da analogia DEDT primitiva; relacdo entre os varios parametros dos
dois fenémenos. GVD - dispersdo da velocidade de grupo (Group Velocity
Dispersion). . . . . . . .. e e e e e e e
Resumo da extensdo a analogia DEDT primitiva; relacdo entre os véarios
parametros dos dois fenémenos. GVD - Group Velocity Dispersion, TOD
- Third Order Dispersion. . . . . . . . . . . . v i ...

Tabela de correspondéncia entre parametros da lente espacial GRIN e da
lente temporal GRIN. . . . . . ... ... ... Lo

31

32






Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2

23

24
2.5

2.6
2.7
2.8
29

3.1
32
33
34
3.5

3.6

4.1

4.2

Esquema da analogia DEDT primitiva . . . . . .. ... ... ....... 2
Geometria de difracc@o. . . . . . . . . . ... L 13
Relacdes geométricas entre os vectores associados a propagacao na direc¢cdo

Ko. - e 17
Relacdes geométricas entre os vectores associados a propagacado da frequén-

ciaespacial kemtornodeko.. . . . . . .. L L L Lo 20
Coordenadas espaciais locais . . . . . . ... ... .. ... ... ..... 21
Estudo da propagagdo da fung@o de transmitincia A(x) quando iluminada

por uma onda plana de direccdokg. . . . . . ... ..o L. 24
Variagdo da grandezarelativa 03p . . . . . . . . ..o i 27
Variagdo da grandeza relativadqp . . . . . . . . ... L. 27
Variagdo da grandezarelativadsy . . . . . . . . . . ... ... 28
Relagdo de dispersdao geométrica . . . . . . . . . . .. ... 33
Meio GRIN. . . . . . .. 42
Meio GRIN como sistema Optico processador de sinal. . . . . . ... ... 46
Meio GRIN como lente. . . . . . . ... ... ... .. ... ..., 47
Sistema 6ptico temporal formador de imagem . . . . . ... ... ... .. 51

Variacdo relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberragao D,Z,,j (j=
+1,42) em fungdo do parAmetro WyGr. - . . . . . ..o 61

Variacdo relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberragdao D,%{ (j=
+1,£2) em fungdo do pardmetro w6 para as ordens m = {10,100}. . . . 62

Perfil de intensidade da propagacdo de uma func¢do rectangulo de largura
a=50um; A =0.6328 um e Y= 6°. Nos dois graficos os trés perfis sdo
praticamente coincidentes; dai 86 ser visivel o perfil a vermelho. (a) Ny = 1;
M)Np=10. . . . .. 71
Perfil de intensidade da propagacdo de uma func¢do rectangulo de largura
a=50pm;A=0,6328 umey=32°. (a) Ny = 1 (os perfis a verde e vermelho
sdo praticamente coincidentes); (b) Ny =10. . . . . .. ... ... ... .. 72



XX

Lista de Figuras

4.3

4.4

4.5
4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

Perfil de intensidade da propagacdo de uma func¢do rectangulo de largura
a=50pum;A=0,6328 umey=48°. (a) Ny = 1 (os perfis a verde e vermelho
sdo praticamente coincidentes); (b)) Ny =10.. . . . . . ... ... ... ..
Coeficientes de projecc¢do de varios perfis do impulso nas fungdes préprias
HG. (a) perfil Gaussiano; (b) perfilsech. . . . . .. ... ... . ... ...
Representacdo do perfil do impulso em fun¢do do nimero de modos HG . .
Variacdo do parametro de escala da lente temporal electro-Optica 6; em
funcdo da frequéncia da micro-onda moduladora mwy; e da frequéncia por-
tadora do impulso g para: (a) Ang = 107 b)Ang=10"%. . . ... ...
Variacdo do pardmetro my;6; da lente temporal electro-6ptica em funcgdo
da frequéncia da micro-onda moduladora my; e da frequéncia portadora do
impulso wg para: (a) Ang = 10"% (b) Ang=10"4.. . . . . ... ... ...
Variag@o do logaritmo da distancia de Fourier, log,,(Lr), da lente temporal
electro-6ptica de LiNbO3, em funcdo da frequéncia da micro-onda modu-
ladora my, e da frequéncia portadora do impulso wg para Ang = 10™4; Ly em
CIML  t ot e e e e e e e e e e e e e e
Evolugdo de um impulso de perfil gaussiano, 6;,, = 800 fs, no interior da lente
temporal electro-6ptica de comprimento 2Lr: (a) amplitude, (b) fase. . . . .
Evolugdo de um impulso de perfil gaussiano, 6, = 300 fs, no interior da lente
temporal electro-Optica de comprimento 2Lr: (a) amplitude, (b) Fase.

Evolug¢do de um impulso de perfil gaussiano, 6, = 200 fs, no interior da lente
temporal electro-6ptica de comprimento 2Lr: (a) amplitude; (b) fase. . . . .
Variagdo da fase do impulso a entrada (z = 0) e saida (z = 2Lr) da lente
temporal electro-Optica, referente as Figs. 4.10-4.11: (a) 6, = 200 fs, (b)

Variagdo da diferenca na amplitude do impulso entre os trés modelos de lente
temporal electro-Optica para 6, = 6 ps: (a) parabdlico - 1* ordem, (b) 1?

Variagdo da diferenca na amplitude do impulso entre os trés modelos de lente
temporal electro-Optica para 6, = 1 ps: (a) parabdlico - 1* ordem, (b) 1?

Fase do impulso para os trés modelos de lente temporal electro-6ptica para
z=".78 cm: (a) 6, = 6 ps (as linhas verde e vermelha sdo coincidentes), (b)

Posicao do impulso a saida da lente, relativamente ao eixo da lente temporal
EO. 6, - FWHM em amplitude do impulso, o - definido pela Eq. (3.72), L -
comprimento da lente e my - frequéncia de modulagd@o. . . . . . . ... ..
Perfil de amplitude e fase do impulso a saida da lente em funcao das difer-
encas nas velocidades para 6, = 500 fs e L = 5 cm: (a) amplitude (no grafico
os perfis vermelho e verde sdo quase coincidentes), (b) fase. . . . ... ..
Perfil de amplitude e fase do impulso a saida da lente em fun¢do do avango
temporal inicial da lente To para 6, = 500 fs, L = 10 cm e ny = 1.004n,: (a)
amplitude (no grafico, os perfis azul e vermelho sdo coincidentes), (b) fase.

73

76

77

80

81

82

84

85

86

87

89

90

91

93

95

96



Lista de Figuras XXi

4.19 Representacao modal do impulso a saida da lente; amplitude dos modos
usados nas simulagdes: (a) L=5cm, (b) L=10cmeny =1.004n,. . . . . 97

5.1 Esquema danova analogia DEDT . . . ... ... .. ... ... .... 100






Capitulo

Introducgao

Quando decidi iniciar o meu trabalho de doutoramento, uma das questdes que se me colocou
desde o inicio, foi qual a drea da Fisica mais interessante e mais motivadora para estudo e
investigacdo no meu caso pessoal. Até a data, o meu percurso cientifico foi na drea da optica
de Fourier e processamento 6ptico de informagao; daf estar naturalmente inclinado a abordar
um tema dentro dessa mesma drea. Por outro lado, porém, o trabalho de doutoramento era um
bom pretexto para iniciar o estudo numa area da Fisica totalmente distinta, possibilitando-me

assim alargar o espectro do meu conhecimento cientifico.

O meu orientador, Prof. Doutor Luis Bernardo sugeriu como tema de doutoramento,
estudar a relacdo formal entre dois regimes distintos de propagacdo do campo electromag-
nético, a propagacao no regime da difraccio espacial e a propagacdo de impulsos em meios
dispersivos, visando um trabalho essencialmente tedrico. A proposta deste tema veio de
encontro as minhas melhores expectativas, visto que o estudo da relacdo formal entre os
dois regimes de propagacao implicava, por um lado, o estudo do fenémeno da difraccao
dptica o qual se enquadrava perfeitamente na minha area cientifica inicial, e por outro lado,
surgia a possibilidade de estudar a propagagao de impulsos em meios dispersivos, um assunto

relativamente novo para mim.

Nesta tese sdo apresentados os resultados do trabalho efectuado nos dltimos trés anos
sobre o estudo da relacdo formal entre a propagacdo no regime da difraccido espacial e
a propagacdo de impulsos Opticos no regime da dispersao temporal - analogia difrac¢ao

espacial dispersdo temporal (analogia DEDT).
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Equacdes

de
Maxwell

Equacéao
de onda escalar

Onda plana de

Onda monocromatica = :
extensdo espacial

infinita
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v h 4

Equacao Impulso de banda estreita
de Expanséo em série da
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e Analogia DEDT primitiva N
v
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Aproximagao paraxial i =
P Ga0 p ordem na disperséo

Equacéo de difusao
complexa

Solugéo:

Integral de Fresnel

- /

Figura 1.1: Esquema da analogia DEDT primitiva, representando-se a
esquerda as concepgdes ligadas ao espago e a direita as que
estdo relacionadas com o tempo.

1.1 Motivacao

Tradicionalmente, o estudo da propagac¢do no regime da difracc@o espacial e no regime da
dispersao temporal € realizado de forma independente um do outro, resultando duas teorias
formalmente distintas. Aparentemente, a abordagem dos fendmenos fisicos nos dois regimes
nao apresenta grande semelhanca fisica, dado que conceitos como, por exemplo, a relacdo de
dispersdo n(®) ndo tem andlogo na difrac¢do, assim como ndo existe na dispersdo o conceito
andlogo ao holograma.

No entanto, desde, pelo menos, os anos 60 do século XX [1—4] é conhecida uma analogia

fisico-matematica parcial entre a difrac¢do e a dispersdo, esquematizada na Fig. 1.1. Esta
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analogia DEDT inicial s6 trouxe consequéncias praticas a partir dos anos 80, em parte devido
a evoluc@o no campo da geragdo de impulsos Opticos curtos (da ordem do picosegundo
de duragdo) e na possibilidade pratica de construir uma lente temporal [5] (lente temporal
electro-Optica) andloga ao conceito de lente espacial na difrac¢do. Desde entdo, a analogia
DEDT tem vindo a ganhar relevancia, em particular, pela introdu¢@o no dominio da dispersao
de varios conceitos existentes na difraccio.

Se a analogia DEDT inicial, mesmo sendo parcial, possibilitou, por exemplo, solucionar
o problema da compressdo/expansdo de impulsos da ordem do picosegundo, indo buscar
a teoria da difraccdo o conceito de redu¢do/ampliacdo de imagem, entdo, € legitimo supor
que uma analogia DEDT mais extensa, ou até mesmo completa, pode, em principio, abrir
um leque extenso de novas formas de abordagem do fenémeno da dispersdo. Pode ainda,
sendo completa, possibilitar um tratamento unificado dos dois fendmenos. Foi esta ideia que

sugeriu o estudo do tema desta tese: analogia DEDT.

1.2 Estrutura do trabalho

Para além deste 1° capitulo introdutério, onde se apresentam os fundamentos teéricos co-
muns aos dois fenémenos fisicos, difraccdo e dispersdo, o trabalho comporta mais quatro
capitulos.

No 2° capitulo, é apresentada uma extensdo a analogia DEDT primitiva, na qual se
demonstra existir uma analogia completa, independente do grau de aproximacido que se
faca, em qualquer um dos regimes de propagacdo, isto €, tem-se uma correspondéncia entre
todos os parametros que caracterizam a propagac¢ao nos dois regimes. Consegue-se esta nova
analogia, através de uma abordagem mais genérica da propagacdo em difrac¢do - propagacao
fora de eixo.

O conceito de lente temporal é abordado no 3° capitulo, onde a lente temporal electro-
6ptica é estudada em pormenor. E proposto um modelo teérico para a lente temporal electro-
Optica mais realista do que o existente até a data, sendo valido para impulsos sub-picosegundo
de duracdo. Demonstra-se também que a lente temporal electro-Optica ideal é andloga na
difraccdo a lente espacial GRIN (GRIN - graded-index).

No 4° capitulo é apresentado um conjunto de simulagdes numéricas da propagagao de
impulsos numa lente temporal electro-6ptica, com o objectivo de caracterizar e demonstrar o
funcionamento da lente. E usada nas simulacdes a curva de dispersdo do cristal de Niobato
de Litio LiNbO3, cristal normalmente usado no fabrico de lentes temporais electro-Opticas.

No dltimo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes finais deste trabalho de tese e sdo
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também feitas algumas consideracgdes, relativamente a questdes com interesse a serem abor-

dadas no futuro.

1.3 Fundamentos teéricos da difraccao e dispersao

1.3.1 Equacao de onda escalar

Tanto a difrac¢do como a dispersdo t€m como primeiro principio, a teoria do electromag-

netismo classico, descrita pelas equacdes de Maxwell [6, 7],

VxH(r,t)—aDg’t) - (1.1a)
VxE(r,t)—l—w:O, (1.1b)
V.D(r,1) = pr, (I.1¢)
V.B(r,1) =0, (1.1d)

em que, E, H, D e B sdo, respectivamente, os vectores campo eléctrico, campo magnético,
densidade de fluxo eléctrico e densidade de fluxo magnético; p; e J; sdo, respectivamente,
a densidade de cargas livres e vector densidade de corrente. A relacdo entre os vectores do
campo e da densidade de fluxo resulta da resposta do meio a presenca do campo electromag-

nético, dada por

B = o (H+M), (1.2b)

em que &g € a permitividade eléctrica do vacuo, g € a susceptibilidade magnética do vicuo; P
e M sio, respectivamente, as polarizagdes eléctrica e magnética induzidas. Para o propdsito
em discussdo nesta tese, pode assumir-se um meio sem cargas livres (p; = 0,J; = 0) e ndo
magnético (M = 0).

Derivando em ordem ao tempo a Eq. (1.1a), substituindo o rotacional da Eq. (1.1b) e

usando as relagdes (1.2), resulta

0°E(r,1) 0°P(r,1)
oz M2

VZE(r,t)—yOeo +V(VE(I'7I))7 (1.3)

onde se usou a identidade V x V x E = V (V-E) — V2E. Os termos 2 direita da igualdade da

Eq. (1.3) sdo os responsdveis pelo acoplamento entre as componentes vectoriais do campo
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eléctrico. Para obter a equac@o de onda escalar é necessario desacoplar estas componentes,
pelo que € necessdrio analisar em pormenor os dois referidos termos.

Comecemos pelo termo que envolve a polarizagdo eléctrica P. A relagdao fenomenolégica
entre a polarizacdo P e o campo eléctrico E para um meio linear (relagdo de dispersdo) € dada

por [6]

~+oo
Pi(r,1) = g0 / i (6,1 — 1) E;(,4)d, (1.4)

em que YX,;; € o tensor susceptibilidade eléctrica do meio. Esta relagdo € valida dentro da
aproximacao do dipdlo eléctrico e admitindo que a resposta do meio € local.

No caso da difraccdo e da propagacdo de impulsos em fibras, considera-se que o meio €
isotropico, logo o tensor );; passa a escalar. No caso da propagacdo de impulsos em cristais,
admite-se que o campo eléctrico estd linearmente polarizado, segundo uma das direc¢des
principais do cristal; logo, nesta configuragdo, tem-se y;; = 0 para i # j. Dentro destas
duas hipéteses, o acoplamento entre as componentes do campo, introduzido pela polarizagao
eléctrica é desfeito.

Passemos, agora, para o termo V - E(r,7) da Eq. (1.3). Para simplificar, a anélise serd
feita no dominio das frequéncias temporais. Reconhecendo na Eq. (1.4) uma convolucdo no
tempo, ela fica no dominio das frequéncias sob a forma de um produto, admitindo ainda que

o meio € isotropico a Eq. (1.4) fica

P(r,o) = gy (r,0)E(r,»), (1.5)

em que as grandezas intervenientes estio relacionadas através da transformada de Fourier!

com as grandezas da Eq. (1.4). Usando a equacdo de Maxwell (1.1¢) (com p; =0) e arelagao

(1.2a) tem-se

V-D(r,o) =V-(gE(r,0) +P(r,0))
=V (eE(r,m) +x(r,0)E(r,0))
=gV -E(r,0) +¢& (E(r,0) - Vx(r,0) +x(r,0)V-E(r,0))
—0

(1.6)

se x(r,m) variar lentamente ao longo de um comprimento de onda da luz [8] (ou uma
condicdo mais forte: considerando o meio homogéneo, isto €, ¥ independente da posi¢do),

temos V -y (r,®) ~ 0, o que implica de (1.6) V-E(r,®) ~ 0 que por sua vez implica V -

! Ver definicdes da Transformada de Fourier em Apéndice A.
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E(r,t) ~ 0, resultando assim o desacoplamento total entre as componentes vectoriais do

campo eléctrico na equagdo de onda (1.3).

Resumindo, a equagdo de onda vectorial (1.3), considerando o meio isotrépico e supondo
uma variagdo espacial lenta de ¥ (r, ®), fica reduzida a equagdo de onda escalar,
1 9%E;(r,t) 0?P(r,1)

2 —
VE(r ) - 35— =t

2 o2 (1.7)

a qual terd de ser satisfeita por cada uma das componentes i do campo eléctrico, sendo

c= (so,uo)_l/ 2 a velocidade da luz no vécuo.

A Eq. (1.7) é o ponto de partida comum para a andlise dos dois fendmenos fisicos:
propagacdo livre na difrac¢do e propagacdo de um impulso Optico num meio dispersivo.
A partir deste ponto o estudo dos dois fendmenos fisicos diverge na sua andlise. No caso
da difrac¢do, tratando-se de um fenémeno estaciondrio, a dispers@o do meio é desprezada
e a dependéncia temporal na Eq. (1.7) desaparece. No caso da propagacdo de impulsos
em meios dispersivos, o efeito da difraccao € desprezado, ficando na Eq. (1.7) apenas a

coordenada temporal e a coordenada espacial associada a direc¢do de propagacao.

1.3.2 Aproximacao da variacao lenta da envolvente

O sistema de equagdes (1.4) e (1.7) ndo tem solu¢do exacta conhecida. Portanto, para se
conseguir solucdes aproximadas do sistema, € usual utilizar o método da variacio lenta da
envolvente [9, 10] - SVEA (slowly varying envelope approximation). O método consiste em
identificar a parte do campo que apresenta uma variacdo mais acentuada nas coordenadas,

separando-a da restante que, por hipdtese, varia mais lentamente,
E(r,1) = Re {A(r, 1) expli (ot — Bo2)]} (1.8)

em que, A(r,7) é a componente (amplitude complexa) de variacdo lenta e a exponencial

contém a variagdo mais acentuada do campo.

A justificacdo para o uso da SVEA baseia-se na hipdtese aceitdvel de que a amplitude
complexa varia pouco durante uma escala de tempo da ordem do periodo médio da onda,
To = 2w/ mp (sendo @y a frequéncia média da onda) e ao longo de uma escala espacial da

ordem do comprimento de onda médio, Ay = cTp/n(®g). Formalmente, estas considera¢des
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podem ser expressas na forma [

]
'%—A < BolA| (1.92)
Z

0A
'a_‘ < wolAl (1.9b)
T

em que T é o chamado tempo préprio da onda (Eq. (2.12)). Na pratica, o que as condigdes
(1.9) significam é que a SVEA ¢ vdlida para ondas cuja extensdo espacial do campo,a, é
muito superior ao comprimento de onda a/A > 1, uma aproximagdo que na difrac¢io é
normalmente vélida, e que a duracdo temporal da onda, T,, € muito superior ao periodo
médio da onda T, > Tj [3]. Por exemplo para um impulso de perfil gaussiano de largura
temporal a meia altura - FWHM (full width half maximum) T, , na regido visivel do espectro
o ~ 1019 57!, temos que a SVEA, para este caso, pode ser usada para descrever impulsos
cuja dura¢do minima seja da ordem T, ~ 10 fs. Para impulsos na regido do visivel com du-
racdo inferior a 10 fs, a SVEA em principio ndo pode ser aplicada, outro tipo de aproximacgdo

é necessario [11].






Capitulo

Analogia entre a difraccao espacial e a

dispersao temporal

A teoria que estabelece a analogia entre a difrac¢do espacial e a dispersao temporal (do-
ravante referida apenas por analogia DEDT) € conhecida desde, pelo menos, os finais dos
anos sessenta devido aos trabalhos de Akhmanov e outros [2, 3]. Esta teoria, apesar de se
ter mantido inalterada desde a sua apresentacdo inicial, possibilitou novas abordagens no
campo da dispersdo temporal. Desde entdo, vdrios outros autores, tendo como ponto de
partida a analogia, introduziram, no campo da fisica da propaga¢do de impulsos em meios
dispersivos, varios conceitos pertencentes ao fendmeno da difrac¢do espacial; as matrizes
ABCD [12-17], o conceito de formagao de imagem [18-33], o efeito Talbot [34—40], entre
outros [41-45].

No entanto, esta teoria primitiva que estabelece a analogia apresenta uma dificuldade:
deixa de ser valida quando introduzimos termos de ordem superior a segunda na expansao
em série de Taylor da relacdo de dispersdo do meio [46]. Isto €, s6 existe uma analogia entre
a difraccio na aproximagdo paraxial e a propagacdo em meios dispersivos na aproximacao
de segunda ordem na dispersdao do meio.

Neste capitulo é apresentada uma extensdo a analogia primitiva, a qual vem estabelecer
uma correspondéncia completa entre a difraccdo espacial e a propagacdo de um impulso
num meio dispersivo. A analogia ¢ completa nos dois sentidos, isto €, seja qual for o grau de
aproximacao introduzido, quer na difrac¢do, quer na dispersio, esta nova analogia continua
a ser valida.

Inicialmente, antes de apresentar a teoria que estabelece a nova analogia, € descrita, para
efeito de comparacao, a analogia primitiva. Como a semelhanca entre os dois fendmenos se

estabelece a partir da comparacdo entre as equagdes diferenciais que descrevem a propagacao
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nos dois regimes, este capitulo, no seu essencial, incide sobre a derivacdo destas equagdes

diferenciais.

2.1 Equacao diferencial de propagacao em meios

dispersivos

Tem surgido na literatura varias formas de deduzir a equacdo diferencial que descreve a
propagacdo de impulsos em meios dispersivos [0, 9, 19, 47]. Nesta seccdo é apresentada
uma deduc¢do andloga a usada em [0, 19], visto ser formalmente semelhante a usada para

deduzir a equacgio diferencial da propagacao livre na difrac¢do da seccao 2.4.

Comecando pela equagdo de onda escalar (1.7), expressa no dominio das frequéncias

temporais, e usando a relacdo (1.5), tem-se

v P\ o’ E(r.o)=0 2.1
1 + 8_z2 (I', 0‘)) + C_zs(ra 0)) (l', 0‘)) — Y, ( . )
em que,
E(r,0) = F{E(r,1)} = / E(r,1) exp(—iot)dt, 2.2)

V2 =092 /9x? + 9% /dy? é o Laplaciano transversal e £(r,®) = (1 +(r,®)) é a permitividade
eléctrica do meio. Considerando o meio homogéneo, €(r,®) = €(®), e ignorando o efeito da

difraccao, Vi = 0, obtém-se a equacdo de Helmholtz no dominio das frequéncias.

0’°E(z,®)

57 TB(0ER0) =0, (2.3)

em que B%(®) = ®*ue(z, ®). Para uma onda unidireccional, a solugdo de (2.3) toma a forma
E(z,®) = E(0,0)exp [—if(®)z]. (2.4)

Usando a aproximacdo da variacdo lenta da envolvente SVEA, vai analisar-se o efeito da

propagacdo na envolvente associada ao campo
E(z,1) = A(z,1) exp [i(wor — Poz)], (2.5)

sendo B¢ a constante de propagacéo associada a frequéncia portadora @g. O espectro deste
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campo ¢
E(z,®) = A(z,®— o) exp(—iPoz), (2.6)

em que A(z,0 — ) é o espectro da envolvente, relativamente a frequéncia portadora .
Para que a equacdo (2.6) seja solucdo da equacdo de onda (2.3), ela terd de obedecer a lei de

propagacdo (2.4). Igualando (2.4) e (2.6), resulta
A(z,0— ) = A(0,00 — o) exp [—i(B(®) — Bo)z], (2.7)

em que A(0,0— ) = E(0,®). A funcdo B(®) depende das propriedades dispersivas do
meio que, em geral, ndo tem forma analitica conhecida. De forma a incluir o efeito da
dependéncia espectral de B(®) na propagagdo, é usual expandir B(®) em série de Taylor, em

torno da frequéncia portadora @y, admitindo (®— wp)/my < 1,

60)= X (Gap ), -0

n=0

(2.8)
=Bo+ P12+ BZQ2+ + B"Q”+

em que Q = ® — ®p sendo B, = (d"B/dw") avaliado em ® = ®y. Substituido (2.8) em (2.7),

resulta a equacgdo de propagagdo do espectro da envolvente

A(z,Q) = A(0,Q)exp [—z (Blﬁ-i- 52 24 ) Z} : (2.9)
invocando a SVEA, derivando apenas uma vez em ordem a z,
0A(z,Q
(azz ) _ (B Q—i—Bz +---)A(Z,Q), (2.10)

e aplicando a transformada de Fourier inversa, resulta
0A(z,t) B 0A(z,1) n i& 0?A(z,1)
2z 21 o2
oo n+1 J"A ( z, t)

:Z B" o'

2.11)
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Fazendo, agora, uma mudanga para o referencial do tempo préprio do impulso,

T=1—Piz (2.12a)
E=z, (2.12b)

obtém-se a equacdo diferencial que descreve a propaga¢do de um impulso num meio disper-

sivo,

8 i) 9"A(E, 1)

Z Br—a— =0. (2.13)

O valor méximo do indice n nesta equagdo indica a ordem de aproximag¢do na relagcdo de
dispersdo. Assim na aproximagio de segunda ordem na dispersdo (nmax = 2), obtém-se a

equacdo diferencial parabdlica (equacao de difusao complexa)

dA(E,1) B d?A(E,7)

& 2w Y 219

cuja solucdo pode ser escrita na forma do integral de propagacdo de Fresnel (Apéndice B)

AT = [ A expli(t—7)/2Bs8] ¥
o (2.15)
— exp(i?/2B28) [ A(0.¥)exp(iv/2B55) exp(—itt'/BaE)d

2.2 Teoria escalar da difrac¢ao - Aproximacao de

Huygens-Fresnel

Partindo da equagdo de onda escalar (1.7), sabendo que a difrac¢do é um fendmeno esta-

ciondrio, propondo uma solucio do tipo monocromaética
E(r,t) = E(r)exp(imopt), (2.16)
introduzindo a resposta do meio (1.5) e desprezando a dispersdo temporal,
P(r) = gox(r)E(r)exp(imopt), (2.17)

obtém-se

2
V2E(r) + %nz(r)E(r) —0, 2.18)
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0
S Loy 7 x

Figura 2.1: Geometria de difracc¢ao.

em que n(r) = /1 +y(r) é o indice de refrac¢do do meio para a frequéncia @y. A general-
izacdo para ondas quase monocromdticas pode ser feita invocando o principio da linearidade
da equacdo de onda, em que o valor do campo num ponto do espago € o resultado da
sobreposicdo das vdrias componentes espectrais, cada uma das quais evolui de acordo com a
Eq. (2.18) [&].
Considerando o meio homogéneo, isto é, n(r) = ng, da Eq. (2.18) resulta a equagdo de
Helmholtz
(V2+k3) E(r) =0, (2.19)

em que kg = npWp/c = 2n/Ay é o numero de onda e Ay é o comprimento de onda. Esta
equacgdo descreve a propagacao livre na difrac¢do de uma frente de onda monocromética.
A sua solucdo pode ser obtida na forma de integral - aproximag¢dao de Huygens-Fresnel,
previsto pela formulagcdo de Rayleigh-Sommerfeld para a difrac¢do [¢]. Tendo em atencdo a
Fig. 2.1, o integral de Huygens-Fresnel pode ser descrito matematicamente, em coordenadas

rectangulares, na forma
k
U(x,y) M//U exp 107’01) cos 0dEdn

M//U exp lkorm)didn
i

em que U(x,y) e U(§,Mm) sdo, respectivamente, a amplitude complexa do campo no plano

(2.20)

perpendicular (x,y) e (§,1m), cos® = z/ro; e ro; é dado por

ro1 =/ +(x—=8§)>+(y—m)> 2.21)
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Na derivacdo da Eq. (2.20), para além da aproximacao inerente a teoria escalar, considera-
se que a distancia de observac¢do € muito superior ao comprimento de onda da luz, isto é,

ror > 7\,().

2.2.1 Aproximacao de Fresnel

A aproximagdo de Fresnel consiste em supor z 3> (X — &) max € 2> (¥ — M) max- Assim pode

aproximar-se rp; por uma expansao binomial

ro1 :z\/1+ ()%g)z+ (y;n)z
w15 (5 45 (5]

Para o termo ’%1 no denominador da eq. (2.20) retém-se apenas o primeiro termo da ex-

(2.22)

pansdo, isto &, rg; ~ z. No entanto, para o termo ry; na exponencial deve reter-se os dois
primeiros termos da expansdo binomial, devido ao facto de ry; estar a multiplicar por um

numero grande k. O resultado destas aproximacgoes é

—lk()Z

U(x,) mmt//ffénfmp{—h—ﬂ —®2+0wﬂnﬂ}d&m- (223)

Visto de outra forma, o integral (2.23) ndo € nada mais do que uma convolugdo

vy = [ [ v &,y —m)dEdn, (2.24)

cujo kernel €
—ikoz

ki

€ RO 2, 2
i (x*+y )} (2.25)

h(x,y) =

iloz =P {_

Invocando o teorema da convolugio a equagdo (2.24) fica

Ux,y)=F H{FUEM)}F{hlx.y)}}

- (2.26)
= F {U (ky,ky)h(ky,ky)}.

Isto €, a propagacdo livre, no espaco das frequéncias espaciais (espaco de Fourier), corre-
sponde a multiplicacdo por um termo de fase quadratico
(k3 +k2)} (2.27)

h(ky,ky) o< exp [ %o
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sendo h(ky,ky) a fungdo de transferéncia da propagagdo livre.

2.3 Equacao diferencial da difraccao - aproximacao

paraxial

Na derivacdo da equacdo diferencial da difrac¢do, na aproximacao paraxial, considera-se
um feixe Optico a propagar-se ao longo do eixo dos z, isto €, o feixe encontra-se confinado,
essencialmente, ao longo deste eixo. Portanto, a variacdo mais acentuada na fase da onda serd

ao longo do eixo dos z [27, 47]. Podemos, entdo, explicitar esta dependéncia considerando
E(r) = A(r)exp(—ikoz), (2.28)

onde A(r) é a amplitude complexa que descreve o perfil transversal do feixe. Substituindo a

expressao (2.28) na equacao de Helmholtz (2.19), resulta

0A(r)
0z

V2A(r) — 2iko = 0. (2.29)
Como a dependéncia mais acentuada em z foi retirada de A(r) (Eq. (2.28)), a restante
dependéncia em z terd, em geral, uma varia¢do lenta, comparativamente a exp(—ikoz) € a
variagdo transversal do feixe - aproximacdo paraxial. Pode expressar-se matematicamente

esta variacdo lenta de A(r) em z na forma

(|9%A
ox2
9%A
dy?

b

74

072 <

(2.30)

Y

2](()8—Z .

\

Isto €, a aproximacdo paraxial, matematicamente, corresponde a aproximacdo da variacdo
lenta da envolvente - SVEA. Desprezando a derivada parcial de segunda ordem em z, invo-

cando a SVEA, resulta a equacdo de onda paraxial

0?A(r) 0%A(r)

N 0A(r)
ox2 dy?

— 2ikg 3
<

=0, 2.31)
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ou de forma mais compacta

aA(;—ZL’Z) + 2LkoV2LA(rl,z) —0, (2.32)
em que V2 = 9?/dx? +9?/dy* é o Laplaciano transversal e r representa as coordenadas
transversais, r; = (x,y).

Demonstra-se no Apéndice B que a solu¢do da Eq. (2.32), a menos de factores con-
stantes, toma a forma do integral de propagacdo na aproximagdo de Fresnel, Eq. (2.23).
Isto €, pode-se dizer que a aproximagdao de Huygens-Fresnel é formalmente equivalente a

aproximacao paraxial na equagao diferencial da difrac¢do.

2.4 Equacao diferencial da difracc¢ao - fora de eixo

Como a analogia DEDT ¢ formulada, tradicionalmente, a partir da comparaciao entre as
equagdes diferenciais que descrevem a propagacdo nos dois regimes (2.14) e (2.32), ela
estd limitada pelo lado da difrac¢do, a introdugdo da aproximacao paraxial e a auséncia de
uma frequéncia espacial portadora, enquanto que, no caso da dispersdo, essa portadora esta
sempre presente, 0y. Estas aproximacoes introduzidas muito cedo na equacao de Helmholtz
(Eq. (2.19)), tem como consequéncia a perda de algumas das analogias DEDT. Nesta sec¢do
mostra-se que, para recuperar as analogias perdidas, € necessario introduzir na andlise da
propagacdo uma frequéncia espacial portadora, equivalente a frequéncia temporal portadora
na dispersdo. Nesta nova andlise nenhuma aproximacdo do tipo paraxial é considerada
inicialmente [48-59].

Esta nova abordagem tem igualmente a vantagem de permitir analisar a difrac¢do de um
sinal que se propaga ao longo de uma ordem de difraccdo diferente de zero e ao longo de um
sistema 6ptico desalinhado [60, 61].

Para fazer a andlise deste caso comeca-se, como nio poderia deixar de ser, com a equagao
de Helmholtz (2.19), mas em vez de considerar uma propagacdo ao longo do eixo dos z

impde-se que seja ao longo de uma direccao arbitraria paralela ao vector Ko,
ko =Kk, +Kky = ko X+ ky ¥ +kyZ, (2.33)

em que k| , e ky, sdo as projeccdes de Ko, respectivamente, na direc¢do z € no plano transver-
sal (x,y), de acordo com a geometria da Fig. 2.2.

Como a ideia é obter uma analogia entre a difraccdo e a dispersdo, vai resolver-se a



2.4 Equacdo diferencial da difrac¢ao - fora de eixo 17

Yo

Y

Figura 2.2: Relacdes geométricas entre os vectores associados a propa-
gacdo na direc¢ao Kg.

equacao de Helmoltz (2.19) de forma analoga a que foi usada para obter a equacao diferencial

de propagacao em meios dispersivos (seccao 2.1).

Aplicando a transformada de Fourier, nas coordenadas transversais r; = (x,y), a equagio

de Helmholtz (2.19), trabalhando assim no espaco das frequéncias espaciais transversais,

obtém-se
O’E(k,
F{(VP+K)E(ry,2)} = (—k +k5) E(k.2) + % =0, (2.34)
onde
~+oo
E(ky,z)=F{E(r.,2)} = //E(ILZ) exp(ik -r )dry, (2.35)
e ki =k, -k =k2+ k%. A solucao desta equacio €
E(k;,2) = E(k;,0)exp i (3 —i2)Y ] (2.36)

Esta equacdo ndo € mais do que a equacdo de propagacdo do espectro angular [8]. Como
se estd interessado na andlise do efeito da propagacdo no perfil transversal e como o feixe
se encontra confinado essencialmente ao longo da direccao ko, a variagdo mais acentuada,
na fase da onda, serd ao longo desta direccdo. Pode separar-se esta variagdo acentuada
introduzindo a SVEA, isto é

E(I’J_,Z) ZA(I'J_,Z) eXp [_i(kJ_o r +kzoz)] ) (237)
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cuja transformada de Fourier é
E(kJ_7Z> :A<kl_ _kJ_()aZ) exp(—ikmz). (238)

Para que esta equacgdo seja solucdo de (2.34) terd de obedecer a equacdo de propagacdo
(2.36). Igualando (2.38) e (2.36) obtém-se

A(AK | ,7) = A(AK |, 0)exp[—i (B(ky) —kz) 2], (2.39)

em que A(Ak, ,0) =E(k,,0),
Ak, =k, —k,,, (2.40)

Bk )=\/ki—K>. (2.41)

E de salientar que na obtengdo da equagdo (2.39), nio é feita nenhuma aproximagéo, para
além da inerente a teoria escalar da difraccdo; a exponencial na equacdo (2.39) pode ser
entendida como a funcdo de transferéncia da propagacdo livre para além da aproximacao

paraxial [8].

A funcdo B(k, ), dada pela Eq. (2.41), tem uma forma analitica fechada, no entanto,
como se pretende obter uma equacéo diferencial para A(r,,z), vai expandir-se B(k, ) em

série de Taylor em torno de K | ;, na aproximagao de Aki / kfo <1,

kK -k
B(kL):kzo 1_k—20
20
+oo 1
=) {—,(Akrvkﬁ"ﬁ(kﬁ}
n:O n. kL:kJ—O
1 1 1
=k, ——k,; Ak, —— [ AK® + —(k,. -Ak,)?
D kg, 0T 21%( L+kgo( Lo L)) (2.42)
1 ( 3 1 3
_ k), -AkS + (k. AkL))
2k, \ 1 ko
— % (Ak‘i + %(kLO Ak )?AK? + i(kLO -AkL)“)
8kZO kZO k?o

emque Vi = k.0/0k, +k,d/dk,. Esta expansio pode ser simplificada, notando que, para n
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inteiro, temos

(kiy-Ak; )™ = (ki Ak, cos(8))™ = a2 (k,, )k AR,
(koiy-Aky )™ = (k- Ak, )™ (ki - Ak ) = 02 (k K2k, - AKZ

em que a quantidade

k
a(k,,) = ﬁ cos(0), (2.43)
20

¢ uma funcao caracteristica da frequéncia espacial portadora e 0 € o angulo entre os vectores
k,

coeficientes da expansao

, € Ak, representados na Fig. 2.3. Desta forma pode definir-se os cinco primeiros

Bo(k,) = ks, (2.44a)
Bi(ky,) = —%0‘), (2.44b)
Ba(k,,) = —kizo (1+0*(k,)), (2.44¢)
Bi(ky,) = —% (1+0?(ky,)), (2.44d)
Ba(k,,) = —k%o {1 +60% (k] ) (1 + 20@(1&0))} , (2.44¢)

pelo que a expansdo (2.42) pode ser escrita:
1 , 1 3 1 4
B(ky)=Po+Pi -AkL+5[52AkL+§B3 -AkL+EB4AkL+..., (2.45)

em que B, = B.(k,).

Para obter a equacgdo diferencial da propagacdo, deriva-se (2.39) em ordem a z apenas

uma vez, invocando a SVEA,

BA(AkL,z)

az = —i [B(kL) - kZO]A(Akva)v (2'46)

substitui-se a expansdo (2.42) nesta equacao e depois de aplicar a transformada de Fourier
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-
V4

Figura 2.3: Relagdes geométricas entre os vectores associados a propa-
gacdo da frequéncia espacial k em torno de Kg.

inversa obtém-se:

i et D S S v Vii—(k,. -V
0z ky 0T 2k |t kgo( o' V1)
1 1
+ 5T {klo V34 k—z(k 1,V i)ﬂ (2.47)
20 20

g |V g TV e, a0
em que V| = Xd/dx + §9/dy. Faz notar-se que, neste passo, ndo se usaram os coeficientes
B, definidos pelas Egs. (2.44), visto que, a parte de Bg e B, eles sdo fungdes das frequéncias
do sinal devido a presenca da quantidade . No entanto, as defini¢des introduzidas pelas
Egs. (2.44) irdo ser uteis, mais a frente, aquando do estudo da analogia entre a difrac¢do e a
dispersao.
O ultimo passo para simplificar a Eq. 2.47 consiste em fazer uma mudancga de variaveis,
as quais se podera chamar de coordenadas espaciais locais,
ki,

HLZPL—I—BIZ:I‘L—]{—Z, (2483)

20

E=1z (2.48b)

Esta mudancga de varidveis tem uma explicagdo geométrica simples. A nova coordenada

transversal u, estd deslocada relativamente a coordenada r; de zk,/k;; a origem do
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A A
(xy)

r =

>v
Kz,

Figura 2.4: Coordenadas espaciais locais: tan(y) =k ,/k;, ¥, —u, =
ztan(y) = zk 1 /K.y

sistema de eixos da coordenada u; € o ponto de intercep¢do da linha contendo o vector
ko ligado a x =y = z = 0 com o plano de observacado (figura 2.4). Com esta mudanca de
varidveis, da equacgdo (2.47), resulta:

0A(u_,&) _{ ‘ {Vzﬁ-i(km-vﬁz}

& | 2k K2,
1 1
— |k, V3 +—=(k, -V,)
+ 2kgo |: 1o L + kgo( 1o J_) :| (249)
i 6 5
+ 5 [Vi + (ki V)PV + (kg VJ_)4} +--- }A(UL@)
8k, kzo kzo

em que V| = 0,9/du, +10,0/du,.

Finalmente, tem-se a Eq. (2.49) que descreve a propaga¢do na difraccdo de um sinal
com perfil transversal A(u ,&) segundo uma direcc@o arbitréria ko, a qual vai para além da
aproximacao paraxial.

Se nesta andlise retivermos apenas os trés primeiros termos da expansdo em série de
B(k,) (Eq. (2.42)), isto &, B,(k ) ~ 0 para n > 2 e no limite quando k, — 0 temos u; —
r, e aequagdo de propagacdo (2.49) fica reduzida a equacao diferencial de propagacao na

aproximacdo paraxial da seccdo 2.3, Eq. (2.32).

2.4.1 Propagacao na direccao ky de um sinal a uma dimensao

Na analise que conduziu a Eq. (2.49) verifica-se que ela depende de grandezas vectoriais,
situacdo que era de esperar visto que o espaco na direccao transversal € a duas dimensdes.

A forma da Eq. (2.49) ndo € a mais adequada para o estudo da analogia DEDT, porque
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apresenta uma dimensao extra relativamente a Eq. (2.13).

Como o objectivo final € estudar a analogia DEDT, vai analisar-se a Eq. (2.49) a uma
dimensao, introduzindo um sinal a uma dimensao do tipo A(u,,&) = A(uy,§) e k|, = ky,.
Nesta situacdo resulta d/du, = 0 e os coeficientes de expansdo de B(ky,) ficam constantes

tomando a forma

Bo(kxy) = Kz, (2.50a)

Bi(kyy) = —@, (2.50b)
ke,

Balky) = ——(1+a), 2.500
20
3k,

B (k) = =757 (1+ o), (2.50d)
20

Ba(kyy) = —k%u +60% 4+ 504). (2.50e)
20

sendo o = +ky, /k;, em que para sinais a uma dimensdo o angulo 8 entre ky, e Ak, toma o

valor 0 ou 7. A equacdo (2.49) para sinais 1D transforma-se em:

0A (1, §) _ _’_i& azA(ux,Fv) o &8314(”)67&) . i& a4A<uxa§)

o 2! ou? 31 oul 4! out +-, (2.51)

ou de forma condensada

0A(u,&) & i 0"A(uy, )
_— n =0. 2.52
T Pl P (2:32)
Esta equagdo, versdo 1D da Eq. (2.49), tem uma forma comparavel a da Eq. (2.13) da
dispersao, permitindo o estudo da analogia DEDT que sera feito na seccao 2.5.

2.4.2 Propagacao na direcciao ky de um sinal do tipo
A(uJ_7 é) = Ax(“x; {;) "’Ay(”ya {;)

O cardcter vectorial da Eq. (2.49) pode ser vantajosamente aproveitado para criar uma
analogia entre a difraccdo e a propagacao de impulsos em meios dispersivos birrefringentes
[62, 63]. Com esse objectivo, vai analisar-se a propagagéo de um sinal do tipo A(u,&) =
Ax(uy,&) + Ay(uy, &), introduzindo este sinal na Eq. (2.49). Notando que as derivadas
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cruzadas de A(u_,&) sdo identicamente nulas, isto é

0" "A(u,8)

S 0, (2.53)

para qualquer n,m > 0, a Eq. (2.49) pode ser escrita na forma:
0A(u |, 1 i
(aé ) B2 LA(UL,Z)-gB?,'V’iA(UJ_,I)—EB4'V1A(UL,I)+"‘
oo ] (2.54)
= - Z Bn VT_A uj, )

onde se definiu o operador V'| = @,0" /du} + 10" /duy e os coeficientes B, sdo dados por

B2 = (BauoBa) =~ (10D (1-+0)iy

B3 = (Bs,,Bs,) = —% [k (1 + 05 )i+ ky (1 ‘Hxi)ﬁy}

Bs = (Ba,,B4,) (253
— k33 [(1+605(1+507/6)) fic+ (14605 (1+507/6)) by

ERIN

em que O = ky,/kz € 0y = ky, /ky.

A equacdo diferencial vectorial (2.54) pode ser separada nas suas componentes,

aA » +oo n+1 anA »
S L
n=2 """
0Ay(uy,t) & 9"A(uy, 1)
d ) n! Pr, oul! =0,

n=2

=0,
(2.56)

resultando num sistema de duas equacdes diferenciais independentes com a forma da Eq.
(2.52) , tendo por isso a forma apropriada para o estudo comparativo com a propagacao de

impulsos em meios dispersivos birrefringentes.

2.4.3 Validade da expansao em série de Taylor de B(k | )

Apesar de B(k ) ter uma forma analitica conhecida Eq. (2.41), foi feita a sua expanséo em

série de Taylor de forma a obter uma equacao diferencial que possibilite o estudo da analogia
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Figura 2.5: Estudo da propagagdo da fun¢do de transmitincia A(x) quando
iluminada por uma onda plana de direccio k.

DEDT. No entanto, o conhecimento da forma analitica de (k| ) pode ser usado para analisar
o comportamento da expansdo em série de Taylor em fun¢do de vérios pardmetros: em
particular em funcao do adngulo de propagacdo y da Fig. 2.4 (ou de forma equivalente do
parametro o) e das frequéncias do sinal k | . Para tal, vamos estudar a propagacdo do campo
no sistema da Fig. 2.5, em que uma transparéncia, com fun¢io de transmitincia A(x), é

iluminada por uma onda plana, segundo uma direccao ko que faz um angulo y com o eixo z.

Sem perda de generalidade, mantendo o problema a uma dimensao transversal e, usando
o principio de sobreposi¢do da equacdo de onda, vamos estudar a propagacdo de cada com-
ponente espectral E; do campo. Imediatamente a direita da transparéncia, cada componente

espectral do campo ird propagar-se segundo uma direc¢do Kk, sendo |k| = k = ko, na forma
Ei(x,z) = Exexp(—ik-r) = Exexp [—iko (xsin® + ycos0)], (2.57)
em que a direc¢do de propagacdo 0 ¢ dada pela lei das redes de difracc¢io [64]

k
sinf4 = j:M + sinY, (2.58)
0
sendo k, a componente espectral da fungdo de transmitincia A(x) e onde se explicitou a

dependéncia de 0 no sinal da componente espectral k,. Combinando as Eqs. (2.37) e (2.57)
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resulta

Ay, (x,2) = Eg(x,z) exp (iko - T)
=Erexp[—i(k—ko) 1] (2.59)
= Erexp{—iko[(sin® —siny) x4 (cos® — cosY)z|},

e introduzindo a mudanga de coordenadas (2.48), chegamos a equagdo de propagacdo da

componente espectral k, da envolvente A(x) nas coordenadas espaciais locais
A (ux,§) = Erexp{—iko[(sin® — sinYy) (uy +Etany) + (cos® —cosy) |} . (2.60)

Esta equacdo terd de satisfazer a equacdo de propagacdo (2.52), logo, substituindo a Eq.
(2.60) na Eq. (2.52) resulta

ko [(sin® — siny) tany+ (cos® — cosy)| = Z %k’g (sin® — siny)" (2.61)
n=2""
e resolvendo em ordem a cos 0 fica
cosf = i &k"_1 (sin® — siny)” (2.62)
= 1Ko V)" . )

n=0

Usando os coeficientes de expansio 3, dados pelas Egs. (2.50), facilmente se identifica o

sumatorio presente na Eq. (2.62) como a expansdo em série de Taylor da fungdo de sin®

\/1 —sin?0 em torno de siny
V1 —sin?0 = Z %kg_l (sin® — siny)" (2.63)
n=0"""

resultando na Eq. (2.62) uma identidade trigonométrica.

Resumindo, reter um niimero finito de termos na equacio de propagacgdo (2.52) é equiva-
lente a introduzir o mesmo numero de termos no cédlculo do cos 8 na Eq. (2.62), no que resulta
na introducdo de um erro na direc¢do de propagacdo 0. Estamos, entdo, em condi¢des de

estudar a validade da aproximag@o da série de Taylor de B(k,), usando para isso a Eq. (2.62).
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Recorrendo a lei das redes de difrac¢ao (2.58) na Eq. (2.62), resulta

_ 1y By
Cose_k_o,;)mkx

P2
——amv—umv(k:>+-2ko Z%n, (2.64)
B2 ks
= cosy—tany(k ) + 7% 1 +,§36n2 ,
onde se introduziram os pardmetros 9, definidos por
2
Sna = B R (2.65)

n By ™

que caracterizam a grandeza dos termos de ordem n na série (2.64), relativamente ao termo
de segunda ordem (termo em [3;). Vamos limitar a nossa andlise apenas aos primeiros trés

pardmetros 9,,:

B3 siny ky

Spp= T fy = L 2.66

32 3[32 X COSZ ’Yk() I ( a)
Bs , 1+5tan’y [k, 2

S .y LA 2.66b

642 3[32 X 4C0$2'Y k() 3 ( 66 )
2[35 3 tan’y .2 ky :

050 = k) = 3+4 — | . 2.66

52 583 4cos5y( +4siny) ko (2.66¢)

Estabelecendo 8,5 > 10~2 como condigdo para a introducdo dos termos até a ordem n na
série (2.64) e usando ainda como padrdo o limite de validade na aproximagao paraxial para

a propagacdo no eixo (y=0), obtém-se:

1 (k> 1 ko
842|*y:0 4 (k()) 100 X 5 ) ( 6 )

isto é, para frequéncias do sinal da ordem de k¢ /5 a aproximacao paraxial deixa de ser vilida,
sendo necessario a introdugdo de termos de ordem superior. Portanto, vamos limitar a anélise

a sinais cuja frequéncia méaxima é metade deste valor, k,, = ko/10. Este critério implica

max

aceitar um erro mdximo na direccdo de propagacdo 0 inferior a 0, 1°.

Nos graficos das figuras 2.6, 2.7 e 2.8 estd representada a variacdo dos trés primeiros

pardmetros d,, em funcdo do dngulo de propagagdo v, para vérios valores da frequéncia k
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83 para ky/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}
T T T

0.10 l ) ) T
— 1/10 | 3 ]
— 1/50 : : : : : :‘
] : : : : : ; [
— 1/200

.04 i —
0.00 -

80 90
v (graus)

Figura 2.6: Variacdo da grandeza relativa 83, em funcdo do angulo 7y para

ke/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}.

84 para  ky/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}
0.10 i ! ! ! ! ! ! -

0.08

0.06

642

0.04

0.02

0.00 90

7 (graus)

Figura 2.7: Variacdo da grandeza relativa 84, em funcdo do angulo 7y para
ky¢/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}.
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ds2 para k;/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}
T

0.10 T T T T T T T (‘ ‘
— 1/10 | ‘ ‘ ‘ |
o 1/50 : : : : ] : : ‘
I 1/100 : : : : : (.
0.08 R SRR A AR AR AEEERE IR, i i 1
-~ 1/200 w
|
|
lg’ |
.04 [Frommmmrie e —
0.00

L L L
0 10 20 30 40 90

v (graus)

Figura 2.8: Variag¢do da grandeza relativa ds, em fungdo do angulo 7y para
ky/ko = {1/10,1/50,1/100,1/200}.

do sinal. Da andlise dos graficos verifica-se que, os pardmetros J,, sdo fungdes crescentes
do angulo de propagacdo y; como consequéncia, a convergéncia da série (2.64) € tanto mais
lenta quando maior for y. Pode verificar-se que, para angulos y > 90° a série deixa de
convergir; no entanto esta situacdo nao apresenta nenhuma dificuldade a teoria, visto que
Y= 90° representa, fisicamente, a ndo existéncia de propagacao segundo a direccao z.

Verifica-se, também, da andlise dos graficos que a introducdo dos termos até a ordem n
na série (2.64) € imposta, para além do angulo 7, pela maior frequéncia k, presente no sinal.
No caso em andlise, é imposta pela curva correspondente a k, = kg / 10.

Sendo assim, podemos determinar o angulo de propagacdo Y a partir do qual se devem
introduzir os termos até 2 ordem n na série (2.64). Resolvendo a equagio 8, = 1072 com
ky = ko /10, obtém-se os resultados resumidos na tabela 2.1. Para y > 64°, resulta da equagio
das redes de difrac¢do (2.58) sin® > 1, isto €, temos uma onda evanescente, que tende
rapidamente para zero com a distancia de propagacio z.

Em conclusdo, a expansdo em série de B(ky), dentro dos limites de validade da teoria
escalar da difraccao, € bem comportada (converge). Uma correcta propagacao de um sinal,
usando a Eq. (2.52), pressupde um conhecimento, a priori, da frequéncia mdxima do sinal,

para se poder avaliar, a partir dos pardmetros J,;, 0 nimero minimo de termos da expansio

 Para uma correcta analise das ondas evanescentes, é necessario o uso da teoria vectorial da difraccao.
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Tabela 2.1: Ndmero de termos a incluir na expansio de B(k,) em fungdo da
direc¢do de propagagdo Yy para uma frequéncia méxima do sinal
ky = ko/10.

Direc¢do de propagagdo Termos a reter na expansao de B(ky)

YS6° B2
6° SvY<32° B2 e Ps
32° Sy S48 B2,P3 e Pa
48° Sy S 64° B2, B3, B4, Bs, -
Y2 64° onda evanescente

de B(ky), a reter na equagdo de propagacéo (2.52).

2.4.4 Integral de propagacao - fora de eixo

O objectivo desta secc@o € encontrar uma solug¢do para a equacao diferencial da difraccao
fora de eixo (2.49), na forma de integral, semelhante ao integral de Huygens-Fresnel da
secgao 2.2.

Aplicando a transformada de Fourier inversa na varidvel Ak | a Eq. (2.39) tem-se
~+o0
Alr,,2) = / / A(AKL,0)exp[—i(B(k.) —kuy )z exp(—iAk, -ri)dAK,.  (2.68)

Introduzindo a mudanca de varidvel (2.48) e a expansio em série de Taylor de B(k ) (2.45),

resulta

+oo
A1, 8) = [[ AAKL,0)H(AK . E)exp(~ink. -u.)dak,, (2.69)

em que

H(AK | ,E) = exp [—i (i B—’{Ak’i) g] . (2.70)

n=2 n

Como os coeficientes B,(k ) dependem de Ak através do termo cos”@ vai aproximar-se
0 cos? 0 pelo seu valor médio 1/2, tornando os coeficientes B, (k| ) independentes de AK | .
Faz-se notar que, para sinais unidimensionais, os coeficientes 3, (k) sdo independentes de

Ak, logo, neste caso, ndo estd a impor-se nenhum tipo de aproximacao.
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Dentro desta suposicdo, e, retendo apenas o termo em Pp(k, ), resulta a funcdo de

transferéncia nas coordenadas (u,&) na aproximagio paraxial

H(AK | ,E) = exp {—i (EzAki) a] . 2.71)
Substituindo (2.71) na Eq. (2.69) e aplicando o teorema da convolugdo, resulta o integral de

propagacao

~+oo
Alu,8) = [[ A O (L~ B)dr, @72)
em que H(u_,&) é resposta impulsional da propagacdo livre numa direc¢do ko, dada por

H(uy,&)=F "{H(Ak,E)}
7%

‘ (2.73)
T (1+a2)E? {"20 +oc2>&] !

sendo o0 =k, /2k,.
No limite k | ; — 0, o integral de propagacdo (2.72) reduz-se ao integral de Fresnel (2.24).

2.5 Analogia entre a difrac¢ao espacial e a dispersao

temporal

A analogia DEDT € caracterizada, tradicionalmente, a partir da comparacao entre as equagoes

que descrevem a propagacao do sinal/impulso nos dois regimes, espacial e temporal.

2.5.1 Analogia DEDT primitiva

A analogia DEDT primitiva € caracterizada a partir da comparacgdo entre as Eqs. (2.14) e
(2.32) [27]. Desde logo se constata que esta analogia é incompleta; s6 € possivel estabelece-
la dentro da aproximag@o paraxial no caso da difrac¢do, e, dentro da aproximacdo até a
segunda ordem na dispersdo, no caso da propagacdo de um impulso num meio dispersivo.
Se tentarmos incluir termos de ordem superior a segunda, na dispersdo, a analogia quebra,
isto €, deixa de ser valida, como foi referido em [65].

A titulo de comparagdo com a extensdo a analogia DEDT da seccdo 2.5.2, é apre-
sentado na tabela 2.2, um resumo da analogia DEDT primitiva. Sé existe equivaléncia

entre trés parametros: direc¢do de propagacdo, coordenada transversal/perfil e termo de
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Tabela 2.2: Resumo da analogia DEDT primitiva; relacdo entre os varios
pardmetros dos dois fendmenos. GVD - dispersdo da veloci-
dade de grupo (Group Velocity Dispersion).

Dispersao Difrac¢ao

temporal espacial
Direc¢ao de propagacdo £ z
Coordenada do perfil T X
Dispersédo de 2° ordem (GVD) B> —1/ko

dispersdo/difrac¢do B,. Apesar de terem sido usados, na derivagdo da Eq. (2.14), os termos
de dispersdao de ordem zero (velocidade de fase) e um (velocidade de grupo), estes nao t€m

andlogo na derivacdo da equacao de propagacdo em difrac¢do Eq. (2.32).

2.5.2 Extensao a analogia DEDT primitiva

Como jé foi referido a analogia DEDT primitiva foi formulada através das equacdes diferen-
ciais usuais que descrevem a propagacao nos dois regimes. No caso da dispersao, a frequén-
cia portadora é normalmente introduzida a priori (Eq. (2.5)), enquanto que na difraccdo,
a frequéncia espacial portadora é considerada nula (propagacdo no eixo) e a aproximacao
paraxial é normalmente aplicada (Eq. (2.32)). Além disto, a equagdo da dispersdo é pos-
teriormente convertida numa propagacao no eixo (portadora nula) deslocando a frequéncia
temporal central para zero, através de uma mudancga de varidvel (Eq. (2.12)). Como conse-
quéncia destes procedimentos, perdem-se algumas das analogias entre os dois regimes. Para
recuperar estas analogias, introduziu-se no formalismo da difrac¢do uma frequéncia espacial
portadora (sec¢io 2.4), equivalente a frequéncia temporal portadora, tal como foi inicial-
mente proposto por Naulleau [66], e onde a aproximacdo paraxial ndo € usada. Com esta
nova abordagem da difrac¢do, consegue-se recuperar todas as analogias perdidas, resultando
numa analogia DEDT completa.

A extensdo a analogia DEDT primitiva € caracterizada a partir da comparagao entre as
equagdes diferenciais de propagacdo nos dois regimes, Eqgs. (2.13) e (2.52). Embora nestas
equacdes de propagacdo ndo apareca explicitamente uma equivaléncia entre os termos em [
e B1, ela estd presente nas equagdes de mudanga de variavéis para o tempo/espaco proprio,
Egs. (2.12), (2.48) e nas equacdes de propagacao do espectro (2.7), (2.39).

Na tabela 2.3 encontra-se resumida a extensdo a analogia DEDT primitiva, onde se
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identifica a relacdo de equivaléncia entre os varios parametros. Em particular, tem-se uma

correspondéncia entre todos os coeficientes da expansdo de () e B(k,) e surge na difrac¢do

o analogo da frequéncia portadora g, que € ky,.

Tabela 2.3: Resumo da extensado a analogia DEDT primitiva; relacdo entre

os vérios parametros dos dois fendmenos.

GVD - Group

Velocity Dispersion, TOD - Third Order Dispersion.

Dispersao
temporal

Difraccao
espacial

Direc¢do de propagagdo
Coordenada do perfil
Frequéncia

Frequéncia portadora
Largura espectral
Relagdo de dispersdo
Velocidade de fase
Constante de propagacao

Constante de propagacao
da portadora

Velocidade de grupo
Dispersao de 2* ordem
(GVD)

Dispersao de 3% ordem
(TOD)

Dispersao de ordem n

§

T

Br

_kzo / kxo

_(1 'sz)/kzo

—3(1 4 0)kyy /K,

Pn

Levando a analogia DEDT mais longe, pode definir-se o equivalente a relagdo de disper-

sdlo, isto é, a dependéncia do indice de refrac¢do na frequéncia temporal n(®), a partir da

relagcdo

B(w)

n(m)o/c =

(@)

(2.74)
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Relagdo de dispersao geométrica n(k,)
20 T T T T

ky/ko

Figura 2.9: Relagdo de disperséo geométrica n(k,) equivalente a relagdo de
dispersdo temporal (c; = 1).

em que v(®) é a velocidade de fase. A relagdo equivalente na difrac¢do a Eq. (2.74) é

ky
V(kX) ’

Bk) = n(ke)kx/cs = (2.75)
em que ¢y é o equivalente a velocidade da luz no vacuo e v(ky) é o equivalente a velocidade
de fase na dispersdo. Como esta velocidade é adimensional, serd mais apropriado chamar-
lhe taxa de variacdo de fase no espaco. Da Eq. (2.75) resulta o equivalente a relagdo de
dispersao, que a falta de melhor, podemos chamar-lhe relacdo de dispersao geométrica, visto

que resulta da orientacdo geométrica do vector ko, relativamente ao sistema de eixos,

(2.76)

No gréfico da Fig. 2.9 estd representada a variacdo de n(k,) em funcgdo de k,/ko para
cs = 1. A relag@o de dispersdo geométrica n(k,) ndo tem uma existéncia fisica, é apenas um
conceito introduzido pela analogia DEDT. A forma correcta de interpretar a figura 2.9 € a
seguinte: a propagac¢do livre em difrac¢do é formalmente equivalente a propagagdo de um
impulso num meio dispersivo cuja relacdo de dispersao, a menos de um factor de escala, tem

a forma da curva do gréfico da Fig. 2.9.
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2.6 Conclusao

Da andlise da propagacgdo livre fora de eixo da sec¢do 2.4, resultou um conjunto de novas
analogias entre a propagacao em dispersdo e difrac¢do. Ficou demonstrado que, para obter
uma analogia DEDT completa, € necessario uma abordagem fora de eixo da propagacdo
livre, em difraccdo [67-69].

A analogia DEDT, proposta neste capitulo, ndo se trata de uma nova analogia relativa-
mente a analogia DEDT primitiva, trata-se sim, de uma analogia mais extensa em que a
analogia primitiva €, apenas, um caso particular. Podemos considerar a analogia DEDT, pro-
posta neste capitulo completa, visto que existe uma equivaléncia entre todos os parametros
presentes nos dois regimes, dispersao e difraccao.

Outra consequéncia desta analogia DEDT ¢€ a introducdo do equivalente ao conceito de
aberracdo temporal introduzido por Bennett [70], que considera aberracdo as alteragdes
introduzidas no impulso devido a presenca dos termos em B3 e superiores. Estas aber-
racdes temporais sdo andlogas as aberragdes de difrac¢do, que consistem em correcgdes a
aproximacdo paraxial na propagacao livre [71-77], as quais sdo de natureza diferente das
aberracdes definidas no ambito de um sistema formador de imagem [78-80].

Fora do ambito da analogia DEDT, a andlise da propagacao livre fora de eixo da alinea
2.4 poder4 ser aplicada no estudo da propagacao de sinais em sistemas Opticos desalinhados
e na propagacao de sinais, segundo a direccdo das vérias ordens de difrac¢do de uma rede de

difracc¢ao.



Capitulo

Lente temporal

O estudo da analogia DEDT, realizado no capitulo anterior, embora tenha interesse tedrico,
por si s6 ndo apresenta de imediato consequéncias préticas relevantes.

Por outro lado, o fenémeno da difraccdo aplicado ao processamento Optico de infor-
macao, envolve o estudo da propagacdo do sinal num sistema 6ptico, formado por varios
tipos de elementos Opticos. O elemento dptico fundamental, comum a estes sistemas Opticos
¢ a lente espacial.

A funcdo de uma lente espacial (delgada) consiste na multiplicacdo do sinal de entrada

por um termo de fase quadrético do tipo

.ko(x2+y2)] 3.1)

exp |f 27

em que f € a chamada distancia focal da lente, que, para uma lente refractiva, depende da
geometria da duas faces da lente e do indice de refraccdo n do material que a constitui.

Portanto, se queremos introduzir, na fisica da propaga¢do de impulsos em meios disper-
sivos, conceitos andlogos aos do processamento optico de informacdo em difrac¢do, entdo,
¢ de fundamental importancia introduzir, no fenémeno da dispersdo, o conceito de lente
temporal que realize uma fung@o sobre o impulso andloga a Eq. (3.1). Usando a analogia
DEDT expressa pela tabela 2.3, a fun¢do da lente temporal terd de ser do tipo [17]

T
exp {—lzﬁzf} , (3.2)

em que f € a distancia focal, que naturalmente dependera do tipo de implementacgdo fisica
da lente.

O conceito de lente temporal foi pela primeira vez implementado por Kolner em 1988 [5],
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que usou um cristal electro-6ptico para criar uma modulacdo de fase do tipo dado pela Eq.
(3.2). Actualmente existem varias formas de implementar uma lente temporal: modulacio
de fase electro-Optica [5, 18, 81-84], geracdo da soma ou diferenca de frequéncias (S/DFG
- sum/difference-frequency generation) - lente temporal paramétrica [19, 20], modulacio
cruzada de fase (XPM - cross-phase modulation) [85] e auto modulag¢do de fase (SFM -
self-phase modulation) [28].

Nenhum dos modelos tedricos que descrevem estas formas de implementacdo da lente
temporal tém em considerag¢do a propagacao do impulso no interior da lente, isto €, considera-
se que B; = 0 para i > 2. Como tal, podemos considera-las andlogas a lente espacial delgada,
a qual também despreza a propagacdo do sinal no interior da lente.

Neste capitulo, € feito o estudo da propaga¢do de um impulso num cristal electro-6ptico
cujo indice de refrac¢do € modulado por uma micro-onda considerando apenas a aproxi-
macgdo de segunda ordem na dispersdo, B; = 0 para i > 3. Demonstra-se ainda que, este
sistema pode comportar-se como uma lente de perfil de indice parabdlico temporal andloga
a lente GRIN espacial (GRIN - graded-index)[56].

3.1 Lente temporal “delgada”

Nesta sec¢do sdo apresentados os varios tipos da lente temporal “delgada” (ou instantinea),
em particular, da lente electro-Optica e da lente paramétrica.

A andlise do modelo de lente temporal, do tipo SFM [28], ndo € explorada neste trabalho,
visto que esta lente ndo € passiva pelo facto de depender do perfil do préprio impulso. A fase

introduzida por este tipo de lente num impulso de perfil A(t) é dada por
o(t) =BlA(T)[*, (3.3)

em que B é uma constante caracteristica do processo SFM. Por exemplo, para um impulso
de perfil gaussiano A(t) = Agexp(—1?/213), expandindo em série de Taylor o perfil de

intensidade, retendo apenas os dois primeiros termos resulta

2
T
) =BA§(1-— ). 3.4
o) =543 (1- 75 a4
O termo de fase introduzido € quadritico no tempo T mas a distincia focal desta lente é
fun¢ao do perfil do impulso, isto €, a lente comporta-se de forma diferente para impulsos

de diferentes perfis, uma situacio indesejada em vdrias situacdes. Por exemplo, este tipo de
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lente ndo pode ser usado num sistema genérico formador de imagem temporal, visto que a
condicdo de formacdo de imagem apenas € valida para um perfil particular do impulso de
entrada.

A lente temporal implementada a partir da XFM [85] tem um principio de funcionamento
muito semelhante ao da lente temporal SFM. A diferenga encontra-se no termo de fase
introduzido pela lente que depende do perfil de intensidade de um outro impulso. O seu
funcionamento, porém, como lente temporal sé resulta em condi¢des muito especiais, em
particular no caso dos dois impulsos terem um perfil aproximadamente gaussiano, limitando
assim a sua versatilidade. Por esta razao, a analise do seu funcionamento também nao é

abordada neste trabalho.

3.1.1 Lente temporal electro-éptica ‘“delgada”

Uma das formas de obter uma lente temporal baseia-se no principio da modulagdo electro-
Optica, em que o impulso atravessa um cristal electro-6ptico, no qual o indice de refraccao é
modulado por um campo sinusoidal de frequéncia Wy, na regido das micro-ondas.

Para caracterizar o efeito da lente estudar-se-a a propagacdao de um impulso ao longo
do cristal electro-6ptico. Considerando o impulso linearmente polarizado, a propagacao ao

longo do cristal € descrita pela equacao de onda escalar (1.7)

1 O%E(r 1) 0’P(r,1)
2 oz Mo

V2E(r,1) — (3.5)
em que o subscrito i da componente do campo foi removido. O efeito da modulacio,
no indice de refrac¢do do cristal, estd incluido no termo de polarizagdo P(r,¢) na forma,
P(r,t) = Pr(r,t) + AP(r,t), em que Py (r,t) é a polarizagdo linear e AP(r,t) é a perturbagio
em P(r,t) devido ao efeito do campo da micro-onda, dado por [46]

AP(I‘,I) = _gongrefEM(r,t)E(rat)7 (36)

em que ng € o indice de refracc¢ao do cristal para a frequéncia portadora do impulso My, rer € 0
coeficiente electro-6ptico efectivo do cristal e Eyy(r, ) é o campo da micro-onda modulador,

que, por hipétese, toma a forma sinusoidal, copropagante com o impulso
EM(I‘, l‘) = Emo COS((J)MZ‘ — kMZ)- 3.7

Para resolver a equagdo de onda (3.5), vamos aplicar a SVEA ao impulso, cuja forma é

E(r,t) = A(z,t)exp[i(mot — Boz)], e introduzir a aproximacdo de 1° ordem na dispersao (B; =
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0 parai > 2) na Eq. (3.5), resultando

2
8A§z,t) ‘*’BlaAé?t) pli(wot — Boz)] = l%%_ (3.8)

Ao usar as Egs. (3.6) e (3.7) o termo do lado direito desta equacdo toma a forma:

to 0°AP(z, t) 00)0
2|30 T2 o &1 (3.9)

®
= iz—gnorefA(z, t)Eno cos [i(opt — kyz)] exp [i(@ot — Poz)],

em que 0y /Po = ¢/ng e onde se considerou a frequéncia da onda moduladora muito pequena
comparada com a frequéncia portadora do impulso, isto €, my; < ®y. Substituindo a Eq.
(3.9) na Eq. (3.8) e mudando para o tempo préprio do impulso através da mudanca de

variavel (2.12) resulta

0A
0 O rkuncos(owt + 9 (5.0, (.10)

em que

¢ = op&(B1 —ku/opy)

= oyu&(1/vg—1/vu) (3.11)
o

Av '’

€ o desvio de fase resultante da diferenga v, — vy, sendo v, = Bfl a velocidade de grupo
do impulso, vys = Wy /ky a velocidade de fase da micro-onda moduladorae 1/Av =1/v, —

1/vy. A equagdo diferencial de 1? ordem (3.10) tem como solugio

(Dono retEmo&

A(E,t) =A(0,7)exp 5

sinc(@/2) cos(oyt+9/2) |, (3.12)

em que sinc(x) = sinx/x. Como o objectivo é obter a fungdo de uma lente, vamos por

hipétese supor que:
e existe um perfeito ajuste nas velocidades, ¢ = 0,
e a duracdo do impulso é muito menor do que 1/wyy.

Nestas condigdes, sinc(0) = 1 e o coseno pode ser aproximado pelos dois primeiros termos
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da série de Taylor, resultando da Eq. (3.12)

2
Lo(@vt)” } , (3.13)

A(E,7) =A(0,7)exp[ilo] exp {—z >

em que I'og= (DongrefEMo&/%.
Resumindo, dentro das aproximagdes que levaram a Eq. (3.13) o cristal electro-6ptico
modulado por uma micro-onda funciona como uma lente temporal, cujo tempo focal, definido

por Kolner [23], é
Q0

- 2

fx (3.14)

3.1.2 Lente temporal paramétrica'

Numa lente temporal paramétrica, as caracteristicas de amplitude e fase da lente sdo obtidas
a partir de um impulso 6ptico de bombagem, por um processo nao linear de soma/diferenca
de frequéncias, o perfil do impulso de saida é uma réplica do impulso de entrada com a
caracteristica de fase do impulso de bombagem.

Existe varias formas de obter impulsos Opticos de bombagem com as caracteristicas da
lente desejadas; a dispersdo de um impulso laser ultra-curto [88] e a auto-modulacdo de fase
[89] s@o processos que podem ser usados para produzir um impulso de bombagem com o
chirp linear desejado.

Com o objectivo de demonstrar o principio basico de funcionamento da lente temporal
paramétrica vai descrever-se, de forma bastante simples, o funcionamento de um processo
ndo linear de soma de frequéncias. Os dois campos de entrada no cristal ndo linear, campo
de bombagem e campo de sinal, respectivamente, com frequéncias portadoras, ®, € ®; €

vectores de onda segundo a direc¢do z, k), € ki, podem ser descritos da forma

Ey(z,t) = Ap(z,t —z/vg)expi(@pt —kpz)], (3.15a)
Ei(z,t) = Ai(z,t —z/vg)expi (o1t — ki2)], (3.15b)

em que as velocidades de grupo das duas ondas foram consideradas iguais.
Se considerarmos um acoplamento de energia fraco entre os impulsos de entrada e o
impulso de saida, entdo podemos, em primeira aproximacao, supor que os perfis das envol-

ventes ndo variam com z; A,(z,t —z2/ve) = A,(t —2/ve), A1(2,t —2/ve) = A1(t —2/vg).

I Adaptado da referéncia [87]
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O campo a saida do cristal da terceira onda toma a forma
Er(z,t) = Ax(z,t — z/vg) exp[i (ot — koz)], (3.16)

em que o perfil a entrada do cristal € nulo, A>(0,f —z/v,) = 0.

Os dois impulsos de entrada ddo origem a uma polariza¢do nao linear co-propagante,

P (e,1) =X E1(z.1)Ep(2,1)

) (3.17)
= Xef Al (t —z/vg)Ap(t —z/vg) exp i (ot —ksz)]

(2)

sendo 0 = ®] + Oy, ks =k +kp e X, i a susceptibilidade ndo linear de 2% ordem efectiva
do cristal. Dentro da aproximacdo SVEA, a evolucdo do perfil de saida no interior do cristal

nao linear € descrita pela equacgdo [87]

o 19 W HoC 2
—+—— | As(z, 1 — = P (z,1 —i (0ot —k 3.18
(54505 ) et =2/v) = =P e esplifon — ko). 19
sendo n; o indice de refrac¢do visto por E>(z,t). Substituindo a Eq. (3.17) na Eq. (3.18) e

mudando para o tempo préprio de impulso Eq. (2.12) resulta

s (z,7)

T CA| (Tt)A,(T) exp (iAKE) (3.19)

em que Ak = kg — k» € o desfasamento entre os trés vectores de onda e C € uma constante.

Integrando a Eq. (3.19) ao longo da distancia de interaccao L obtém-se a solugao
A>(L,t) = C'A; (T)Ap(T)sinc(AKL/2), (3.20)

em que a constante C’ é definida por

.W2pC  (2) .

C =

Da Eq. (3.20) verifica-se que, para obter a mdxima conversao possivel, a constante de
propagacdo do campo com frequéncia @, tem que satisfazer a igualdade k, = kg, isto €, tem
que existir um ajuste perfeito de fase. Na pratica, existem vdrias técnicas para satisfazer esta
condi¢@o, como seja a sintonizac¢ao angular e a de temperatura. Com uma escolha apropriada

dos materiais pode-se construir uma lente temporal paramétrica com Ak = 0.

Dentro das simplifica¢des introduzidas nesta andlise, considerando um perfeito ajuste de



3.2 Lente espacial GRIN 41

fase e separando a envolvente de bombagem A, (T) nas componentes amplitude real P(t) e

fase H(t), obtém-se a saida do cristal
As(L1) o< Ay (DH(D)P(1). (3.22)

o desejado efeito de lente, caso a fase da onda de bombagem seja quadratica no tempo (chirp
linear).

Existe uma desvantagem da lente temporal paramétrica relativamente a lente temporal
electro-6ptica. Numa lente temporal electro-6ptica o sinal de entrada é modificado por uma
variagdo temporal do indice de refraccdo; logo a eficiéncia de saida neste sistema pode ser
muito alta. Numa lente temporal paramétrica o sinal de saida é proporcional ao sinal de
entrada e ao campo de bombagem, Eq. (3.20); a eficiéncia de conversao € determinada pela
intensidade da bombagem, a susceptibilidade efectiva do material e a distancia de interaccao.
A pequena distincia de interac¢do e a pequena susceptibilidade nio linear encontrada na
grande maioria dos materiais disponiveis, resulta numa eficiéncia de saida muito menor do
que aquela que se pode obter na lente temporal electro-Optica. Esta desvantagem pode limitar
o uso da lente temporal paramétrica particularmente num sistema onde seja necessario o uso

de vdrias lentes temporais em cascata.

3.2 Lente espacial GRIN

No modelo da lente temporal electro-6ptica da seccao 3.1.1, o impulso, ao longo da propa-
gacdo no cristal, “vé” sempre o mesmo perfil temporal parabdlico no indice de refraccao,
resultante da modulacdo pela micro-onda. Esta descri¢ao do fenémeno € bastante semelhante
a descricdo em difrac¢do, da propagacdo de um sinal num meio com perfil transversal
parabolico no indice de refrac¢do (meio GRIN - graded-index); o sinal “v€” sempre 0 mesmo
perfil transversal de indice ao longo da propagacdo no meio GRIN. E natural, portanto, supor
que o modelo fisico-matematico também revele estas semelhancas.

Com este objectivo em mente, vamos analisar a propagacdo, na difrac¢do, de um sinal
num meio com um perfil transversal no indice de refrac¢c@o do tipo parabdlico, de forma a
servir de comparacdo com a propagacao de um impulso num cristal electro-6ptico modulado
por uma micro-onda, tratado nas alineas seguintes.

Um meio GRIN pode ser caracterizado por um perfil transversal no indice de refrac¢ao
na forma [90]

nz(rL) _ n3 ( — Z—éri) para r| <ry | (3.23)
1 para r; >ry
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v

>
L >
0 o n= \/ x4y
(a) Geometria. (b) Perfil de indice.

Figura 3.1: Meio GRIN.

emquer; =+\/x2+y% rg= \/ (n3 —1)/(non2) € z é a coordenada longitudinal coincidente
com o eixo do meio GRIN (Fig. 3.1). Substituindo a Eq. (3.23) na equacao de onda (2.18)
obtém-se

ny »

V2E(r,,z) + K (l—n—rL) E(r,,z) =0, (3.24)
0

em que kg = Wonp/c = 2mng/A é a constante de propagag¢do num meio homogéneo de indice

ng e A é o comprimento de onda no vécuo.

Usando o método da separacdo de varidveis para resolver a Eq. (3.24) e propondo uma

solugdo do tipo E(r,z) = Ax(x)A,(y) exp(—ifz), resulta o par de equagdes diferenciais

9%A(x) 2 kgma o _

2 + [Bx — n—ox } Ax(x) =0, (3.25a)
asz()’) 2 k(%”Z 2 _

2 + [ ) — _no y }Ay(y) =0, (3.25b)

sendo B2 + B§ = k3 — B. Estas duas equagdes sdo formalmente equivalentes, logo, s6 é

necessdrio analisar a solucao de uma delas, aplicando as mesmas conclusdes a outra equacao.

Escolhendo a equac@o na variavel x e definindo o parametro de escala G,

o, = \/1/ko (no/m2)"/*, (3.26)

a Eq. (3.25a) toma a forma

2
Or—a -+ <c§ — x—) Ay (x) =0. (3.27)



3.2 Lente espacial GRIN 43

Esta equagdo é formalmente equivalente a Eq. (C.3) do Apéndice C, logo, partilham o
mesmo conjunto de solugdes, as fungdes Hermite-Gaussianas (HG), que para a varidvel x

toma a forma s

¢M%ﬂﬂﬂvmkm(—x>. (3.28)

2
20z

Chega-se as mesmas expressdes para y bastando, para isso, fazer a substituicio x — y.
Comparando a eq. (3.27) com a Eq. (C.3), os valores préprios associados as funcdes proprias
HG sao,

1/2
B2 =20+1=P=p = {21@/%(1“/2)} : (3.29)
0

com forma idéntica para B, = B,y.

Resumindo, a solucao da Eq. (3.24) toma a forma
Epn(r1,2) = ¢1(x)0m(y) exp (—iBimz) , (3.30)
sendo

Bin = 1/ k5 — BT — B2

2 m 1/2
=ko|l——4/—( 1

(3.31)

como na regido visivel do espectro temos ,/n2 /ko < 1, entdo podemos aproximar [, pelos

dois termos da expansdo em série de Taylor

Bzm%ko—,/%(umﬂ). (3.32)
0

Como as funcdes HG formam um conjunto completo e ortogonal de funcdes, qualquer

func¢do regular pode ser expressa a custa delas. No caso da funcdo ser unidimensional (1D)

A(x) pode escrever-se:?

A(x) = i a;0;(x), (3.33)
=0

em que «; € a projec¢do de A(x) na fun¢do HG de ordem /,

oo
@ = / A(x)0(x)dx. (3.34)

2 A generalizacio para 2-D é imediata visto os modos serem separdveis na coordenadas x e y.
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Considerando um sinal 1-D & entrada do meio GRIN E(x,0) = A(x,0) = A(x), ele propaga-

se no interior desse meio de acordo com a equacao

=exp(—I ooa x)exp |1 2 . )
() = exp(ikor) T l¢z<>ep[\/; <z+1/2>z] (3.35)

3.2.1 Lente espacial GRIN - aproximacao paraxial

Como a analogia DEDT estd assente na aproximacao da variacao lenta da envolvente (SVEA)
e a solucdo (3.30) ndo implica esta aproximacao, entdo, por uma questdo de consisténcia
formal, devemos resolver a Eq. (3.24) dentro desta aproximagao.

Neste caso, procuramos uma solucdo do tipo E(r,z) = A(ry,z)exp(—ikoz), em que
A(ry,z) é a envolvente lenta. Dentro da aproximacdo SVEA (aproximagdo paraxial) a Eq.
(3.24) toma a forma [65]

0A(r | ,7) k&na

— 2iky +V2A(r,,z) — 2=r2A(r,,2) =0, (3.36)
0z no

A

propondo uma solugdo do tipo A(r | ,z) = A¢(x)A,(y) exp(iPz), resulta

zazAx(x)

2
22t {Zﬁxkocﬁ - %} Ax(x) =0, (3.37)

X

onde se introduziu o parametro de escala 6, da Eq. (3.26). De forma equivalente, obtém-
se uma equacao idéntica para y, sendo B = ﬁx + ﬁy. Comparando a Eq. (3.37) com as
Egs. (3.27), verifica-se que sdo formalmente equivalentes, logo partilham o mesmo conjunto
de funcdes préprias, as fungdes HG (3.28). Os valores préprios associados serdo dados,
comparando as Egs. (3.27), (3.29) e (3.37), por

B A m
szz—]mzﬁ,_\/Z—o(l+1/2). (3.38)

Portanto, a constante de propagagdo do modo (/,m) do campo é

Bim = ko —B = ko —Px— Py

3.39
:ko—1/@(l+m+l). -39
no

Considerando o sinal 1-D E(x,0) = A(x,0) = A(x) a entrada do meio GRIN , a sua envolvente
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propaga-se no interior desse meio sob a forma

—wa x)exp |1 2
Ax) = Tt () p[ﬁ <z+1/z>z], (3.40)

e o campo propaga-se de acordo com a Eq. (3.35).

Resumindo, a tinica diferenga entre a solucao da equacao de propagagao num meio GRIN
sem a aproximag¢do SVEA, Eq. (3.24), e a solucdo da mesma equacdo na aproximagao
SVEA, Eq. (3.36), encontra-se apenas na constante de propaga¢do de cada modo do campo,
Egs. (3.31) e (3.39), sendo a diferenca entre elas da ordem do terceiro termo da expansao
em série de Taylor da Eq. (3.31), nak, 2.0 perfil dos modos do campo sdo iguais nas duas
equacgdes, (3.24) e (3.36).

3.2.2 Lente espacial GRIN - sistema processador de sinais

O meio GRIN pode ser usado de duas formas distintas: como lente, fazendo parte de um
sistema dptico, ou genericamente como sistema processador de sinais [91, 92].

Mendlovic e outros [93-96] usaram a propagacdo de um sinal num meio GRIN para
definir a transformada de Fourier fracciondria em Optica. Estes autores demonstraram que
a distribuicao transversal do sinal entre dois planos separados de z no meio GRIN se rela-
cionam através de uma transformada de Fourier fracciondria de ordem p, sendo p = z/Lp

em que
L =7/2\/no/na, (3.41)

€ o comprimento de Fourier do meio GRIN. Isto €, dois planos do meio GRIN, separados de
L, relacionam-se por uma transformagio de Fourier (p = 1).
Uma forma simples de verificar esta relacao, € usar o formalismo das matrizes ABCD. A

matriz ABCD de transformacao entre dois planos a distancia z no meio GRIN é [90]

cos(y/na/noz) \/ﬁsin(\/nz/noz)> '
—/nonzsin(/na/noz)  cos(y/na/noz)

Mgrin(z) = ( (3.42)

Uma onda plana a entrada do meio GRIN € focada num ponto a uma distancia z (transfor-
mada de Fourier) dada pela solu¢ao A = 0 em que A € o elemento da matriz do meio GRIN,
no que resulta A = cos(y/n2/noz) =0 =z = Lp = 1/2+/no/na.

Obtém-se uma relacdo de imagem invertida (transformada de Fourier fracciondria de

ordem 2) entre os dois planos quando B = 0, no que resulta z = 2Lr. Resumindo, um sinal
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A(x) FO F® = A(-x) F?® F® = A(x)

B e

Figura 3.2: Meio GRIN como sistema 6ptico processador de sinal.

"\
4

\

ao longo da propagacdo no meio GRIN vai sofrendo sucessivas transformadas de Fourier
fracciondria de ordem crescente (Fig. 3.2), e consequentemente o meio GRIN pode ser

usado como sistema processador de sinais.

O meio GRIN pode também ser usado como lente, fazendo parte integrante de um sistema
optico. Para tal vamos analisar o sistema Optico da Fig. 3.3. A relevancia da andlise
deste sistema Gptico tornar-se-a evidente aquando do estudo da analogia DEDT entre a lente
espacial GRIN e a lente temporal GRIN da sec¢do 3.3.1.

A matriz ABCD de transformacdo entre os planos P, e P, da Fig. 3.3 é dada por [97, 98]

(1 B\ (1 o 1 o\ /1 2
S_<0 1) (0 1/nb)MGRIN(L) (0 na> (o 1)' (343)

Fazendo a multiplica¢do das matrizes, obtém-se os elementos ABCD da matriz S do sistema

A= ! [nb COS( nz/n()L) —nop\/ nz/n() sin( nz/l’l()L)} N (3.443)

np
1

B:n {na\/no/nzsin( ny/noL) + nozg cos(+/na /ngL)
0

Moz (3.44b)
+ ;(;_bb [nacos( ny/noL) — nozar/n2 /ng sin( nz/noL)] },
C= —?\/nz/no sin(+/na /ngL), (3.44c)
b
D= ni [na cos(y/ny /noL) — nozgay/n2 /ngsin( nz/noL)} , (3.444)
b

sendo det (S) = AD — BC = n, /np. Uma onda plana a entrada do sistema é focada num ponto



3.2 Lente espacial GRIN 47

n, Meio GRIN n,

p

Figura 3.3: Meio GRIN como lente.

a uma distancia z; dada pela solu¢do A = 0, no que resulta da Eq.3.44a

— cot

=0 70 oy
no ny

=2 ny/nol), (3.45)
em que f7 € a distancia focal equivalente da lente GRIN, o uso do subscrito L é para explicitar
a dependéncia da distancia focal no comprimento da lente GRIN. Se +/ny/ngL < 1 entdo

podemos aproximar f7, por
np

mL’

A condic¢ao para haver uma relacdo de imagem entre os planos P, e P, € B = 0, resultando a

fo= (3.46)

condicdo de formacdo de imagem

@+nb_n_b(l_nanb 1

a W JL non2 ZaZp

) : (3.47)

se L < z4,2p a condicao de formagao de imagem toma a forma simples

Ba [ T T (3.48)
Za W JL

Concluindo, a andlise da propaga¢dao de um sinal num meio GRIN pode resumir-se em

trés pontos:

e a propagacdo de um sinal no interior do meio GRIN pode ser descrito a custa das

fun¢des HG,

e a distancia de Fourier do meio GRIN Lp, distdncia que estabelece uma relacdao de
transformada de Fourier entre dois planos, € dada pela Eq. (3.41),
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e o meio GRIN € equivalente a uma lente refractiva, cuja distancia focal f; é dada pela
Eq. (3.45).

3.3 Lente temporal electro-optica

O estudo da propagacao de um impulso num cristal com modulacao electro-6ptica, abordado
na secg¢do 3.1.1, foi realizado na aproximagao de 12 ordem na dispersao (3,, = 0 para n > 2).
Noutras palavras considerou-se que o perfil do impulso se mantém constante durante a
propagacao, viajando com uma velocidade igual a sua velocidade de grupo, ou, dito de outra
forma, a evolucdo do perfil do impulso dentro do cristal ndo é afectada. Por esta razdo
classificou-se como lente temporal “delgada” o modelo da seccao 3.1.1.

No entanto, para impulsos sub-picosegundo, 0 modelo da lente temporal “delgada” podera
ndo ser o mais adequado para descrever a sua propagacao num cristal electro-6ptico. Noutras
palavras, o comprimento caracteristico ao longo do qual o efeito da dispersao de 2% ordem,
mesmo que P, seja pequeno, altera significativamente a envolvente de um impulso é da

ordem do comprimento do cristal. O seu valor € dado por [ 1]

_ %
P Bl

em que Ty € a duragdo do impulso e B; é coeficiente de dispersdo de 22 ordem do cristal, ou

Lg (3.49)

dispersao da velocidade de grupo (GVD - group velocity dispersion).
Se, por exemplo, queremos estudar a propagacao de impulsos de comprimento de onda
A =1 um e largura temporal 50 fs < t9 < 500 fs, ao longo de um cristal de LINbO3 (B =

0,263 fs? /um para A = 1 yum"), resulta para o comprimento caracteristico Lg,

Lg, (500 fs) ~ 100 cm,

(3.50)
Lg,(50fs) ~ 1 cm.

Como na prdtica a distdncia de propagacdo de um impulso numa lente temporal electro-
optica € L ~ 10 cm[5] num cristal em bulk, podendo chegar a L ~ 160 cm numa configuracao
de lente temporal multi-passo [83] e L ~ 1 cm em moduladores electro-6pticos integra-
dos [99], pode concluir-se que um modelo que descreva a propagacdo de impulsos sub-
picosegundo numa lente temporal electro-6ptica deve ter em conta a dispersdo da velocidade

de grupo do impulso (GVD). No entanto, para impulsos cuja dura¢do seja superior a 1 ps, o

 Dados retirados de
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modelo da lente temporal “delgada” da sec¢do 3.1.1 podera ser em principio adequado.

3.3.1 Lente temporal GRIN ideal

Tendo em atengdo as consideragdes inicialmente feitas sobre a propagacdo de impulsos
sub-picosegundo em cristais, vamos introduzir na equacido de propagaciao a aproximagao
de 2% ordem na dispersao (B, # 0). Com base no modelo da lente temporal electro-Gptica
“delgada” da sec¢do 3.1.1, (Eq. (3.10)) em que se introduz a dispersdo de 2% ordem obtém-se

a seguinte equagdo que descreve a lente electro-Optica [86]

A1)  P?AT) @ 5

& 2 o = i ngrerEao cos(@y T+ 9)A(E,T), (3.51)

usando By = Wpnp/c e introduzindo o valor maximo da modulagdo do indice no cristal

3
Ao = HO%EMO (3.52)
aEq. (3.51) fica
104(E,7) PBod*A(E,T) . Ang )
i 05 5 g Por, cos(OuTH ARG, T) =0, (3.53)

Como o objectivo € encontrar a fungdo da lente temporal GRIN ideal, vamos usar as mesmas

suposi¢coes da sec¢do 3.1.1:
e existe um perfeito ajuste nas velocidades do impulso e da micro-onda, ¢ =0,
e a duragdo do impulso é muito menor do que 1/yy.

Dentro destas suposi¢des a Eq. (3.53) toma a forma

1047 B22AGT) g Ang (1 _ w?ufz> A7) =0, (3.54)
0

i d§ 2 ot? 2

em que se aproximou o cos(myT) pelos seus dois primeiros termos da série de Taylor. Para
encontrar uma solucdo desta equacdo, usando o método da separacdo de varidveis, vamos
propor uma solug@o do tipo A(§,t) = A(t) exp(iﬁ&), que, apds substituicdo na Eq. (3.54),

conduz a:

A7)
* B2 no

5 A(t) =0. (3.55)

230 (Ano B) Bo Ang 2 2

B2\ mo  Bo .
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Definindo o parametro de escala G; como

Gr = (noP2)'/* (Anoﬁowﬁ)fw, (3.56)
a Eq. (3.55) fica
024 A B 2
o2 ar(;) + lzc%% (nioo - %) - ;—%] A(t) =0, (3.57)

a qual apresenta uma forma equivalente a Eq. (C.3), partilhando, portanto, 0 mesmo conjunto

de solugdes, as funcdes HG

2
¢:(t) = CiH; (t/07) exp (—%) : (3.58)

Comparando (3.57) e (C.3), os valores préprios associados tomam a forma:

5= b= Bo [%—W,/&ﬂuﬂm
no Bo no

Considerando a envolvente de um impulso a entrada da lente temporal A(0,t) = A(7),

. (3.59)

entdo, a distancia & na lente, a envolvente serd dada por

A(E,T) =exp (iﬁoﬂi) Za,q),(r) exp [—iBomM B Ano (1+ 1/2)5_,] ) (3.60)
no ") = Bo no
em que a; é a projec¢do de A(7) na fungdo HG de ordem /, obtida pela Eq. (3.34) com x — .

Estamos, agora, em condi¢des de poder estabelecer a analogia entre a propagacao de um
sinal num meio espacial GRIN e a propagacdo de um impulso num cristal electro-6ptico.
Comparando as Egs. (3.40) e (3.26) da difrac¢do, com as Egs. (3.60) e (3.56) da dispersao,
pode definir-se a analogia entre parametros através da tabela de correspondéncia 3.1.

As Egs. (3.40) e (3.60) ndo sdo completamente equivalentes, visto que a Eq. (3.60) con-
tém um termo adicional de fase, exp(iBoAnoE/ng). Este termo de fase tem uma justificagdo
fisica simples; trata-se de um termo de correc¢io a By, devido ao facto do centro do impulso
(T = 0) e a sua frequéncia portadora “ver” sempre o valor de indice de refrac¢do ng — Ang.

Como By = Po(ro) = wong/c, uma variagdo dny produz uma variagio 8y = wpdng/c logo

BO(”O — Ano) — BO(”O) =~ (,l)()(n() — Ano — no)/C,
Bo(no — Ang) ~ Bo(n0) (1 — Ang/no).

(3.61)
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cristal
electro-6ptico

ﬁ2a { o j| ﬁZb
exp| —i
2ﬁ2beO

Figura 3.4: Sistema Optico temporal formador de imagem. A dispersdo
de entrada e saida estdo representadas por um par de redes de
difraccdo, a funcdo da lente € implementada pelo cristal electro-
optico.

Distancia focal

Para encontrar na dispersao o conceito andlogo a distancia focal equivalente da lente espacial
GRIN Eq. (3.45) vamos, primeiro, estabelecer a analogia da condi¢do de formagdo de
imagem na difraccdo. Tendo em atencdo a figura 3.4 e usando a Eq. (2.15), o integral

de propagacdo desde a entrada no sistema até a sua saida é

0—T1)* T (v —7)°
Aour( //Am T9) exp [ Bt } exp [ 2[32be0] exp [ B, } dtodty, (3.62)

onde se introduziu a funcdo da lente Eq. (3.2) (o subscrito EO € para frisar que se trata da
distancia focal da lente electro-6ptica). Do integral de propagacao (3.62) resulta a condicao

de formagdo de imagem no tempo

1 1 1

= , 3.63
B2u&a * By  PBonfro (3.63)
no que resulta
.
Agur(T) < exp {m} An(c/M), (3.64)
em que
M B2 (3.65)

BZa&a ,
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€ a ampliagdo do sistema. Isto é, a parte do termo de fase, o impulso de saida € uma imagem
do impulso de entrada ampliada do factor M. Se multiplicarmos a Eq. (3.48) por 21t /A sendo
A o comprimento de onda da luz no vécuo, resulta
ke Kk k
ey (3.66)
o woJL
em que kg = 2mn, /L. Usando a tabela de correspondéncia da analogia DEDT 2.3 chega-
se a conclusdo que as Eqs. (3.63) e (3.66) sdo andlogas desde que fgo seja andlogo de f7. A

distancia focal fgp pode exprimir-se a custa da Eq. (3.45) e das tabelas 3.1 e 2.3, como

B, ot (L. / AT?BOB20)12\4>

fEOZE

A
T BoBaey (3.67)

An() 2 -1
~ (| —BoPawpwyL |
no

onde foi feita a aproximagdo L / An—'(’)oﬁoﬁzw,z‘,, < 1.

Tabela 3.1: Tabela de correspondéncia entre parAmetros da lente espacial
GRIN e da lente temporal GRIN.

Lente Lente
temporal GRIN espacial GRIN (1-D)

Fase —iP iP
Variavel de propagacao £ Z
Varidvel de perfil T X
GVD ou taxa de difrac¢io By 1 /ko
Pardmetro caracteristico BoP2 wﬁ,lAno /no ny/no
Factor de escala Gz, (noﬁz)l/4 (AngBow3,) 14 V1/ko (no/n2) L/4
Distancia de Fourier L 7/2(BoB203,Ang/ng) ~ /2 T/2+/no/n2
Distancia focal f (An—’é"ﬁoﬁzbwﬁ,[L> - np/noL
Formacio de imagem 1/Boala+1/Bosp = 1/Bovfro  ka/za+kn/7 = ki fL

Ampliacio M —BorCs/B2aba —kazp/kpza
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Para terminar, falta s verificar que a distancia focal equivalente da lente temporal GRIN
dada pela Eq. (3.67) € fisicamente equivalente ao tempo focal definido por Kolner [23], Eq.
(3.14). A condig¢do de formacao de imagem para o sistema da Fig. 3.4 introduzida por Kolner

é
1 1 Mo

B2a&a * Bwts  fx

logo o termo a direita desta igualdade terd de ser igual ao termo a direita da igualdade da Eq.

(3.68)

(3.63). Introduzindo a versdo aproximada de fgp da Eq. (3.67) e usando a Eq. (3.52) resulta

1 Al’l() 2
~— B()CO L
BonfEO M0 M

®o
=To0y = g (3.69)
F()(D[zw
fx

Fica assim demonstrada a consisténcia fisica entre as Eqgs. (3.63) e (3.68); a relacdo entre as

duas definicoes €
1
= . (3.70)
Jeo ©oBa Tk

3.3.2 Lente temporal GRIN nao ideal

O modelo da lente temporal GRIN da seccdo anterior pressupde um ajuste perfeito entre
a velocidade de grupo do impulso v, e a velocidade de fase da onda moduladora vy,. Na
pratica, existem vdrias técnicas que garantem um ajuste quase-perfeito entre elas [99], mas

o ajuste perfeito nas velocidades é praticamente impossivel [ 1 00].

Devido a este desajuste nas velocidades v, € vy, 0 impulso no cristal afasta-se da zona
central da modulacao do indice, e, se o desajuste for grande, afastar-se-a da zona parabdlica
da modulagdo do indice de refrac¢do, invalidando esta aproximacao.

Para resolver estas limitacOes associadas ao modelo da lente temporal GRIN ideal da
seccao anterior, € necessdrio utilizar um modelo mais realista na resolucdo da equagao

diferencial (3.53), onde nenhuma aproximacao seja feita a priori. Reescrevendo a Eq. (3.53)

na forma JA(E,T)  OPA(E,1) B
2 0A T A ,T o _Oﬂ B
B 06 ov 2By O [om(tmoR)AGT), (3.71)
sendo
a—-p-—-2 (1 - n—M> : (3.72)
AV C ng
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em que 7, € o indice de refrac¢do de grupo do impulso € ny € o indice de refrac¢do efectivo
da micro-onda moduladora, vamos, entdo, tentar resolver a Eq. (3.71), usando a teoria
dos modos acoplados [46, , ]. A escolha do tipo de modos a usar na teoria € algo
arbitrdria; a unica condi¢do que se impdem € que sejam um conjunto completo e ortogonal de
funcdes. Como estamos interessados no funcionamento do cristal electro-6ptico como lente
temporal, € natural supor que as fungdes proprias da lente temporal GRIN ideal, fungdes
HG, sejam as mais apropriadas para descrever a propagacdo do impulso. Se estivéssemos
interessados na regido linear do coseno, que é o caso do processo de desvio de frequéncia
(frequency shift), entdo a escolha cairia sobre as funcdes do tipo onda plana [103, ].

Propondo uma solucao para a Eq. (3.71) do tipo

Zan ) (T — 0E), (3.73)

em que as fungdes 0, (T — o) sdo as fungdes préprias HG centradas com a lente temporal
electro-6ptica, modos préprios locais da lente®. Substituindo a Eq. (3.73) na Eq. (3.71)

resulta

v [ 2 (4,00, o, 20 0n ., BoAng _
,,;) |:l[3 <¢n o aé ) T T ZEECOS (op (T— a&))anq)n} =0, (3.74)

onde, por conveniéncia de notacdo e sem perda de legibilidade, a dependéncia explicita
nas varidveis & e T de a(§) e ¢,(t — af) foi omitida, isto é, a, = a(§) e ¢, = ¢,(T — a).

Calculando as derivadas de ¢,, usando as relacdes (C.4) do Apéndice C, resulta

Y {le [aaw 5 (m%_] e 4’)}

n=0 T
2
A RGN (Rl P
+0~)M01:2 cos (O)M (T - OC&)) an(l)n} =0,

onde foi introduzido o parametro de escala 6; dado pela Eq. (3.56). Projectando esta equagao

3 A justificacdio para o uso das funcdes HG centradas com a lente é apresentada na sec¢do 3.3.5
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no modo HG de ordem m, isto €, multiplicando a Eq. (3.75) por ¢,, e integrando em 7, resulta

L )

[\/ n_l q)n 2_ 2nT a&q)n 1—1<1——(T Otﬁ) )q)n] (3.76)

’C

2 €08 0 (2 0) and | Ot =0,

onde aparecem, a parte de factores independentes de T, termos na forma

4o 1
Y an / OpOmdt = ap, (3.77a)
n=0
+o0
y / OnOmd —a"’" (3.77b)

Z an/2n / On10ndT = \/2(m+ 1) a1, (3.77¢)

Joo
Y a / 0", —\f " i, (3.77d)
n=0

Zan\/ (n—1) /¢n 20mdT =/ (m+2)(m+1) a2, (3.77¢)

Zan@/q)n — (I)md'c—mam+\/ m=+2)(m+1) apa, (3.77)

Og

£ %(““&)W%[mam-z+<2m+l>am

(3.77g)

VD) m+2) ansa

onde foram usadas as relacdes (C.2) e (C.5) do Apéndice C. O termo em coseno da Eq.
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(3.76) pode ser calculado com a ajuda da relagao (C.6b), resultando

o0
Z ((oMcT)_Zan/(bn cos (0p (T — ak))d,dt =
n=0
Y (-2 (@uoe 2 [ —exp (— (0w /4) L2 (om0 12)
= — ————exp|— Amt2j
= MOz (m+2j)! P MOz m MOz +2j
oo .
=Y (~1)/Cllamsaj,
J=Jc
(3.78)
sendo j. = —m/2 para m par e j. = —(m— 1)/2 para m impar e onde se definiram os
coeficientes
, : , ! ,
Cl = (V2)/ (oyor) (m”i rew (— (onoe)? /4) Ly (0no:) /2), (379)

em que L,j;l sdo os polindmios de Laguerre generalizados. Substituindo as relacdes (3.77) e
(3.78) na Eq. (3.76) e apds alguma dlgebra, chega-se a um sistema de equagdes diferenciais

de 1? ordem de coeficientes constantes acopladas

2 day 1
l%zdii ~2 < m(m—1) a2 — 2m~+1)ay, ++/(m+1)(m+2) am+2)
oo (3.80)
+(;[;(; (\/m/2 am-1—+/(m+1)/2 am+1) = Y (-D)7Clamaj,
J=Jmin

sendo a,, = 0 param < 0.

Resumindo, a equagdo diferencial (3.53) de 2% ordem em T e 1* ordem em & de coefi-
cientes ndo constantes que descreve a propagacao de um impulso numa lente electro-Optica
ndo ideal foi substituida pelo sistema de equagdes acopladas (3.80) de 1* ordem em & de
coeficientes constantes.

Sdo essencialmente duas as vantagens da Eq. (3.80) relativamente a Eq. (3.53):

e A implementacido numérica da (3.80) €, em principio, mais facil e eficiente do que a
implementacio numérica da Eq. (3.53). E numericamente vantajoso substituir uma
equacdo diferencial em duas varidveis de 2* ordem de coeficientes ndo constantes por
um sistema de equagdes diferenciais de 1* ordem numa sé varidvel de coeficientes

constantes fracamente acoplado®.

4 No capitulo 4 demonstra-se, numericamente, que para impulsos sub-picosegundo o acoplamento +1 é
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e A vantagem mais significativa do modelo representado pelas Eqgs. (3.80) estd na
possibilidade de, sem resolver o sistema de equagdes, poder caracterizar-se conve-
nientemente o funcionamento da lente em funcao dos vérios parametros que a definem.
Uma caracteriza¢ao muito mais dificil de conseguir a partir da inspec¢ao directa da Eq.
(3.53).

Estamos, agora, em condi¢des de poder caracterizar o funcionamento da lente temporal
electro-Optica a partir do modelo representado pelo sistema de equacdes (3.80). A primeira
questdo que se coloca da observacdo directa das Eqs. (3.80) resulta do facto de existir
um acoplamento infinito nas equacdes. A partida, parece um problema de dificil solucdo,
mas, como serd demonstrado, este acoplamento pode ser reduzido drasticamente. Entdo
como podemos eliminar esse acoplamento infinito e quais as consequéncias fisicas dessa

aproximacgao?

Aproximacao parabdélica

Como, desde o inicio deste capitulo, estamos interessados no efeito de lente temporal, impde-
se identificar nas Egs. (3.80) em que condi¢do se pode considerar a aproximacgdo parabdlica.
Se, por hipétese, considerar-mos (wy,67)> << 1, entdio podemos aproximar os coeficientes

)y
de acoplamento C;, a menos de termos da ordem de (COMGT)Z, por

m(m—1)

C,2~ - (3.81a)
1 2m+1

0
~ — 3.81b
" (0y0r)? 4 ( )

1 2

C2 ~ \/(m+4)(m+ ), (3.81¢)
C2~0 para |j|>1. (3.81d)

Substituindo estas relacdes nas Egs. (3.80), resulta

2
o; day, 1 1 o0 ( )
—— —— =———(v/m/2a,_1—+/ 1)/2 3.82

Considerando, agora, que existe um ajuste perfeito entre a velocidade de fase da onda
moduladora e a velocidade de grupo do impulso (a0 = 0) - condi¢@o necessdria para a lente

temporal GRIN ideal - o acoplamento entre modos desaparece, resultando o sistema de

suficiente para descrever a propagacao do impulso na lente electro-6ptica.
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equacdes diferenciais de 1* ordem desacoplado

o2 day, 1

A e 1) =

3 A By (3.83)
am . A 2 Ang _

a—g—lB()(n — %K(m—i—l/@)am—o,

em que para obter a dltima equagao se fez uso da definicdo do parametro de escala da lente,
Eq. (3.56). As solucdes deste sistema de equacdes sdo, como ndo poderia deixar de ser, as
constantes de propagacdo dos modos HG da lente temporal GRIN "ideal", Eq. (3.59)

() = an(0)exp [iﬁo (ﬂ oy | 2810 /2)) g] . (3.84)
no Bo no

Concluindo, o sistema de equacdes (3.82) descreve a propagacdo de um impulso numa
lente temporal electro-6ptica na aproximagao parabdlica, considerando o possivel desajuste
nas velocidades das duas ondas. Esta diferenga nas velocidades introduz um acoplamento do
modo m com os modos m+ 1. Como as funcdes HG tem uma paridade bem definida [105];
para m par (impar) a fungdo HG € par (impar). A diferenca nas velocidades das duas ondas
tem como consequéncia a introdu¢do de uma assimetria, a saida da lente, no perfil de entrada
do impulso. Esta assimetria é tanto maior quanto maior for a diferenca nas velocidades isto

¢, quanto maior for o

Aproximaciao de 1? ordem ou quase-parabdlica

A aproximacdo quase-parabdlica ou correccao de 1* ordem a lente temporal GRIN ideal
resulta em considerar uma condi¢io menos restritiva (y,67)> < 1 do que na aproximacio
parabdlica. Neste caso, podemos reter a forma exacta dos coeficientes C,%,J para j=—1,0,4+1

e desprezar os coeficientes para | j| > 1, resultando de (3.80) o sistema de equacdes

2

S = { (V=1 =462 ayoat (Vin+ D+ 2 4G iz}

+ (2'"4“ —c,91> am (3.85)
(0

(\/m_/zam—l - \/Wam-i-l) .

<0l
iB2
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Aproximacao de ordem »

Neste grau de aproximacao, despreza-se, no sistema de equacdes (3.80), todos os coeficientes
Cy/ para |j| > n.

O grau de aproximacdo a usar estd dependente, essencialmente, da largura temporal do
impulso ao longo da propagagdo no interior da lente. Verifica-se no Capitulo 4, que, para
impulsos cuja largura seja da ordem de 2/®yy, a aproximagdo de 22 ordem (|j|nax = 2) €

suficiente para descrever correctamente a propaga¢do do impulso no interior da lente.

Nota final

No modelo da lente temporal electro-6ptica, considerando a aproximacgdo parabdlica ex-
pressa pela Eq. (3.82), verifica-se que a aproximagio (3.81b) do coeficiente C%, contém o
termo 1/(my;6;)?; este termo pode ser vdrias ordens de grandeza superior a todos os outros
termos presentes nas Eqgs. (3.80). Esta grande diferenca na ordem de grandeza dos termos
pode conduzir a um mau condicionamento numérico do sistema de Egs. (3.80).

Este problema pode ser facilmente solucionado, notando que, o termo 1/(wy0;)? é
independente da ordem m do modo e representa, fisicamente, um termo de fase constante
comum a todos os modos HG, e como tal, ndo tem significado fisico relevante. Portanto,
pode ser retirado do sistema de Eqgs. (3.80) sem alterar o significado fisico das equagdes.

Definindo o novo coeficiente modal b,, da forma

G = by €Xp (i b2 g) : (3.86)

2 ~4
O‘)MG‘C

e substituindo, por exemplo, no modelo da aproximagdo parabdlica Eq. (3.82), resulta

2

o7 db 1 o0

e B L (m+ —> b= ——— <\/m/2 b1 —+/(m+1)/2 bmH) : (3.87)
le dE_, 2 lBZ

Este sistema de equacdes € numericamente melhor condicionado, visto que, os termos restantes

sd0 da mesma ordem de grandeza. O mesmo procedimento pode ser feito no sistema de

equacdes da lente temporal electro-Optica ndo ideal, Egs. (3.80).

3.3.3 Coeficientes de aberracao da lente temporal electro-6ptica

Como foi afirmado na seccdo anterior, os coeficientes Crznj do modelo da lente temporal
electro-6ptica nao ideal sdo termos de correccao ao perfil parabdlico da lente temporal ideal.

Para estudar o comportamento destes termos de correc¢do, € conveniente definir uns novos
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coeficientes
.
—1
% _ ’;2 para J — _1
2m-+1 1 0
) + —-C,, para j=0
p¥={ 4 (oyo;)> " (3.88)
2 1

\/(m+ 4)(m+ ) —C,i para j=+1
\ G,/ para |j|>1

Na defini¢do dos coeficientes D,, foi, explicitamente, retirado o termo 1/(wyG¢)* porque,
como j4 foi explicado, é vdrias ordens de grandeza superior aos outros termos envolvidos na

Eq. (3.80) e a sua remocdo ndo traz implicagdes fisicas visto ser comum a todos os modos.

Aos coeficientes D,znj para | j| > 1 poderemos dar o nome, dentro do espirito da analogia
DEDT, de coeficientes de aberracdo, visto tratar-se de termos que introduzem uma correccao

ao perfil parabdlico da lente temporal.

Nos gréficos da Fig. 3.5 estad representada a variacdo relativa D,%f /DY para os quatro
primeiros coeficientes de aberragdo (j = +1,+2) em func¢do da ordem m do modo e do
parametro ®y;6;. O estudo desta variacdo € restrito ao intervalo 0 < wy,6; < 0.5, porque,
como se demonstra na secc¢io 4.3.1, este € o intervalo de valores do parametro m;G; com

interesse pratico.

Da andlise dos gréficos da Fig. 3.5 podemos constatar que os coeficientes de aberragao
de ordem superior (j = £2) sdo cerca de uma ordem de grandeza inferiores aos de primeira
ordem (j = =£1).

Para o mesmo modo m e ordem j, os coeficientes de aberracdo siao func¢ao crescente do
parametro my,G;. Este comportamento pode ser explicado como a seguir se indica. Para
lentes funcionalmente iguais (o igual) Eq. (3.56), o aumento na frequéncia @y, da onda
moduladora é acompanhado por uma diminui¢do temporal da regido parabdlica (propor-
cional a 1/my). Para uma regido parabdlica mais estreita o0 modo HG, que representa o
impulso, ”vé* uma modulagdo de indice mais afastada do perfil parabdlico, dai necessitar de

uma maior correc¢ao a sua propagacdo no interior da lente.

Para a mesma ordem do coeficiente de aberragdo (mesmo j) a sua grandeza relativa
aumenta com a ordem m do modo. A explicacdo para este comportamento € simples. A

extensao temporal AT do modo HG aumenta com a ordem m [106]

Atocy/m+1/2, (3.89)

e quanto maior for a extensdo do modo HG mais ele se afasta da zona parabdlica do perfil de
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Figura 3.5: Variacdo relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberracao DY (j==+1,+£2) em
fun¢do do pardmetro )G+ para as ordens m = {5, 10, 15,20,30,100}.
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indice da lente, isto €, quanto maior for a ordem m, menos parabdlico € o perfil de indice que
o modo “’vé*, e terd de sofrer, por consequéncia, uma maior correc¢do, na sua propagacio no

interior da lente.

No grafico 3.5f, param = 100 e j = 2, observa-se um decréscimo relativo de D%f a partir
de wy;6; > 0.33. Como se pode observar nos graficos da Fig. 3.6, este decréscimo relativo
de D,znj ¢ o inicio de um comportamento oscilatério que tende para zero com o aumento de
Wy 07. Verificou-se que este comportamento € em principio comum a todos os D,%{ para
| /| > 2 e inicia-se mais cedo (menor my;G;) com o aumento da ordem m do modo. O caso
de D,%{' para j = 41 apresenta um comportamento distinto, tende, com o aumento de ®y;Cr,

a estabilizar num valor limite diferente de zero.

10 T T T T 10° T T

107!

102
f

A2
\‘J
4
I WA
4

(@)ym=10 (b) m = 100

Figura 3.6: Variacdo relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberragio D,%f (j==+1,£2) em
fun¢do do pardmetro wy,Gr para as ordens m = {10,100}.

Demonstra-se, no Capitulo 4, que a introdugio dos coeficientes de aberragéo (j = +1,+2)
no modelo da lente temporal electro-6ptica é condicionada pela duragc@o temporal méxima do
impulso no interior da lente, sendo necessdria, apenas, para impulsos cuja a duracdo maxima
¢ da ordem de 2/my,. Para impulsos sub-picosegundo (inferior a 2/®y,), o modelo da lente
temporal electro-Optica na aproximacao parabdlica (Eq. (3.87)) € suficiente para descrever

convenientemente a propagacao do impulso dentro da lente.
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3.3.4 Importancia da diferenca de velocidades v, —v), na lente

temporal electro-optica

Analisando em pormenor as Eqgs. (3.87), podemos inferir o grau de importancia do desajuste
entre a velocidade de fase da micro-onda vy, € a velocidade de grupo do impulso v,, ou, de
forma equivalente, a diferenca entre o indice refraccio efectivo da micro-onda ny, e o indice

de refrac¢do de grupo do impulso 7.

A variagdo de b, em & é governada por trés termos - os termos em by, 1] € 0 préprio
termo em b,,. Comparando a grandeza relativa destes termos, podemos chegar a um valor
maximo de ny; — ng, a partir do qual o perfil do impulso € significativamente alterado pela
lente temporal electro-6ptica. Aproximando a equacdo diferencial (3.87) por uma equagdo

de diferencgas
dby _ bu(§+L) — bu(8)
g = L ’

em que L € a distancia de propagacdo na lente temporal, resulta
oL 'BZL 1
bn(&+L) == (/2 b1 () = Vim T D/ 2bur (8)) + (1= iy (43 ) ) bu(®)
T

T
(3.91)
A partir do termo associado a b, podemos identificar, grosso modo, dois regimes; regime

(3.90)

em que a distancia de propagacdo na lente € muito pequena, tal que o efeito da dispersdo de

2% ordem no impulso é desprezavel

ot

PR 172y

(3.92)

e o regime em que a distancia de propagacao € suficientemente grande para que o impulso

sinta o efeito da dispersdo de 2* ordem
L>L,. (3.93)

L, é a distancia caracteristica de propaga¢do na lente que define a separacdo entre os dois

regimes.

Considerando b,,+1 ~ b, (como se justificard na sec¢do 4.2), podemos fazer a aproxi-
magao

bm
)2 by — (m+1)/2bm+1~2mm(m+l/2), (3.94)
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e substituindo esta aproximacao na Eq. (3.91) resulta

00;

Ba2m~/2m

Nesta equagdo o termo que contém o sobrepde-se aos restantes termos se

bu&4+L) ~ —( L/L,— (1 —z'L/Lv>) (). (3.95)

o> 2m\/_ —— para LKL,
3.96
oc>2m\/%l;—T para L,?JLV7 o0
ou em termos dos indices de refraccdo, usando a Eq. (3.72),
ny > (1+2m\/_ BIBZT Ij)ng para LKL,
, 3.97
ny > (1 +2m\/2m %) ng para L2 L, oo
parany > ng €
ny < (l —2m\V2m 5[152 V) ng para L<L,
ot , 3.98
ny < (1 —2m\V2m B?Gr) ng para L2 L, ( :

para ny < ng.

As relagoes (3.97) e (3.98) foram obtidas para um modo m e ndo para o impulso. Para
estudar o efeito da diferenca de velocidades no perfil do impulso devemos usar, nas Egs.
(3.92), (3.97) e (3.98) , o valor de m dado pela média pesada

i — L o] (3.99)

)
Yo |am]
ou, se 0 nimero de modos necessario para representar o impulso for da ordem da unidade,

usar o maior valor de m.

As relagdes (3.97) e (3.98) dao-nos uma ideia sobre a ordem de grandeza que terd que
existir na diferenca entre o indice de refraccao efectivo da onda moduladora e o indice de
refrac¢do de grupo do impulso, para que essa diferenga resulte numa alteracao significativa

no perfil do impulso a saida da lente.
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Exemplo

Consideremos uma lente temporal electro-Gptica de LINbO3 de escala 6; = 255 fs, By =
0.263 fs? /um, B = 7.41 fs/um para um impulso de comprimento de onda da portadora
A =1 um com largura a meia altura em amplitude 6, = 500 fs. Este impulso, a entrada
da lente, necessita de m = 5 modos para ser correctamente representado. Para estes valores
obtemos, da Eq. (3.92), L, ~ 4.5 cm e da Eq. (3.97) o valor mdximo do indice da micro-onda

a partir do qual o perfil do impulso € alterado significativamente,
0,02
L(cm)
(M) max = 1,0044 ng para L= 4.5cm

(nM) max =~ (1 + ) ng para L < 4.5cm

(3.100)

Concluindo, se o comprimento efectivo do cristal for da ordem dos 5 cm, temos entdo de
garantir que a diferenca de indices das duas ondas seja inferior a 0.004 para que o impulso

ndo seja distorcido no interior da lente.

3.3.5 Justificacao para o uso de modos centrados com a lente
0n(T—0&)

Como foi dito anteriormente a escolha das fungdes préprias a usar na teoria dos modos
acoplados € algo arbitraria, a inica condi¢io que as funcdes t€m de satisfazer é que seja um
conjunto completo e ortogonal.

A partida a escolha mais apropriada do conjunto de funcdes a usar recai sobre as fungdes
HG centradas com o impulso ¢,(1), visto que sdo fun¢do de apenas uma variavel e conse-
quentemente poder resultar dai um sistema de equacdes diferenciais acopladas mais simples.
Mas como serd demonstrado esse nio € o caso.

Comecando pela Eq.(3.53) que descreve a propagacdo do impulso na lente temporal
electro-Gptica, usando a identidade trigonométrica cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b),
a Eq. (3.53) fica

10A(E, 1) Bpd%A(E,7) Ang
i & 2 o —Po 1o

[cos(@) cos(mpT) — sin(@) sin(wpT)]A(E,T) = 0.
(3.101)
Vamos entdo resolver esta equacao usando a teoria dos modos acoplados seguindo um
procedimento em tudo semelhante ao usado na seccao 3.3.2, propondo uma solugdo do tipo

(3.73), substituindo os modos centrados com a lente ¢, (T — o) pelos modos centrados com
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o impulso 0,(1), N
AGT) = Zoan@%(r)- (3.102)

Introduzindo esta solugdo na Eq. (3.101) e projectando o resultado no modo ¢,,(T) chega-

se a equacado

o2 da, [1

e = |V D Dansa = 00 +1/2)an + 3G D2

cos(@) =
G‘%(Dizvl n=0

an/cos(mMT)¢n¢de (3.103)

sin(@) £
Jr62(92

TYM n=0

—+oo
an / sin(@y7)0,9,,dT = 0.

—o00

Os termos desta equag@o em sin(®yT) e cos(wyT) podem ser calculados com a ajuda das
relacdes (C.6) do Apéndice C,

~+oo

Y an / cos(@uT)0n0ndT = (010)2 ¥ (—1)IC2ap ), (3.104a)
n=0 " J=e
S 2 2+
Y an / sin(@yT)0nOmdT = (0nr07)" Y, (—1)7C/ a1, (3.104b)
n=0 J=ls

em que os limites inferiores dos sumatdrios em j sdo j. = —int(m/2) e j; = —int((m+1)/2)

e os coeficientes C,J;, sdo os mesmos definidos na Eq. (3.79). Substituindo as Egs. (3.104) na
Eq. (3.103) resulta um sistema de equagdes diferénciais de 1* ordem em & de coeficientes

ndo constantes infinitamente acopladas.

2

Ot dam |1 1 1 -

B e |Vt D2 e =S lmet 1/2)an+ g mlm = 1) an (3.105)
oo . o '

— Y [cos(9)(—1)ICE apmiaj—sin(@)(—1) ICH T apiaji1] =0.

]:(]u]v)

Comparando a estrutura desta equacdo com a Eq. (3.80) facilmente se chega a conclusao

que a Eq. (3.80) € bem mais simples do que a Eq. (3.105). As diferenca entre as duas sao:

e os termos de acoplamento da Eq. (3.105) sdo oscilatérios em & devido a presenca do
sin(@) e do cos(@) (¢ =< &). No caso da Eq. (3.80) os termos sdo constantes.
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e A Eqg. (3.105) tem mais um acoplamento infinito.

Todas estas diferencas tornam a caracterizacdo do modelo de lente temporal electro-
Optica representado pela Eq. (3.105) mais dificil do que a partir do modelo representado pela
Eq. (3.80). A implementagdo numérica da Eq. (3.105) introduz um conjunto de dificuldades
adicionais relativamente a Eq. (3.80).

Concluindo, as dificuldades adicionais do modelo das fun¢des HG centradas com o

impulso, justificam a preferéncia pelo modelo das fun¢des HG centradas com a lente.

3.4 Conclusao

Neste capitulo foi proposto um modelo da lente temporal electro-6ptica mais realista do que
o existente até esta altura. O modelo proposto neste trabalho tem em conta a dispersdo do
impulso no interior da lente e tem em consideracdo o possivel desajuste entre a velocidade
de grupo do impulso e a velocidade de fase da micro-onda, sendo portanto apropriado para
descrever a propagacdo de impulsos com duragdo de sub-picosegundo.

No caso da lente temporal electro-Optica ideal (v, = vys) demonstra-se que o seu fun-
cionamento € formalmente andlogo ao da lente espacial GRIN. Tendo como consequéncias
imediatas poder trazer para o dominio do tempo toda a teoria associada as lentes espaciais
GRIN e, em particular, poder definir a transformada de Fourier fraccionaria [94, 96, —

] e a fungdo de distribuicao de Wigner [44, 45, 93, , ] a custa dos parametros
caracteristicos da lente temporal electro-6ptica ideal.

O modelo da lente temporal electro-6ptica ndo ideal (v # vas) possibilita nomeadamente
e Definir e caracterizar os coeficientes de aberracdo da lente.

e Caracterizar qualitativamente a importancia do desajuste nas velocidades de grupo do

impulso e de fase da micro-onda no perfil do impulso.

e Uma implementa¢do numérica mais simples do que aquela que seria necessdrio para

implementar a Eq. (3.71).






Capitulo

Simulagdes

O objectivo deste capitulo € ilustrar qualitativamente algumas das consideracdes apresen-
tadas nos dois Capitulos anteriores, por meio de simulagdes numéricas.

Sdo apresentadas simulacdes da propagacdo livre fora de eixo em difraccdo, onde se
analisa, apds a propagacgao, a variacao na distribuicdo de amplitude do sinal de entrada em
fungdo da direccio de propagagdo. E, também, apresentado o estudo da propagacio de
um impulso numa lente temporal electro-Optica, usando para isso, 0 modelo proposto no
capitulo 3. Este estudo tenta, simultaneamente, caracterizar a lente temporal electro-dptica
e comparar o funcionamento, dentro do modelo proposto, dos varios niveis de aproximacao

permitidos pelo modelo.

4.1 Simulacao da propagacao fora de eixo em difrac¢ao

Nesta sec¢do € apresentado um conjunto de simula¢des da propagacio em difrac¢do, a uma
dimensdo, de uma fun¢do rectangulo para varias direccdes de propagacdo Yy e para dois

regimes de propagacdo, caracterizado pelo nimero de Fresnel [¢]

(4.1)

em que a € a largura do rectingulo, A o comprimento de onda e z a distdncia de propagagio
segundo o eixo dos zz.

A simulagdo resulta da implementacdo numérica da Eq. (2.39) sendo B(k,) calculado
a partir da versao a uma dimensao da Eq. (2.42). Os valores dos parametros usados nas

simulacdes sdo:

e largura da abertura rectangular a = 50 ym,
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e comprimento de onda luz A = 0.6328 um,

e nimero de Fresnel N = {1,10} que corresponde a uma distdncia de propagacéo

segundo o eixo dos zz, respectivamente z = {988,99} um,
e direc¢do de propagagdo y= {6°,32°,48°},
e grau de aproximacdo no cdlculo de B(ky): de B, até Pq,
e niimero de pontos de amostragem das fungdes n =213 e
e extensdo espacial de amostragem Ax = 128 a = 6.4 mm.

O valor da largura do rectangulo a = 50 um foi escolhido de forma que a frequéncia ko /10
tenha um peso relativo suficientemente grande no conjunto espectral da funcio rectangulo
(fun¢do sinc), o qual corresponde a posi¢dao do 7° lobolo lateral do sinc. Simultaneamente,
pretende-se poder reconstruir aproximadamente o rectangulo, a partir da funcao sinc, filtrada
com um filtro passa baixo de largura k¢ /5.

A escolha dos restantes valores para os parametros de simulacio teve como objectivo
satisfazer as condi¢des de equivaléncia entre a transformada de Fourier continua e a trans-
formada de Fourier discreta [114] e, em particular, garantir uma amostragem correcta das
fungdes (no sentido de Nyquist), tanto no dominio espacial como no dominio espectral.

Normalmente, a dificuldade no célculo correcto da transformada de Fresnel (propagagao
no eixo) estd em garantir uma amostragem correcta da fase quadrética Eq. (2.27) [1 15-124].
A variacdo mais lenta desta fase é na regido em torno da origem, sendo maior quanto mais
se afasta desse ponto. Na propagacdo fora de eixo, o termo de fase pode ter uma variagio
mais rapida devido a presenga de termos superiores ao quadrado e encontra-se deslocado
relativamente a origem do eixo, tanto mais quando maior for o angulo .

No que diz respeito a amostragem da fase, as caracteristicas presentes na propagagao
fora do eixo apresentam, por isso, uma dificuldade adicional, relativamente a propagacao
no eixo. O conjunto dos valores escolhidos para os parametros de simulac¢do, ndo sendo
unicos, garantem a correcta amostragem das funcdes intervenientes e servem 0 proposito
desta sec¢ao: demonstrar os resultados resumidos na tabela 2.1 (pag. 29).

Analisando globalmente os gréficos das figuras 4.1-4.3, podemos dizer que as correc¢des
na amplitude, introduzidas pelos termos em B3 e B4, sdo mais visiveis para valores maiores
de Nr (pequena distancia de propagacgdo) e localizam-se, essencialmente, na regido central
do perfil. As correc¢des para pequenos valores de Nr sdo visiveis nas regides limitrofes da

distribuicdo. A explicagdo é simples: para Ng = 10, as frequéncias mais elevadas (a variacao
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Figura 4.1: Perfil de intensidade da propagacdo de uma funcio rectangulo de

largura @ = 50 um; A = 0.6328 um e Yy = 6°. Nos dois graficos os
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vermelho. (a) Ny = 1; (b) Ny = 10.
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mais rapida do perfil) encontram-se na sua regido central e para N = 1 aquelas frequéncias
situam-se na regido limitrofe.

Para a direc¢do de propagacao y= 6° (Fig. 4.1), a introducgdo dos termos em B3 e P4
ndo provocam uma alteragcdo significativa ao perfil. Para 7= 32° e 48° (Figs. 4.2 e 4.3)
as correcgoes introduzidas pelos termos em B3 e B4 sdo mais significativas, observando-se,
inclusivamente, diferencas entre a correc¢cdo com 3 e B4, sendo esta diferenga mais visivel
para 'y =48°.

Embora a anélise que levou aos resultados expressos na tabela 2.1 (pag. 29) tenha sido
feita sem considerar o peso relativo da frequéncia ko /10 no conjunto espectral do sinal, esses
resultados estdo qualitativamente de acordo com os resultados das simulacdes apresentadas

nesta secc¢do.

4.2 Representacao modal de um impulso

Para estudar a propagacdo de um impulso numa lente temporal electro-Optica € necessario
projectar o perfil do impulso nos modos préprios HG da lente.

Em teoria, a equivaléncia formal entre o perfil real do impulso e a sua representagdo, a
partir das fungdes HG, s6 € possivel usando um nimero infinito de modos, Eq. (3.33). Na
pratica, esta condi¢@o ndo € vidvel, sendo necessario encontrar o nimero finito de modos HG
que represente de forma suficientemente aproximada o perfil real do impulso.

Na lente espacial GRIN o nimero maximo de modos HG que podem ser usados para
representar o sinal a entrada da lente é imposto pela abertura fisica da lente [106]. Quanto
maior for a ordem m do modo HG, maior € a sua extensao espacial; logo existe uma ordem
maxima a partir da qual os modos deixam de “caber” dentro da lente, isto €, ndo se propagam.

No caso da lente temporal GRIN, podemos definir como abertura da lente a regido em que
a modulag@o do indice é aproximadamente parabdlica ~ 2/®y,. Tratando-se apenas de uma
defini¢do, ela ndo impde uma limitacdo fisica ao nimero de modos que podem propagar-se
na lente. Expliquemos com um exemplo: consideremos um impulso de duragcdo temporal
muito inferior a abertura da lente, e para o qual € grande o nimero de modos HG necessario
para o representar, tal que os modos de maior ordem tém uma extensdo temporal superior
a abertura da lente (> 2/myy). Se durante a propagacdo, no interior da lente, o impulso se
mantém sempre dentro da regido parabdlica, entdo, todos os modos HG (que no seu conjunto
representam o impulso) devem propagar-se dentro da mesma condicao fisica (aproximacao
parabdlica). Nao é fisicamente correcto limitar o nimero maximo de modos HG, visto serem

necessarios para reconstruir correctamente o impulso no interior da lente.
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No entanto, existe uma limitagdo matematica, inerente ao facto da teoria de propagagao
de impulsos em meios dispersivos estar assente na aproximacao da variacao lenta da envol-
vente - SVEA, descrita na secc¢do 1.3.2, isto €, ndo se pode representar um impulso com os

modos de mais elevada ordem m que violem esta aproximacao.

Impde-se, entdo, saber quantos modos HG sdo permitidos pela aproximacdo SVEA. Para
fazer uma estimativa deste nimero, vamos considerar um impulso com um perfil A(t) =
®2m(T). Substituindo este perfil na condicdo SVEA Eq. (1.9b) resulta

T
— G_HZm < |0oH2m|, 4.2)
T

aHZm
ot

na regiao de varia¢ao mais rapida de H,,, (na vizinhanca de T = 0) e para m elevado podemos,

usando a relacdo assimptética (C.7) do apéndice C, reescrever a desigualdade (4.2) na forma

‘2(5@ sin(2y/m/67)| < |@gcos(2y/m/cy)|. (4.3)

T

Integrando o |sin()| e o |cos()| ao longo de um periodo, resulta a condi¢do para o nimero

maximo de modos permitidos pela aproximagao SVEA

W07\ 2
mmax << ( 02 T) . (4'4)

Para valores tipicos, 0y ~ 1 fs ! e 61 > 200 fs, temos
Mynax < 10% (4.5)

isto é, 0 niimero maximo de modos permitidos pela aproximagio SVEA & da ordem de 10°.
Este nimero de modos €, em principio, suficiente para representar um impulso da ordem dos

10 fs, duracdo limite do impulso permitido pela aproximag¢do SVEA.

Para estudar a representacdo modal de um impulso calcularam-se os coeficientes de

projec¢do para varias larguras de um impulso de dois tipos de perfis, gaussiano

’CZ

e sech
sech(t/0s). 4.7)

Nos graficos da Fig. 4.4, estdo representados os coeficientes de projeccao a,, normaliza-
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dos para os dois tipos de perfil. Como era de prever, quanto menor for a razao entre a largura
do impulso {0¢,0s} e a escala da lente temporal EO 6; maior € a contribui¢do dos modos
de ordem superior na reconstru¢do do impulso, isto €, mais modos serdo necessdrios para
reconstruir de forma suficientemente aproximada, o perfil real do impulso. Esta afirmacao
estd ilustrada nos gréficos da Fig. 4.5, onde a reconstrucio dos dois perfis do impulso em
funcdo do nimeros de modos usados é comparada com o perfil real. O tempo T nos graficos
estd em unidades de 6;. Nos graficos 4.5a e 4.5b, a md reconstrucdo da regido limitrofe do
impulso € explicada pelo facto do modo HG de maior ordem, usado na reconstrucao, ter uma
duracdo temporal inferior a do impulso. Nos restantes graficos da Fig 4.5, a ma reconstrucao
resulta do facto da largura espectral do impulso ser superior a largura espectral do modo HG
de maior ordem, isto €, os modos usados na reconstrucao nao t€m espectro suficiente para
representar o impulso.

A titulo de exemplo, para 67 = 200 fs e 6 = 0.16; = 20 fs sdo necessarios cerca de 300
modos HG para reconstruir o perfil do impulso gaussiano, valor inferior a m,,,, calculado
anteriormente.

Neste trabalho, foi usado um critério grafico para determinar o nimero de modos HG
necessdrio para representar convenientemente o perfil real do impulso. Quando graficamente
ndo havia diferengas entre o perfil real e o reconstruido, verificou-se que a diferenca média

na amplitude entre os dois perfil era sempre inferior a 1073, isto é

1Y -
N Z |Areal (Ti) _Arec(Ti)| <10 3 4.8)
i=1
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4.3 Lente temporal electro-optica de Niobato de Litio

O objectivo desta sec¢io é caracterizar o funcionamento da lente temporal EO. E usada nas
simulacdes a curva de dispersdo do cristal de Niobato de Litio, LINbO3, normalmente usado
no fabrico de lentes temporais EO. O uso do LiNbO3 na construcdo das lentes temporais EO
justifica-se pelos elevados valores dos coeficientes electro-Opticos que este cristal apresenta.

Embora este estudo seja exclusivamente sobre a lente temporal EO de LiNbOs3, ele pode
ser generalizado para qualquer outro cristal, desde que as caracteristicas de dispersao sejam
da mesma ordem de grandeza das do LiNbO3.

No Apéndice D € apresentado o algoritmo que implementa numericamente a propagagao

de um impulso numa lente temporal EO.

4.3.1 Variacao da escala da lente temporal electro-optica

A escala da lente temporal EO definida pela Eq. (3.56) € o parametro que caracteriza por
completo a lente. Numa observacdo mais cuidada da Eq. (3.56), verifica-se que estdo

presentes todas as grandezas de que depende o funcionamento da lente temporal EO:

e propriedades Opticas do cristal: ng, Bo € B2,
e frequéncia da micro-onda moduladora: ®yy,

e ¢ a modulacdo méxima do indice Ang, o qual depende do processo de fabrico da lente,
nomeadamente, das dimensdes geométricas do cristal, eficiéncia do efeito-electro-

dptico, tensdo eléctrica da micro-onda, etc.

E de especial importancia, portanto, durante o projecto de fabrico da lente, conhecer o
comportamento da escala da lente em fun¢do dos varios parametros.

Nos grificos da Fig. 4.6 estd representada a variacdo da escala da lente temporal EO de
LiNbO3 em fungio da frequéncia portadora do impulso wg = [1,4] fs~! (A = [0.47,1.9] um)
e da frequéncia da micro-onda moduladora wy =]0,0.63] ps~! (vy =]0,100] GHz), para
dois valores da modula¢io méaxima do indice Ang = {107%, 1074} . Da andlise dos gréficos,
verifica-se que a escala da lente varia dentro do intervalo 200 fs e 1.8 ps, aproximadamente.
Uma outra caracteristica que se observa para g > 1.5 fs~!, é que a escala é praticamente
independente da frequéncia portadora do impulso (linhas equi-escala quase verticais). Logo,
para a mesma modulacdo maxima do indice, a frequéncia da micro-onda moduladora é o
parametro mais importante na defini¢do do valor da escala da lente.

Um outro pardmetro de particular interesse é o produto wy,Cz, Visto ser este parametro

que determina a grandeza dos coeficientes de aberragdo definidos na seccdo 3.3.3. Nos
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Figura 4.6: Variacdo do parametro de escala da lente temporal electro-dptica
o; em fungdo da frequéncia da micro-onda moduladora my, e da
frequéncia portadora do impulso @ para: (a) Any = 107%; (b)
Ang=107%.
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Figura 4.7: Variacdo do pardmetro wy 0. da lente temporal electro-6ptica em
fun¢do da frequéncia da micro-onda moduladora o, e da frequéncia
portadora do impulso g para: (a) Any = 107%; (b) Ang = 1074.
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grificos da Fig. 4.7 estd representado a variagdo de wy6; em funcdo de my e myy, para
o mesmo intervalo de valores dos gréficos de 6;. Como se pode verificar, o parametro m,;C
varia, aproximadamente, entre 0.04 ¢ 0.4 ¢ para @y > 1.5 fs~! é praticamente independente
de mp. O estudo da variacdo dos coeficientes de aberracdo, realizado na sec¢do 3.3.3, apenas
para valores wy;0; < 0.5 € justificado pelo facto de o valor maximo de m,G; ser da ordem
de 0.4.

4.3.2 Lente temporal electro-optica: Processador de sinal

Como foi explicado no Capitulo 3, a lente temporal electro-6ptica ideal ndao funciona apenas
como uma lente. Pode funcionar como um sistema processador de sinal, onde o impulso ao
propagar-se na lente sofre, sucessivamente, transformadas de Fourier fracciondrias. Sendo a
ordem p da transformada de Fourier fracciondria dada por p = z/Lr, em que z € a distincia
de propagacdo na lente e Ly a distancia de Fourier da lente (Tabela 3.1), a intencdo nesta

seccdo € ilustrar este funcionamento.

logyo(Lr) com Ly em cm. Ang = 1074

1
i

24 ——t— |

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
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1.0

Figura 4.8: Variacdo do logaritmo da distdncia de Fourier, log;y(Lr),
da lente temporal electro-Optica de LiNbO3, em funcdo da
frequéncia da micro-onda moduladora ®,; e da frequéncia
portadora do impulso ®g para Ang = 10~%; Ly em cm.
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No gréfico da Fig. 4.8 estd representada a variagdo da distancia de Fourier Lr (log;o(LF)),
em fun¢do da frequéncia da micro-onda moduladora my; e da frequéncia portadora do im-
pulso ®g para Ang = 10~%, num cristal de LiNbO3. Dentro do intervalo dos valores consid-
erados de my; e ®y 0 logm(LF) varia, aproximadamente, entre 1 e 3, isto €, Ly pode variar
entre 10 e 1000 cm. Para outros valores da modulagdo maxima do indice Any, a distancia de

Fourier pode ser calculada, através da relacao

logo (L}?) - %1og10 (An(()l) /An(()z)) +logy, (L}”) , 4.9)

onde se usou a defini¢io de Ly da Tabela 3.1. Por exemplo, para Ang = 107°, a distancia de
Fourier aumenta uma ordem de grandeza relativamente ao seu valor para Ang = 10~

Na pratica, podera ser muito dificil implementar uma lente temporal EO processadora
de sinal, visto que, s6 se consegue valores de L praticos (< 10 cm) para valores extremos,
quer da frequéncia da micro-onda moduladora (vy; > 60 GHz), quer da modulagdo méaxima
do ndice (Ang ~ 10~%).

Os gréficos das Figs. 4.9, 4.10 e 4.11 representam a variacdo da amplitude e fase de
trés impulsos gaussianos de duragdio FWHM em amplitude 6, = {800,300,200} fs durante
a propagacdo numa lente temporal EO de comprimento igual a duas vezes a distancia de
Fourier, 2Ly (L = 38.9 cm e o; = 255 fs para @y = 1.88 fs~!, viy = 50 GHz e Any =
10_4). No plano z = Lf, temos a transformada de Fourier do impulso e a saida da lente,
Zz = 2LF, temos uma imagem invertida do impulso de entrada. Nos planos intermédios,
temos a transformada de Fourier fracciondria de ordem p = z/Lp.

Os graficos da Fig. 4.12 representam a fase do impulso 2 entrada e 2 saida da lente. A
parte de uma diferenga de fase de /2 entre a entrada e a saida, justificada pelo termo de
fase constante presente na Eq. (3.60), a fase do impulso de saida é perfeitamente igual a
fase do impulso de entrada. Os saltos de 7, que se observam nos dois gréficos, resultam da
reconstru¢do do impulso a partir de um nimero finito de modos HG. Este fenémeno pode
ser minimizado, ou até anulado (€ o caso do impulso 6, = 800 fs), se usar um nimero maior
de modos; no entanto, ocorrem numa regiao onde praticamente ja ndo existe impulso, nao

sendo, por isso, um problema a considerar.
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Figura 4.9: Evolugio de um impulso de perfil gaussiano, 6, = 800 fs, no interior
da lente temporal electro-6ptica de comprimento 2L (a) amplitude,
(b) fase.
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Figura 4.10: Evolu¢do de um impulso de perfil gaussiano, ¢, = 300 fs, no
interior da lente temporal electro-Optica de comprimento 2Lg: (a)
amplitude, (b) Fase.
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Figura 4.11: Evolu¢do de um impulso de perfil gaussiano, 6, = 200 fs, no
interior da lente temporal electro-6ptica de comprimento 2Lg: (a)
amplitude; (b) fase.
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4.3.3 Importancia dos coeficientes de aberraciao

Nesta seccdo demonstra-se o efeito dos coeficientes de aberragdo, definidos na secc¢ao 3.3.3,
na amplitude e fase do impulso. Os valores dos parametros da lente temporal EO usados
nestas simulagdes sdo 0os mesmos da sec¢do anterior, com a excep¢ao do valor méximo da
modulacdo do indice, Ang = 1076. A escolha deste valor de Ang garante um valor de ;0
relativamente grande e consequentemente valores relativamente grandes dos coeficientes de
aberracdo. Os parametros da lente EO tomam os valores: 6; = 807 fs, Lr = 389 cm e
oy 07 = 0.25. O perfil parabdlico de indice da lente usada nestas simulacdes tem uma
duracdo de 2/my; = 6.4 ps. Para se poder visualizar convenientemente o efeito de correcgo,
em fun¢do da duracdo do impulso, propagou-se um impulso gaussiano de duragio FWHM
em amplitude, da ordem da abertura da lente EO, 6, = 6 ps, e um de dura¢do mais pequena,
G, = 1ps.

Nos gréficos das Figs. 4.13 e 4.14 estdo representadas as variagdes da diferenca na
amplitude do impulso, para as trés primeiras aproximac¢des do modelo da lente temporal
EO da sec¢do 3.3.3, isto €, aproximagdo parabdlica, 1* ordem e 2* ordem. Da observagado
dos gréficos, verifica-se que a diferenca maxima na amplitude entre o modelo parabdlico e de
12 ordem, é da ordem de 10~! (1072) para G, =6ps (6, = 1ps), e ¢ uma ordem de grandeza
inferior para a diferenga na amplitude, entre os modelos de 1* ordem e de 2% ordem. O efeito
de correc¢do no perfil do impulso faz-se sentir mais cedo (menor distincia de propagacdo na
lente), como seria de prever, para o impulso de maior duracao.

Em termos préticos uma lente temporal EO tem um comprimento da ordem dos 10 cm.
Para estas distancias, os termos de aberracdo ndo introduzem qualquer alteragcdo ao perfil de
amplitude do impulso. Relativamente a fase introduzida no impulso pela lente EO, pretende-
se, na préatica, que seja quadratica (fase introduzida por uma lente ideal). Nos graficos da Fig
4.15 estd representada a fase do impulso a saida da lente de comprimento L = 7.78 cm, para
os trés modelos. Verifica-se que a diferenca na fase, entre os trés modelos, sé € significativa
nas regides onde a amplitude do impulso € j4 muito pequena, sendo esta diferenca mais
visivel para o impulso 6, = 6 ps.

Podemos concluir desta andlise que os coeficientes de aberragdo, na pratica, ndo intro-
duzem uma alteracdo significativa, quer na amplitude quer na fase do impulso. Portanto,
o modelo da lente temporal EO na aproximacao parabdlica é perfeitamente adequado para

descrever a propagacdo de um impulso de duragdo inferior a 1 ps.
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Figura 4.13: Variagao da diferenca na amplitude do impulso entre os trés modelos de lente temporal
electro-6ptica para 6, = 6 ps: (a) parabdlico - 1* ordem, (b) 1* ordem - 2 ordem.
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Figura 4.14: Variagao da diferenca na amplitude do impulso entre os trés modelos de lente temporal
electro-ptica para 6, = 1 ps: (a) parabdlico - 1* ordem, (b) 1* ordem - 2 ordem.
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Figura 4.15: Fase do impulso para os trés modelos de lente temporal electro-Optica para z = 7.78 cm:
(a) 0, = 6 ps (as linhas verde e vermelha sdo coincidentes), (b) 6, = 1 ps.
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4.3.4 Importancia da diferenca nas velocidades de grupo do impulso e

de fase da micro-onda

Para estudar o efeito da diferenga nas velocidades de grupo do impulso v, e de fase da
micro-onda vy, na funcdo da lente, simulou-se a propagacdao de um impulso gaussiano de
FWHM em amplitude 6, = 500 fs, 0 = 1.88 fs~! (A = 1 um) numa lente com escala 6; =
255 fs (Ang = 1074, vy = 50 GHz). Para este impulso, a entrada da lente, o nimero de
modos necessdrio para o reconstruir sao de, aproximadamente, cinco. Da andlise da sec¢io
3.3.4, a distancia de propagacdao do impulso na lente a partir da qual o perfil é alterado
significativamente, devido a dispersdo no cristal, é da Eq. (3.92) comm =5, L, =4.5 cm.
Para esta distancia, a previsao, Eq. (3.97), para a diferenca maxima nos indices das duas

ondas, ny € ng, a partir da qual o impulso sofre distor¢ao, €

ny > 1.004n,. (4.10)

A simulacdo da propagacdo de um impulso na lente temporal EO, neste caso, apresenta
uma dificuldade adicional. A utilizacdo de um ndmero minimo de modos a entrada da lente
para reconstruir o impulso ndo vai garantir que esse nimero seja € suficiente para reconstruir
o impulso a saida da lente. Isto porque, a saida da lente, os modos HG (que acompan-
ham o eixo da lente) vao-se atrasando, relativamente ao impulso. Este atraso, tem de ser
compensado com o aumento da duracdo dos modos HG (s6 conseguido introduzindo modos
de ordem m elevado), logo serd necessdrio um maior nimero de modos para reconstruir o
impulso a saida. Este nimero é tanto maior quanto maior for a diferencga entre as velocidades
das duas ondas. A estratégia usada nesta seccdo, para garantir uma simulacao fisicamente
correcta da propagagdo do impulso na lente, foi fazer simulacdes sucessivas com um nimero

crescente de modos HG, até se conseguir obter uma reconstrucdo do impulso a saida da lente.

Para justificar o uso do modelo na aproximacao parabdlica, garantiu-se, antes de efectuar
as simulagdes, que o impulso se mantém sempre dentro da regido parabdlica da modulacio
do indice. Na Fig. 4.16 estd esquematizada a geometria usada para definir a posi¢ao
do impulso relativamente a lente EO. Considerou-se que o impulso estd dentro da regido

parabdlica desde que se verifique a condi¢do, da Fig. 4.16,
1/oy > al+6,/2. 4.11)

Para os valores dos pardmetros usados nestas simulagdes, L =5 cm e ny = {1.004,1.005 } g,
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0 — "
<—— regido parabdlica——>

Figura 4.16: Posi¢do do impulso a saida da lente, relativamente ao eixo da lente temporal EO. G, -
FWHM em amplitude do impulso, o - definido pela Eq. (3.72), L - comprimento da
lente e my, - frequéncia de modulacdo.

temos oL = {1.45,1.85} ps, oL +06,/2 = {1.7,2.1} ps e 1/wy = 3.2 ps, verifica-se a
condicdo da Eq. 4.11 e, portanto, podemos considerar que o impulso se encontra sempre
dentro da regido parabdlica de modulacdo de indice.

Nos gréficos da Fig. 4.17 estdo representadas a amplitude e a fase do impulso a saida
de uma lente de comprimento L = 5 cm para os dois valores da diferenca de indices ny =
{1.004, 1.005}ng e, como referéncia, para ny = ng. Da andlise dos grificos, verifica-se que,
a alterac@o na amplitude do impulso devido a diferenca nas velocidades, prevista na sec¢ao
3.3.4, reflecte-se apenas por um atraso global do impulso relativamente a lente EO ideal; o
perfil de amplitude nao € portanto distorcido. Isto €, fisicamente, a diferenca das velocidades
das duas ondas apenas introduz uma correcg¢ao a velocidade de grupo do impulso [31_;‘ < [31_1.
Verificou-se numericamente que esta correc¢do a velocidade de grupo do impulso € aproxi-
madamente uma funcao linear da diferenca das velocidades das duas ondas. Relativamente
a fase, o perfil parabdlico de fase do impulso, introduzida pela lente EO, deixa de estar
centrado no impulso, como acontece com a lente EO ideal, encontrando-se adiantado. Este
avanco € tanto maior quando maior for a diferenca entre as velocidades das duas ondas. Esta
situac@o pode nao ser desejada na pratica. Normalmente pretende-se que a lente introduza

um perfil parabdlico de fase centrado no impulso.
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A forma de anular este desfasamento entre os perfis de amplitude e fase € adiantar inicial-
mente a lente EO, relativamente ao impulso, como demonstram os resultados apresentados
na Fig. 4.18. Nos graficos da Fig. 4.18 estao representadas a amplitude e a fase do impulso
a saida de uma lente de comprimento L = 10 cm, ny = 1.004n, para dois avangos iniciais da
lente t9p = {—aL/3,—aL/2}. Para comparagdo, estdo também representadas a amplitude e
a fase do impulso a saida de uma lente EO ideal (ny = ng € 19 = 0).

Com a introduc@o de um avango de —oL/3 consegue-se uma velocidade grupo efectiva
igual a velocidade de grupo da lente EO ideal, Bljx = Bfl, o perfil parabdlico de fase
introduzido pela lente continua descentrado relativamente ao impulso. Com a introducdo
de um avango de —alL/2 na lente EO consegue-se um alinhamento perfeito entre os perfis de
amplitude e fase do impulso, restando apenas uma velocidade de grupo efectiva do impulso
superior a da lente EO ideal. Esta velocidade de grupo efectiva deverd ser considerada nas
aplicacdes préticas em que se deseje sincronizar o impulso com elementos Opticos a jusante
da lente EO.

Nos gréficos da Fig. 4.19 estd representada a distribui¢do modal dos impulsos a saida
da lente, para as vdrias simulagdes. Estes grificos servem para demonstrar que o ndmero
de modos HG, usados nas simulacdes, € suficiente para representar o impulso a saida da
lente. Como se observa pelos gréficos, a contribuicao dos dltimos 10 modos HG para a

reconstru¢cdo do impulso € praticamente nula.
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Figura 4.17: Perfil de amplitude e fase do impulso a saida da lente em funcdo das diferencas nas
velocidades para 6, = 500 fs e L = 5 cm: (a) amplitude (no gréfico os perfis vermelho
e verde sdo quase coincidentes), (b) fase.
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Figura 4.18: Perfil de amplitude e fase do impulso a saida da lente em funcdo do avanco temporal
inicial da lente To para 6, = 500 fs, L = 10 cm e ny = 1.004n,: (a) amplitude (no
gréfico, os perfis azul e vermelho sio coincidentes), (b) fase.
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Figura 4.19: Representacdo modal do impulso a saida da lente; amplitude dos modos usados nas
simulagoes: (a) L =35 cm, (b) L =10 cm e ny; = 1.004n,.
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4.4 Conclusao

Relativamente a propagacdo em difraccido fora de eixo, os resultados das simulagdes da
seccdo 4.1 estdo qualitativamente de acordo com as previsdes da sec¢do 2.4.3.

Demonstrou-se, numericamente, na seccao 4.3.3 que a lente temporal EO ndo ideal
comporta-se como uma lente temporal EO ideal; a correccao introduzida pelos coeficientes
de aberracdo da lente EO nao sdo, na pratica, relevantes.

O resultado mais significativo deste capitulo revela que, mesmo que exista um desajuste
nas velocidades de fase da micro-onda e de grupo do impulso, a lente EO néo ideal pode
comportar-se como uma lente EO ideal, desde que o impulso se mantenha dentro da regiao
parabdlica de modulacdo do indice. Concluiu-se que, em termos préticos, a implementacao
de uma lente EO ideal pode conseguir-se apenas por uma sincroniza¢do adequada entre
a micro-onda e o impulso ao chegar a lente EO. Este resultado € muito importante visto
que dispensa a condi¢do de ajuste perfeito entre as velocidades das duas ondas quando se

pretende implementar uma lente EO ideal.



Capitulo

Conclusoes Finais

Neste trabalho, foi feito um estudo unificado da propagacao da luz em dois regimes distintos:
a propagacdo de um sinal no regime de difrac¢do espacial e a propagacdo de um impulso
num meio dispersivo, normalmente conhecido como analogia difrac¢do-espacial/dispersao-
temporal ou analogia DEDT. E do conhecimento geral [17] que a primitiva analogia DEDT
ndo era aplicdvel nos casos em que fosse necessario introduzir a dispersao de ordem superior
a 2% na propagacdo de impulsos. Nos 50 anos de existéncia desta, nunca foi apresentada uma
solucdo que resolvesse em definitivo esta limitagao.

No Capitulo 2, é apresentada a soluc¢do procurada, mostrando-se que existe uma analogia
DEDT completa, em que a sua forma primitiva € apenas um caso particular. A analogia é
completa no sentido em que existe sempre uma equivaléncia entre todos os parimetros que
caracterizam a propagacdo nos dois regimes, seja qual for o nivel de aproximagdo que se
introduza na teoria (Fig. 5.1).

A solucdo deste problema foi conseguida, estudando a propagacdo em difrac¢do sob um
perspectiva mais geral do que a tradicionalmente usada - propagacgdo fora de eixo. Fruto da
analogia DEDT completa surgiu um novo conceito em difrac¢do, ao qual se deu o nome de
dispersdo geométrica n(ky) que é o andlogo no tempo a curva de dispersdo do meio n(®).

Intimamente ligado a analogia DEDT, estd o conceito de lente espacial/temporal. A
implementa¢do de uma lente temporal foi pela primeira vez demonstrada experimentalmente
nos anos 80 - lente temporal electro-6ptica (EO). O modelo matemético da lente temporal
EO, existente desde os anos 80, pode ser considerado andlogo ao da lente espacial delgada.
Como se constatou na sec¢do 3.3, este modelo primitivo nao € apropriado para descrever a
propagacdo de impulsos com duragdo de sub-picosegundos.

Neste trabalho foi apresentado um modelo da lente temporal EO valido para impul-

sos sub-picosegundo e demonstrou-se que o seu funcionamento é formalmente equivalente
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a lente espacial GRIN. Este modelo, para além de introduzir novos conceitos no tempo,
como a escala e os coeficientes de aberracdo da lente, permite caracterizar completamente
o funcionamento desta. No estudo da lente temporal GRIN considerou-se a propagacdo do
impulso no interior da lente tendo em conta a dispersao de 2% ordem.

As novas ideias introduzidas por este trabalho - analogia DEDT completa e lente tempo-
ral GRIN - abrem novas perspectivas na abordagem dos problemas relacionados com os dois
regimes de propagacdo (espaco/tempo) e facilitam uma abordagem unificadora no estudo

dos fenémenos de difrac¢do e dispersao.

5.1 Consideracoes finais e perspectivas de trabalho

O tema da analogia DEDT, na minha opinido, ndo esta definitivamente resolvido. A analogia
DEDT esta assente na aproximagdao SVEA, como tal deixa de ser vdlida quando os objectos
em estudo sao impulsos de um sé ciclo dptico, isto €, impulsos de duracao 1fs ou inferior [ 1 1,

—135]. A questdo que agora se pode colocar é: serd possivel estabelecer uma analogia
DEDT para além da aproximagdao SVEA? Uma resposta a esta questdao s6 um trabalho futuro
a poderd dar.

Outro problema de analogia ainda nao resolvido € o da lente temporal paramétrica, que
a par da lente temporal EO, tem uma implementacdo pratica relativamente simples. O
modelo desta lente temporal é andlogo ao de uma lente espacial delgada, isto €, ndo tem
em consideragdo a propagacdo do impulso no interior da lente. Encontrar uma analogia
mais completa entre a lente temporal paramétrica e algum fendémeno da difrac¢ao poderia,
como no caso da lente temporal EO, revelar novas perspectivas de abordagem, e como
consequéncia poder caracterizar-se completamente o seu funcionamento. A dificuldade em
encontrar esta analogia estd na natureza do funcionamento da lente paramétrica porque
se baseia num processo de soma/diferenca de frequéncias, tratando-se, portanto, de um
processo ndo linear. Tentar encontrar esta analogia € o trabalho que tenho entre maos.

Uma outra questdo em aberto envolve a direc¢io de propagacao do impulso e a da micro-
onda na lente temporal EO. O modelo da lente temporal EO da sec¢do 3.3.2 considera que
a micro-onda moduladora do indice € co-propagante com o impulso. No caso da micro-
onda ser contra-propagante, o impulso vai possivelmente “ver” varios periodos de modulacao
do indice. Para o caso do modelo da lente temporal EO delgada, sec¢do 3.1.1, o efeito
introduzido no impulso pela modulacio contra-propagante € nulo, ndo o sendo se tivermos
em conta a propaga¢ao do impulso no interior da lente. A aproximacao parabdlica do modelo

da seccdo 3.3.2 deixa de ser valida neste caso, visto que o impulso “v€” vérios periodos
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de modulagdo. Mas o modelo da lente temporal EO da sec¢ao 3.3.5, em que as fungdes
HG estdo centradas em T = 0 (embora ndo tenha sido feito um estudo mais aprofundado)
é, em principio, adequado para descrever a propaga¢cdao de um impulso na lente com uma
modulacao contra-propagante. Como, neste modelo, a aproximacao parabdlica a modulagao
do indice de refraccio é em torno de T = 0, isto €, acompanha o impulso independentemente
da regido de modulagdo, entdo, mesmo que o impulso atravesse a regido linear de modulacao

do indice de refrac¢do, a aproximacao parabdlica continuard a ser valida.



Apéndice A

Convengoes usadas

Uma onda plana pode ser descrita de duas formas diferentes
expli(of —k-r)], (A.1)

ou
exp[—i(of —Kk-r)]. (A.2)

Neste trabalho optou-se pela primeira forma. Para tal, surgiu a necessidade de usar duas

defini¢Oes para a transformada de Fourier, uma no tempo e a outra no espago, dadas por

—+oo

(@) = 750} = [ sloexp(ion (A3
g(k)=F{gr)} = // Yexp(ik - r)dr, (A.4)
e as respectivas transformada inversa
400
€0 =7 a0} = [ s(e)oxiondo (A39)
g®=T4@®}=(ﬂ1 exp(—ik - r)dk. (A6)

Faz-se notar que na notacdo adoptada, neste trabalho, é usado o mesmo simbolo para a

funcdo e respectiva transformada de Fourier, a distin¢do entre elas faz-se através das suas
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variaveis, por exemplo

d) —I— @) —I— ).



Apéndice B

Solucdo da equacdo de difusao

A equagio diferencial de difusdo a uma dimenséo nas varidveis (&, 1) tem a forma

dA(ET)  PAET)
% ~D=— 3 =0, (B.1)

em que D é uma constante. Como a equagdo € de primeira ordem na varidvel § vai tentar-se

resolvé-la, aplicando a transformada de Fourier na varidvel T [136], isto €,

—o0

A, @) = / A(E,T) exp(—ian)dt. (B.2)

Aplicando, entdo, a transformada de Fourier a equacdo de difusao (B.1), resulta a equacdo

diferencial de primeira ordem

JA(E, m)

2 _
o + o DA(E, ) =0, (B.3)

cuja solugdo é
A€, ) = A(0,w) exp(—w?DE). (B.4)

A solucdo geral da equagdo obtém-se fazendo uso do teorema da convolugao

Ag) = 7' {40, 0)e P}

= /ZA(O,‘C') exp [—(T— T/)2/4D<ﬂ art (B.5)

_ exp(—12/4DE) / A(0,7) exp(—t2 J4DE) exp(tt /2DE)dT.

[eo)
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A Eq. (B.5) identifica-se facilmente com o integral de propagacdo de Fresnel. Com D =
iB2/2, obtém-se a solu¢do da Eq. (2.14), que descreve a propagacdo de um impulso na
aproximag@o de segunda ordem na dispersdo. Com D = —i/2kg, T=r, e & =z obtém-se a

solucdo, na aproximacao paraxial, da propagacao livre na difrac¢do, dada pela Eq. (2.32).



Apéndice C

Funcdo Hermite-Gaussiana - Definicdo e

Propriedades

A definicdo, adoptada neste trabalho, para as fun¢des Hermite-Gaussianas (HG) é
2

O, () = C,H, (T/07) exp (—2—02) com n=0,12,- (C.1)

. L . -1/2
em que H, € o polindmio de Hermite de grau n, C, = (Z”n!\/ﬁGT) /2 ¢ a constante de
normalizagdo e 6; é o parametro de escala. Com esta defini¢do, as fun¢des HG estdao

normalizadas

+oo
[ 0u@0n(x)dz = B0 2

Pode demonstrar-se que as fungdes HG formam um conjunto completo de solucdes da

equacao diferencial [105]

o2 ar; +[(2n+1)—;—%]¢n(’c)20, com n=0,1,2,. (C.3)

O uso extensivo, neste trabalho, das fun¢des Hermite-Gaussianas e das suas propriedades,
justifica a apresentacdo neste apéndice de algumas das relagdes menos conhecidas destas

fungdes [137, ], que a seguir se indicam
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Derivadas
aq)n(T) . \/ﬂ T
3w o, 10 () (C.4a)
82 n 2 —1 2T/ 2 1 2
g’f) = nc(,lz )¢n—2(f) T\/_n% 1(t) — = (1 — ;—%> O (). (C.4b)

Integrais com poténcias de t

i T (m+1)/2 se n=m+1,
/ O (1)~ (T)dT = (C.5a)
Or m/?2 se n=m—1.
V(m+1)(m+2) se n=m+2,
1
/ On(T 2¢m T)dT = 72m+1 se n=m, (C.5b)
m(m—1) se n=m—2.
Integrais em seno e coseno'
~+oo
[ sin(@0)n 21 ()0n (t)de =
- (C.6a)
(=2 2j+1 m! @67\ 241 (@703
= O T )BT )
~+oo
[ cos@Dm2j(0)0n(w)d =
= (C.6b)
22 2.2
— (—2) T (w0 | exp [ 20% ) p2i (@O
(-2) oo [ e (-5 1 ()

Relacio assimptotica

No limite de n grande os polindmios de Hermite comportam-se na vizinhanca da origem da
forma

Hy,(t/07) ~ (2\/51/(%) (C.7)

4"p!
VT

! Na referéncia [ 138] falta o factor 1/ v/2 no valor do integral (C.6a).



Apéndice D

Implementacdao numérica do modelo da

lente temporal electro-Optica

A implementacao numérica do modelo da lente temporal electro-6ptica, Eqs. (3.80), foi

realizada no programa Mathematica®. Como este programa estd mais vocacionado para

o célculo simbdlico, ele permitiu desenvolver o algoritmo rapidamente, focando a atencao

nas questdes fisicas do problema e deixando para segundo plano as questdes especificas da

implementag¢do numérica. Comparativamente a uma implentagdo com outro tipo de software

como por exemplo o Matlab®©, o preco pago por esta escolha foi uma fraca eficiéncia

numérica.

O algoritmo de propagacdo de um impulso na lente temporal EO pode ser resumido em

cinco passos:

1.

2.

Célculo dos parametros fisicos da lente temporal EO: 6, Q. etc.

Célculo dos coeficientes modais do impulso a,, a entrada da lente temporal EO, pro-

jectando o impulso nos modos HG, Eq. (3.34).

. Construcgdo do sistema de equagdes diferenciais acopladas, Egs. (3.80).

Resolu¢do numérica do sistema de equagdes diferenciais.

. Reconstrucio do impulso a saida da lente temporal EO a partir dos coeficientes modais

obtidos no passo anterior, Eq. (3.33).



Lente temporal electro-optica

Defini¢coes iniciais
m Constantes (um, fs)
Velocidade da luz

c = 0.2998;

B Equacées de Sellmeier do cristal; A in ym

no2[A_] := 4.9048 + 0.11768 / (22 - 0.04750) - 0.027169 A?%;
ne2[A_] := 4.5820 + 0.099169 / (X2 - 0.04443) - 0.021950 A?;
Amax = 5.20;
Amin = 0.420;

m Coeficientes dispersao

Blw_] := Sqrt[ne2[2xrc/w]] w/c;
Bl[w_] := Evaluate[d, B[w]];
B2[w_] := Evaluate[d, 0, B[w]];
B3[w_] := Evaluate[d, 0, 9, B[w]];

H Escala da lente temporal electro-6ptica

EOScale[w0_, wm_, AnO_] :=
Sqrt[ne2[2nc /w0]] B2[w0] )1’4
AnO B[wO0] wm?

m Distiancia de Fourier da lente temporal electro-optica

FourierLength[wO_ , wm_, AnO_] :=
AnO
Sqgrt[ne2[2 wrc / w0]]

-1/2

T
5 B[w0] B2[w0] wmz)

B Funcoes Hermite-Gaussian - normalizadas

HG[n_, x_, a_] :=

(aW/;Z“n!)_l/

2
HermiteH[n, x/a] Exp[-x"2/ (2a"2)];

m Coeficients C/,

ccoef[m_, j_, x_] := (V2)~(-3) x*(3-2)

m!
ﬁ Exp[-x x / 4] LaguerreL[m, j, xx/ 2];
\l m+3j)!




Calculo dos parametros da lente temporal electro-6ptica

m Constantes (um, fs)

Comprimento de onda e frequéncia central do impulso

20 = 1;

ve0 = ¢ / Sqrt[ne2[A0]]
vo0 = ¢ / Sqrt[no2[A0]]
w0 = 27 ¢/ A0

Micro-onda moduladora

wm = 27x/2 *10°* (» £s-1 (50 GHz) *)
Am = 2757 ¢/ wm
AnO = 107*

Escala da lente temporal EO

o = EOScale[w0, wm, AnO]

m Coeficientes de dispersion do cristal

{B[w0], B1[wO0], B2[w0], B3[w0], B2[wO0] /B[w0]}
{Bl[w0]™*, vpm, B1l[wO] - 1/vpm}

B Desajuste nas velocidades das duas ondas - parametro «

ng = 1[w0] c

nm = (1+4/1000) ng;
1 nm

a =-—ng (1——)
c ng

Atraso inicial da lente temporal EO

azInit = 0;

[




Impulso a entrada da lente temporal EO

H Projeccao do impulso a entrada da lente nos modos HG

Numero maximo de modos

MaxPulseMode = 60;

FWHM em amplitude do impulso gaussiano a entrada da lente

At = 500
Pulse = Exp[-4 Log[2] (t/AT)?];

Caculo dos coeficientes modais a,

{t, -©», o}, AccuracyGoal - 6,
MaxRecursion -» 20], {n, 0, MaxPulseMode}];

1
AL

10

PulseCoefs = Chop [PulseCoefs o

m Verificacao da reconstrucao do impulso a partir dos modos HG

PulseCoefs = Table [NIntegrate [Pulse HG[n, T - azInit, o],

PulseRecon =
Sum[Chop [PulseCoefs[[n+ 1]]] HG[n, T - azInit, o],
{n, 0, MaxPulseMode}];
MaxPulseValue = PulseRecon /. T -» O

Plot [ {PulseRecon, Pulse}, {t, -3 At, 3 At}]
Plot[{ (PulseRecon - Pulse)}, {t, -3 At, 3 At}]

Erro médio

nPoints = 200;
Sum [Abs [PulseRecon - Pulse],
{t, -2At, 2At, 4 At /nPoints}] / nPoints

[ /| I | [




Propagacao na lente temporal EO

m Parametros fisicos da lente

1f = FourierLength[wO_, wm_, AnO_] / 10* ; (* cm *)

Print["Scale: ", o, "\nFourier Length: ", 1f]

B Simulacao

= Paridmetros da simulacao

MaxMode = MaxPulseMode ;
cf = 10*; (» factor de conversdo: um?! - cm! %)

Comprimento da lente temporal EO

zMax = 10 (% cm %)

Factores de acoplamento

kO = cf B[w0] AnO / Sqrt[ne2[A0]]
kl =cfa/o
\/ B2[w0] AnO
k2 =cf B[w0] wm
B[wO] Sqrt[ne2[A0]]

= Aproximacio parabdlica

a0

Table[0, {MaxMode}];

a0

AVector = Table[a[n, z], {n, O, MaxMode - 1}];
CoefMatrix = Table[Switch[n— m,

0,1 (-k2 (m+1/2)),

1, klV(m+1) /2,

-1, -klvVm/2,

. 0],

{m, 0, MaxMode -1}, {n, 0, MaxMode - 1}];

EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;

Eqns =

Eqns = Join[Eqns, Table][

Join[PulseCoefs, Table[0, {MaxMode - MaxPulseMode}]]

Table[d, a[n- 1, z] == EgqnsMatrix[[n]], {n, MaxMode}] ;

(AVector[[n]] /. z->0) = a0[[n]], {n, MaxMode}]];




= Aproximacio de 1 ordem

a0 = Join[PulseCoefs, Table[0, {MaxMode - MaxPulseMode}]]
AVector = Table[a[n, z], {n, 0O, MaxMode - 1}];
CoefMatrix = Table[Switch[n— m,
o,
-1k2 m/2+1/4 - CCoef[m, 0, wumo] + 1/ (wmo) ~2),
1, k1Y (m+1) /2,
-1, -kl1vm/2,
2,
1k2/4 ('\/(m+1) (m+2) -4cCoef[m, 2, wumo]),
-2,
1k2/4 ('\/m (m-1) -4ccoef[m, -2, wmo]),
. 0],
{m, 0, MaxMode -1}, {n, 0, MaxMode - 1}];
EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;
Eqns =
Table[d, a[n- 1, z] == EgqnsMatrix[[n]], {n, MaxMode}] ;
Eqns = Join[Eqns, Table][
(AVector[[n]] /. z->0) = a0O[[n]], {n, MaxMode}]];

= Aproximacio de 2 ordem

a0 = Join[PulseCoefs, Table[0, {MaxMode - MaxPulseMode}]]
AVector = Table[a[n, z], {n, 0, MaxMode - 1}];
CoefMatrix = Table[Switch[n— m,
o,
-ik2 m/2+1/4 - CCoef[m, O, wumo] + 1/ (wmo) ~2),
1, - k1Y (m+1)/2,
-1, k1vVm/2,
2,
ik2/4 ('\/(m+1) (m+2) -4cCCoef[m, 2, wumo]),
-2,
1k2/4 (Vm (m-1) -4ccoef[m, -2, wmo]),
4, - k2 cCoef[m, 4, wmo],
-4, -k2 CCoef[m, -4, wmo],
. 0],
{m, 0, MaxMode -1}, {n, 0, MaxMode - 1}];
EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;
Eqns =
Table[d, a[n- 1, z] == EgqnsMatrix[[n]], {n, MaxMode}] ;
Eqns = Join[Eqns, Table][
(AVector[[n]] /. z->0) = a0[[n]], {n, MaxMode}]];

= Solucio do sistema de equacdes acopladas

Sol = NDSolve[Eqns, AVector,
{z, 0, zMax}, MaxStepFraction -» 1/10000,
WorkingPrecision -» 10, PrecisionGoal - 6];




Impulso a saida da lente temporal EO

alut =
Table[a[n, z] /. Sol, {n, 0, MaxMode - 1}] // Flatten;

OutputPulse =
Sum[aOut[[n+1]] HG[n, t- a cf z, o], {n, O, MaxMode - 1}];

Matriz da evoluc¢do do impulso no interior da lente

Graéficos

Graficos

Deltat = 2000;
Nt = 128;
Nz = 100;
tTable = N[Table[t,
{t, -Deltat /2, Deltat /2 - Deltat /Nt, Deltat /Nt }]];
zTable = N[ Table[z, {z, 0, zMax , zMax /Nz }]];

Propagation = Table[OutputPulse, {z, 0, zMax, zMax /Nz },
{t, -Deltat /2, Deltat /2 - Deltat /Nt, Deltat /Nt } ];
Dimensions [Propagation]

da propagagdo do impulso no interior da lente

ListDensityPlot [Abs [Propagation],
PlotRange -» All, Mesh -» False, ColorFunction - Hue]

do impulso a entrada e saida da lente

grfl = ListPlot [Abs[Propagation[[1]]],
PlotRange -» All, PlotJoined - True]
grf2 = ListPlot [Abs[Propagation[[Nz]]],
PlotRange -» All, PlotJoined - True]
Show[grfl, grf2]
ListPlot [Abs [Propagation[[Nz]]],
PlotRange -» All, PlotJoined - True]
ListPlot [Im[Propagation[[Nz]]],
PlotRange -» All , PlotJoined - True]
ListPlot [Re[Propagation[[Nz]]],
PlotRange -» All, PlotJoined - True]
ListPlot [Arg[Propagation[[Nz]]],
PlotRange -» {-Pi, Pi}, PlotJoined - True]




B Guardar resultados da simulaciao

FileName = StringJoin["..\\Data\\",
"PPz", ToString[IntegerPart [zMax]], "n",
ToString[IntegerPart[(nm/ng-1) * 10000 + 0.5]], ".dat"]

Export [FileName,
Join[{{N[wm], N[AnO], N[o], N[wO], N[a],
N[At], N[a zMax], N[nm/ng] },
{MaxPulseMode,
zMax, N[Deltat], Nz, Nt},
zTable, tTable},
Abs [Propagation], Arg[Propagation]], "Table"]
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