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Resumo

Neste trabalho de Tese é feito um estudo teórico da propagação da radiação electromagnética

em dois regimes ópticos distintos; no regime da difracção espacial de ondas luminosas

monocromáticas e no regime da propagação de impulsos ópticos ultracurtos em meios dis-

persivos. O estudo é feito dentro de uma perspectiva unificadora, onde se demonstra que

a propagação nos dois regimes é formalmente equivalente, isto é, demonstra-se que existe

uma analogia perfeita entre a propagação nos dois regimes - analogia DEDT, resolvendo-

se, assim, a limitação existente na analogia DEDT primitiva, a qual só é válida dentro da

aproximação de 2a ordem na dispersão temporal.

Relacionado com a analogia DEDT, foi também realizado um estudo da lente temporal

electro-óptica, onde se propõe um modelo teórico mais realista, relativamente ao modelo

existente até à data. O modelo primitivo só é válido para impulsos de duração superior a

1ps e na condição de existir um ajuste perfeito entre a velocidade de grupo do impulso e a

velocidade de fase da micro-onda. O modelo proposto neste trabalho é válido para impulsos

com durações de sub-picosegundos, tem em conta o possível desajuste das velocidades e

possibilita caracterizar convenientemente o funcionamento da lente, em particular a definição

dos coeficientes de aberração. Demonstra-se, também, que a lente temporal electro-óptica é

formalmente equivalente, no regime da difracção espacial, à lente espacial GRIN (GRIN -

graded index). O estudo da lente temporal electro-óptica é complementado com a demon-

stração do seu funcionamento por simulação numérica.





Abstract

This Thesis presents a theoretical study of the electromagnetic radiation propagation in two

distinct optical regimes; in the space diffraction regime of monochromatic light waves and

in the dispersive media propagation regime of ultrashort optical pulses. The study is made

under a unifying perspective, where it is demonstrated that the propagation in both regimes

is formally equivalent, in other words, it is shown the existence of a perfect analogy between

the propagation in the two regimes – space diffraction/time dispersion (SDTD) analogy. In

this way, it is overtaken the limitation of the primitive SDTD analogy, which is only valid

under the second order dispersion approximation.

Related to the SDTD analogy, it is also made a study of the electro-optic time lens, where

it is proposed a more realistic theoretical model relatively to the previously existing one. This

last model is only valid for above 1 ps pulses and in the case of existence of a perfect match

between the pulse group velocity and the micro-wave phase velocity. The proposed model

is suitable for sub-picosecond pulses; it takes in account the possible velocities mismatch

and it allows the apropriate function characterization of the lens, particularly the definition

of the aberration coefficients. It is also demonstrated that the electro-optic time lens is

formally equivalent, in the space diffraction regime, to the GRIN space lens (GRIN - graded

index). The study of the electro-optic time lens is complemented with the demonstration of

its operation through numerical simulation.
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Capı́tulo 1
Introdução

Quando decidi iniciar o meu trabalho de doutoramento, uma das questões que se me colocou
desde o início, foi qual a área da Física mais interessante e mais motivadora para estudo e
investigação no meu caso pessoal. Até à data, o meu percurso científico foi na área da óptica
de Fourier e processamento óptico de informação; daí estar naturalmente inclinado a abordar
um tema dentro dessa mesma área. Por outro lado, porém, o trabalho de doutoramento era um
bom pretexto para iniciar o estudo numa área da Física totalmente distinta, possibilitando-me
assim alargar o espectro do meu conhecimento científico.

O meu orientador, Prof. Doutor Luís Bernardo sugeriu como tema de doutoramento,
estudar a relação formal entre dois regimes distintos de propagação do campo electromag-
nético, a propagação no regime da difracção espacial e a propagação de impulsos em meios
dispersivos, visando um trabalho essencialmente teórico. A proposta deste tema veio de
encontro às minhas melhores expectativas, visto que o estudo da relação formal entre os
dois regimes de propagação implicava, por um lado, o estudo do fenómeno da difracção
óptica o qual se enquadrava perfeitamente na minha área cientifica inicial, e por outro lado,
surgia a possibilidade de estudar a propagação de impulsos em meios dispersivos, um assunto
relativamente novo para mim.

Nesta tese são apresentados os resultados do trabalho efectuado nos últimos três anos
sobre o estudo da relação formal entre a propagação no regime da difracção espacial e
a propagação de impulsos ópticos no regime da dispersão temporal - analogia difracção
espacial dispersão temporal (analogia DEDT).



2 Introdução

Equações

de

Maxwell

Equação

de onda escalar

Onda monocromática

Meio homogeneo

Onda plana de 

extensão espacial 

infinita

Equação

de

Helmholtz

Impulso de banda estreita

Expansão em série da 

relação de dispersão

Aproximação paraxial
Aproximação de 2ª 

ordem na dispersão

Equação de difusão 

complexa

Analogia DEDT primitiva

Solução:

Integral de Fresnel

Figura 1.1: Esquema da analogia DEDT primitiva, representando-se à
esquerda as concepções ligadas ao espaço e à direita as que
estão relacionadas com o tempo.

1.1 Motivação

Tradicionalmente, o estudo da propagação no regime da difracção espacial e no regime da
dispersão temporal é realizado de forma independente um do outro, resultando duas teorias
formalmente distintas. Aparentemente, a abordagem dos fenómenos físicos nos dois regimes
não apresenta grande semelhança física, dado que conceitos como, por exemplo, a relação de
dispersão n(ω) não tem análogo na difracção, assim como não existe na dispersão o conceito
análogo ao holograma.

No entanto, desde, pelo menos, os anos 60 do século XX [1–4] é conhecida uma analogia
físico-matemática parcial entre a difracção e a dispersão, esquematizada na Fig. 1.1. Esta
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analogia DEDT inicial só trouxe consequências práticas a partir dos anos 80, em parte devido
à evolução no campo da geração de impulsos ópticos curtos (da ordem do picosegundo
de duração) e na possibilidade prática de construir uma lente temporal [5] (lente temporal
electro-óptica) análoga ao conceito de lente espacial na difracção. Desde então, a analogia
DEDT tem vindo a ganhar relevância, em particular, pela introdução no domínio da dispersão
de vários conceitos existentes na difracção.

Se a analogia DEDT inicial, mesmo sendo parcial, possibilitou, por exemplo, solucionar
o problema da compressão/expansão de impulsos da ordem do picosegundo, indo buscar
à teoria da difracção o conceito de redução/ampliação de imagem, então, é legitimo supor
que uma analogia DEDT mais extensa, ou até mesmo completa, pode, em princípio, abrir
um leque extenso de novas formas de abordagem do fenómeno da dispersão. Pode ainda,
sendo completa, possibilitar um tratamento unificado dos dois fenómenos. Foi esta ideia que
sugeriu o estudo do tema desta tese: analogia DEDT.

1.2 Estrutura do trabalho

Para além deste 1o capítulo introdutório, onde se apresentam os fundamentos teóricos co-
muns aos dois fenómenos físicos, difracção e dispersão, o trabalho comporta mais quatro
capítulos.

No 2o capítulo, é apresentada uma extensão à analogia DEDT primitiva, na qual se
demonstra existir uma analogia completa, independente do grau de aproximação que se
faça, em qualquer um dos regimes de propagação, isto é, tem-se uma correspondência entre
todos os parâmetros que caracterizam a propagação nos dois regimes. Consegue-se esta nova
analogia, através de uma abordagem mais genérica da propagação em difracção - propagação
fora de eixo.

O conceito de lente temporal é abordado no 3o capítulo, onde a lente temporal electro-
óptica é estudada em pormenor. É proposto um modelo teórico para a lente temporal electro-
óptica mais realista do que o existente até à data, sendo válido para impulsos sub-picosegundo
de duração. Demonstra-se também que a lente temporal electro-óptica ideal é análoga na
difracção à lente espacial GRIN (GRIN - graded-index).

No 4o capítulo é apresentado um conjunto de simulações numéricas da propagação de
impulsos numa lente temporal electro-óptica, com o objectivo de caracterizar e demonstrar o
funcionamento da lente. É usada nas simulações a curva de dispersão do cristal de Niobato
de Lítio LiNbO3, cristal normalmente usado no fabrico de lentes temporais electro-ópticas.

No último capítulo, são apresentadas as conclusões finais deste trabalho de tese e são
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também feitas algumas considerações, relativamente a questões com interesse a serem abor-
dadas no futuro.

1.3 Fundamentos teóricos da difracção e dispersão

1.3.1 Equação de onda escalar

Tanto a difracção como a dispersão têm como primeiro princípio, a teoria do electromag-
netismo clássico, descrita pelas equações de Maxwell [6, 7],

∇×H(r, t)− ∂D(r, t)
∂t

= Jl, (1.1a)

∇×E(r, t)+
∂B(r, t)

∂t
= 0, (1.1b)

∇ ·D(r, t) = ρl, (1.1c)

∇ ·B(r, t) = 0, (1.1d)

em que, E, H, D e B são, respectivamente, os vectores campo eléctrico, campo magnético,
densidade de fluxo eléctrico e densidade de fluxo magnético; ρl e Jl são, respectivamente,
a densidade de cargas livres e vector densidade de corrente. A relação entre os vectores do
campo e da densidade de fluxo resulta da resposta do meio à presença do campo electromag-
nético, dada por

D = ε0E+P, (1.2a)

B = µ0 (H+M) , (1.2b)

em que ε0 é a permitividade eléctrica do vácuo, µ0 é a susceptibilidade magnética do vácuo; P
e M são, respectivamente, as polarizações eléctrica e magnética induzidas. Para o propósito
em discussão nesta tese, pode assumir-se um meio sem cargas livres (ρl = 0,Jl = 0) e não
magnético (M = 0).

Derivando em ordem ao tempo a Eq. (1.1a), substituindo o rotacional da Eq. (1.1b) e
usando as relações (1.2), resulta

∇
2E(r, t)−µ0ε0

∂2E(r, t)
∂t2 = µ0

∂2P(r, t)
∂t2 +∇(∇ ·E(r, t)) , (1.3)

onde se usou a identidade ∇×∇×E≡∇(∇ ·E)−∇2E. Os termos à direita da igualdade da
Eq. (1.3) são os responsáveis pelo acoplamento entre as componentes vectoriais do campo
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eléctrico. Para obter a equação de onda escalar é necessário desacoplar estas componentes,
pelo que é necessário analisar em pormenor os dois referidos termos.

Comecemos pelo termo que envolve a polarização eléctrica P. A relação fenomenológica
entre a polarização P e o campo eléctrico E para um meio linear (relação de dispersão) é dada
por [6]

Pi(r, t) = ε0

+∞∫
−∞

χi j(r, t− t ′)E j(r, t ′)dt ′, (1.4)

em que χi j é o tensor susceptibilidade eléctrica do meio. Esta relação é válida dentro da
aproximação do dipólo eléctrico e admitindo que a resposta do meio é local.

No caso da difracção e da propagação de impulsos em fibras, considera-se que o meio é
isotrópico, logo o tensor χi j passa a escalar. No caso da propagação de impulsos em cristais,
admite-se que o campo eléctrico está linearmente polarizado, segundo uma das direcções
principais do cristal; logo, nesta configuração, tem-se χi j = 0 para i 6= j. Dentro destas
duas hipóteses, o acoplamento entre as componentes do campo, introduzido pela polarização
eléctrica é desfeito.

Passemos, agora, para o termo ∇ ·E(r, t) da Eq. (1.3). Para simplificar, a análise será
feita no domínio das frequências temporais. Reconhecendo na Eq. (1.4) uma convolução no
tempo, ela fica no domínio das frequências sob a forma de um produto, admitindo ainda que
o meio é isotropico a Eq. (1.4) fica

P(r,ω) = ε0χ(r,ω)E(r,ω), (1.5)

em que as grandezas intervenientes estão relacionadas através da transformada de Fourier1

com as grandezas da Eq. (1.4). Usando a equação de Maxwell (1.1c) (com ρl = 0) e a relação
(1.2a) tem-se

∇ ·D(r,ω) = ∇ · (ε0E(r,ω)+P(r,ω))

= ∇ · (ε0E(r,ω)+χ(r,ω)E(r,ω))

= ε0∇ ·E(r,ω)+ ε0 (E(r,ω) ·∇χ(r,ω)+χ(r,ω)∇ ·E(r,ω))

= 0

(1.6)

se χ(r,ω) variar lentamente ao longo de um comprimento de onda da luz [8] (ou uma
condição mais forte: considerando o meio homogéneo, isto é, χ independente da posição),
temos ∇ · χ(r,ω) ≈ 0, o que implica de (1.6) ∇ ·E(r,ω) ≈ 0 que por sua vez implica ∇ ·

1 Ver definições da Transformada de Fourier em Apêndice A.



6 Introdução

E(r, t) ≈ 0, resultando assim o desacoplamento total entre as componentes vectoriais do
campo eléctrico na equação de onda (1.3).

Resumindo, a equação de onda vectorial (1.3), considerando o meio isotrópico e supondo
uma variação espacial lenta de χ(r,ω), fica reduzida à equação de onda escalar,

∇
2Ei(r, t)−

1
c2

∂2Ei(r, t)
∂t2 = µ0

∂2Pi(r, t)
∂t2 , (1.7)

a qual terá de ser satisfeita por cada uma das componentes i do campo eléctrico, sendo
c = (ε0µ0)

−1/2 a velocidade da luz no vácuo.

A Eq. (1.7) é o ponto de partida comum para a análise dos dois fenómenos físicos:
propagação livre na difracção e propagação de um impulso óptico num meio dispersivo.
A partir deste ponto o estudo dos dois fenómenos físicos diverge na sua análise. No caso
da difracção, tratando-se de um fenómeno estacionário, a dispersão do meio é desprezada
e a dependência temporal na Eq. (1.7) desaparece. No caso da propagação de impulsos
em meios dispersivos, o efeito da difracção é desprezado, ficando na Eq. (1.7) apenas a
coordenada temporal e a coordenada espacial associada à direcção de propagação.

1.3.2 Aproximação da variação lenta da envolvente

O sistema de equações (1.4) e (1.7) não tem solução exacta conhecida. Portanto, para se
conseguir soluções aproximadas do sistema, é usual utilizar o método da variação lenta da
envolvente [9, 10] - SVEA (slowly varying envelope approximation). O método consiste em
identificar a parte do campo que apresenta uma variação mais acentuada nas coordenadas,
separando-a da restante que, por hipótese, varia mais lentamente,

E(r, t) = Re{A(r, t)exp [i(ω0t−β0z)]} , (1.8)

em que, A(r, t) é a componente (amplitude complexa) de variação lenta e a exponencial
contém a variação mais acentuada do campo.

A justificação para o uso da SVEA baseia-se na hipótese aceitável de que a amplitude
complexa varia pouco durante uma escala de tempo da ordem do período médio da onda,
T0 = 2π/ω0 (sendo ω0 a frequência média da onda) e ao longo de uma escala espacial da
ordem do comprimento de onda médio, λ0 = cT0/n(ω0). Formalmente, estas considerações
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podem ser expressas na forma [11] ∣∣∣∣∂A
∂z

∣∣∣∣� β0 |A| (1.9a)∣∣∣∣∂A
∂τ

∣∣∣∣� ω0 |A| (1.9b)

em que τ é o chamado tempo próprio da onda (Eq. (2.12)). Na prática, o que as condições
(1.9) significam é que a SVEA é válida para ondas cuja extensão espacial do campo,a, é
muito superior ao comprimento de onda a/λ� 1, uma aproximação que na difracção é
normalmente válida, e que a duração temporal da onda, τp, é muito superior ao período
médio da onda τp � T0 [3]. Por exemplo para um impulso de perfil gaussiano de largura
temporal a meia altura - FWHM (full width half maximum) τp , na região visível do espectro
ω0 ∼ 1015 s−1, temos que a SVEA, para este caso, pode ser usada para descrever impulsos
cuja duração mínima seja da ordem τp ∼ 10 fs. Para impulsos na região do visível com du-
ração inferior a 10 fs, a SVEA em princípio não pode ser aplicada, outro tipo de aproximação
é necessário [11].





Capı́tulo 2
Analogia entre a difracção espacial e a
dispersão temporal

A teoria que estabelece a analogia entre a difracção espacial e a dispersão temporal (do-
ravante referida apenas por analogia DEDT) é conhecida desde, pelo menos, os finais dos
anos sessenta devido aos trabalhos de Akhmanov e outros [2, 3]. Esta teoria, apesar de se
ter mantido inalterada desde a sua apresentação inicial, possibilitou novas abordagens no
campo da dispersão temporal. Desde então, vários outros autores, tendo como ponto de
partida a analogia, introduziram, no campo da física da propagação de impulsos em meios
dispersivos, vários conceitos pertencentes ao fenómeno da difracção espacial; as matrizes
ABCD [12–17], o conceito de formação de imagem [18–33], o efeito Talbot [34–40], entre
outros [41–45].

No entanto, esta teoria primitiva que estabelece a analogia apresenta uma dificuldade:
deixa de ser válida quando introduzimos termos de ordem superior à segunda na expansão
em série de Taylor da relação de dispersão do meio [46]. Isto é, só existe uma analogia entre
a difracção na aproximação paraxial e a propagação em meios dispersivos na aproximação
de segunda ordem na dispersão do meio.

Neste capítulo é apresentada uma extensão à analogia primitiva, a qual vem estabelecer
uma correspondência completa entre a difracção espacial e a propagação de um impulso
num meio dispersivo. A analogia é completa nos dois sentidos, isto é, seja qual for o grau de
aproximação introduzido, quer na difracção, quer na dispersão, esta nova analogia continua
a ser válida.

Inicialmente, antes de apresentar a teoria que estabelece a nova analogia, é descrita, para
efeito de comparação, a analogia primitiva. Como a semelhança entre os dois fenómenos se
estabelece a partir da comparação entre as equações diferenciais que descrevem a propagação
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nos dois regimes, este capítulo, no seu essencial, incide sobre a derivação destas equações
diferenciais.

2.1 Equação diferencial de propagação em meios
dispersivos

Tem surgido na literatura várias formas de deduzir a equação diferencial que descreve a
propagação de impulsos em meios dispersivos [6, 9, 19, 47]. Nesta secção é apresentada
uma dedução análoga à usada em [6, 19], visto ser formalmente semelhante à usada para
deduzir a equação diferencial da propagação livre na difracção da secção 2.4.

Começando pela equação de onda escalar (1.7), expressa no domínio das frequências
temporais, e usando a relação (1.5), tem-se(

∇
2
⊥+

∂2

∂z2

)
E(r,ω)+

ω2

c2 ε(r,ω)E(r,ω) = 0, (2.1)

em que,

E(r,ω) = F {E(r, t)}=
∞∫
−∞

E(r, t)exp(−iωt)dt, (2.2)

∇2
⊥ = ∂2/∂x2 +∂2/∂y2 é o Laplaciano transversal e ε(r,ω) = (1+χ(r,ω)) é a permitividade

eléctrica do meio. Considerando o meio homogéneo, ε(r,ω) = ε(ω), e ignorando o efeito da
difracção, ∇2

⊥ = 0, obtêm-se a equação de Helmholtz no domínio das frequências.

∂2E(z,ω)
∂z2 +β

2(ω)E(z,ω) = 0, (2.3)

em que β2(ω) = ω2µε(z,ω). Para uma onda unidireccional, a solução de (2.3) toma a forma

E(z,ω) = E(0,ω)exp [−iβ(ω)z] . (2.4)

Usando a aproximação da variação lenta da envolvente SVEA, vai analisar-se o efeito da
propagação na envolvente associada ao campo

E(z, t) = A(z, t)exp [i(ω0t−β0z)] , (2.5)

sendo β0 a constante de propagação associada à frequência portadora ω0. O espectro deste
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campo é
E(z,ω) = A(z,ω−ω0)exp(−iβ0z), (2.6)

em que A(z,ω−ω0) é o espectro da envolvente, relativamente à frequência portadora ω0.
Para que a equação (2.6) seja solução da equação de onda (2.3), ela terá de obedecer à lei de
propagação (2.4). Igualando (2.4) e (2.6), resulta

A(z,ω−ω0) = A(0,ω−ω0)exp [−i(β(ω)−β0)z] , (2.7)

em que A(0,ω−ω0) = E(0,ω). A função β(ω) depende das propriedades dispersivas do
meio que, em geral, não tem forma analítica conhecida. De forma a incluir o efeito da
dependência espectral de β(ω) na propagação, é usual expandir β(ω) em série de Taylor, em
torno da frequência portadora ω0, admitindo (ω−ω0)/ω0� 1,

β(ω) =
∞

∑
n=0

1
n!

(
dnβ

dωn

)
ω0

(ω−ω0)
n

= β0 +β1Ω+
β2

2
Ω

2 + . . .+
βn

n!
Ω

n + . . .

(2.8)

em que Ω = ω−ω0 sendo βn = (dnβ/dωn) avaliado em ω = ω0. Substituído (2.8) em (2.7),
resulta a equação de propagação do espectro da envolvente

A(z,Ω) = A(0,Ω)exp
[
−i
(

β1Ω+
β2

2!
Ω

2 + · · ·
)

z
]
, (2.9)

invocando a SVEA, derivando apenas uma vez em ordem a z,

∂A(z,Ω)
∂z

=−i
(

β1Ω+
β2

2!
Ω

2 + · · ·
)

A(z,Ω), (2.10)

e aplicando a transformada de Fourier inversa, resulta

∂A(z, t)
∂z

=−β1
∂A(z, t)

∂t
+ i

β2

2!
∂2A(z, t)

∂t2 + · · ·

=
∞

∑
n=1

(−i)n+1

n!
βn

∂nA(z, t)
∂tn .

(2.11)
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Fazendo, agora, uma mudança para o referencial do tempo próprio do impulso,

τ = t−β1z (2.12a)

ξ = z, (2.12b)

obtém-se a equação diferencial que descreve a propagação de um impulso num meio disper-
sivo,

∂A(ξ,τ)
∂ξ

−
∞

∑
n=2

(−i)n+1

n!
βn

∂nA(ξ,τ)
∂τn = 0. (2.13)

O valor máximo do índice n nesta equação indica a ordem de aproximação na relação de
dispersão. Assim na aproximação de segunda ordem na dispersão (nmax = 2), obtém-se a
equação diferencial parabólica (equação de difusão complexa)

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− i
β2

2
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 = 0, (2.14)

cuja solução pode ser escrita na forma do integral de propagação de Fresnel (Apêndice B)

A(ξ,τ) =
∫

∞

−∞

A(0,τ′)exp
[
i(τ− τ

′)2/2β2ξ
]

dτ
′

= exp(iτ2/2β2ξ)
∫

∞

−∞

A(0,τ′)exp(iτ′2/2β2ξ)exp(−iττ
′/β2ξ)dτ

′.
(2.15)

2.2 Teoria escalar da difracção - Aproximação de
Huygens-Fresnel

Partindo da equação de onda escalar (1.7), sabendo que a difracção é um fenómeno esta-
cionário, propondo uma solução do tipo monocromática

E(r, t) = E(r)exp(iω0t), (2.16)

introduzindo a resposta do meio (1.5) e desprezando a dispersão temporal,

P(r) = ε0χ(r)E(r)exp(iω0t), (2.17)

obtém-se

∇
2E(r)+

ω2
0

c2 n2(r)E(r) = 0, (2.18)
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Figura 2.1: Geometria de difracção.

em que n(r) =
√

1+χ(r) é o índice de refracção do meio para a frequência ω0. A general-
ização para ondas quase monocromáticas pode ser feita invocando o princípio da linearidade
da equação de onda, em que o valor do campo num ponto do espaço é o resultado da
sobreposição das várias componentes espectrais, cada uma das quais evoluí de acordo com a
Eq. (2.18) [8].

Considerando o meio homogéneo, isto é, n(r) = n0, da Eq. (2.18) resulta a equação de
Helmholtz (

∇
2 + k2

0
)

E(r) = 0, (2.19)

em que k0 = n0ω0/c = 2π/λ0 é o numero de onda e λ0 é o comprimento de onda. Esta
equação descreve a propagação livre na difracção de uma frente de onda monocromática.
A sua solução pode ser obtida na forma de integral - aproximação de Huygens-Fresnel,
previsto pela formulação de Rayleigh-Sommerfeld para a difracção [8]. Tendo em atenção a
Fig. 2.1, o integral de Huygens-Fresnel pode ser descrito matematicamente, em coordenadas
rectangulares, na forma

U(x,y) =
1

iλ0

∫ ∫
Σ

U(ξ,η)
exp(−ik0r01)

r01
cosθdξdη

=
z

iλ0

∫ ∫
Σ

U(ξ,η)
exp(−ik0r01)

r2
01

dξdη

(2.20)

em que U(x,y) e U(ξ,η) são, respectivamente, a amplitude complexa do campo no plano
perpendicular (x,y) e (ξ,η), cosθ = z/r01 e r01 é dado por

r01 =
√

z2 +(x−ξ)2 +(y−η)2. (2.21)
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Na derivação da Eq. (2.20), para além da aproximação inerente à teoria escalar, considera-
se que a distância de observação é muito superior ao comprimento de onda da luz, isto é,
r01� λ0.

2.2.1 Aproximação de Fresnel

A aproximação de Fresnel consiste em supor z� (x−ξ)max e z� (y−η)max. Assim pode
aproximar-se r01 por uma expansão binomial

r01 = z

√
1+
(

x−ξ

z

)2

+
(

y−η

z

)2

≈ z

[
1+

1
2

(
x−ξ

z

)2

+
1
2

(
y−η

z

)2
] (2.22)

Para o termo r2
01 no denominador da eq. (2.20) retém-se apenas o primeiro termo da ex-

pansão, isto é, r01 ≈ z. No entanto, para o termo r01 na exponencial deve reter-se os dois
primeiros termos da expansão binomial, devido ao facto de r01 estar a multiplicar por um
número grande k0. O resultado destas aproximações é

U(x,y) =
e−ik0z

iλ0z

∫ ∫
Σ

U(ξ,η)exp
{
−i

k0

2z

[
(x−ξ)2 +(y−η)2]}dξdη. (2.23)

Visto de outra forma, o integral (2.23) não é nada mais do que uma convolução

U(x,y) =
∫ ∫

∞

−∞

U(ξ,η)h(x−ξ,y−η)dξdη, (2.24)

cujo kernel é

h(x,y) =
e−ik0z

iλ0z
exp
[
−i

k0

2z

(
x2 + y2)] . (2.25)

Invocando o teorema da convolução a equação (2.24) fica

U(x,y) = F −1{F {U(ξ,η)}F {h(x,y)}}

= F −1{U(kx,ky)h(kx,ky)}.
(2.26)

Isto é, a propagação livre, no espaço das frequências espaciais (espaço de Fourier), corre-
sponde à multiplicação por um termo de fase quadrático

h(kx,ky) ∝ exp
[

i
z

2k0

(
k2

x + k2
y
)]

, (2.27)
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sendo h(kx,ky) a função de transferência da propagação livre.

2.3 Equação diferencial da difracção - aproximação
paraxial

Na derivação da equação diferencial da difracção, na aproximação paraxial, considera-se
um feixe óptico a propagar-se ao longo do eixo dos z, isto é, o feixe encontra-se confinado,
essencialmente, ao longo deste eixo. Portanto, a variação mais acentuada na fase da onda será
ao longo do eixo dos z [27, 47]. Podemos, então, explicitar esta dependência considerando

E(r) = A(r)exp(−ik0z), (2.28)

onde A(r) é a amplitude complexa que descreve o perfil transversal do feixe. Substituindo a
expressão (2.28) na equação de Helmholtz (2.19), resulta

∇
2A(r)−2ik0

∂A(r)
∂z

= 0. (2.29)

Como a dependência mais acentuada em z foi retirada de A(r) (Eq. (2.28)), a restante
dependência em z terá, em geral, uma variação lenta, comparativamente a exp(−ik0z) e à
variação transversal do feixe - aproximação paraxial. Pode expressar-se matematicamente
esta variação lenta de A(r) em z na forma

∣∣∣∣∂2A
∂z2

∣∣∣∣�


∣∣∣∣∂2A
∂x2

∣∣∣∣,∣∣∣∣∂2A
∂y2

∣∣∣∣,∣∣∣∣2k0
∂A
∂z

∣∣∣∣.
(2.30)

Isto é, a aproximação paraxial, matematicamente, corresponde à aproximação da variação
lenta da envolvente - SVEA. Desprezando a derivada parcial de segunda ordem em z, invo-
cando a SVEA, resulta a equação de onda paraxial

∂2A(r)
∂x2 +

∂2A(r)
∂y2 −2ik0

∂A(r)
∂z

= 0, (2.31)
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ou de forma mais compacta

∂A(r⊥,z)
∂z

+
i

2k0
∇

2
⊥A(r⊥,z) = 0, (2.32)

em que ∇2
⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 é o Laplaciano transversal e r⊥ representa as coordenadas

transversais, r⊥ ≡ (x,y).

Demonstra-se no Apêndice B que a solução da Eq. (2.32), a menos de factores con-
stantes, toma a forma do integral de propagação na aproximação de Fresnel, Eq. (2.23).
Isto é, pode-se dizer que a aproximação de Huygens-Fresnel é formalmente equivalente à
aproximação paraxial na equação diferencial da difracção.

2.4 Equação diferencial da difracção - fora de eixo

Como a analogia DEDT é formulada, tradicionalmente, a partir da comparação entre as
equações diferenciais que descrevem a propagação nos dois regimes (2.14) e (2.32), ela
está limitada pelo lado da difracção, à introdução da aproximação paraxial e à ausência de
uma frequência espacial portadora, enquanto que, no caso da dispersão, essa portadora está
sempre presente, ω0. Estas aproximações introduzidas muito cedo na equação de Helmholtz
(Eq. (2.19)), tem como consequência a perda de algumas das analogias DEDT. Nesta secção
mostra-se que, para recuperar as analogias perdidas, é necessário introduzir na análise da
propagação uma frequência espacial portadora, equivalente à frequência temporal portadora
na dispersão. Nesta nova análise nenhuma aproximação do tipo paraxial é considerada
inicialmente [48–59].

Esta nova abordagem tem igualmente a vantagem de permitir analisar a difracção de um
sinal que se propaga ao longo de uma ordem de difracção diferente de zero e ao longo de um
sistema óptico desalinhado [60, 61].

Para fazer a análise deste caso começa-se, como não poderia deixar de ser, com a equação
de Helmholtz (2.19), mas em vez de considerar uma propagação ao longo do eixo dos z

impõe-se que seja ao longo de uma direcção arbitrária paralela ao vector k0,

k0 = k⊥0 +kz0 = kx0 x̂+ ky0 ŷ+ kz0 ẑ, (2.33)

em que k⊥0 e kz0 são as projecções de k0, respectivamente, na direcção z e no plano transver-
sal (x,y), de acordo com a geometria da Fig. 2.2.

Como a ideia é obter uma analogia entre a difracção e a dispersão, vai resolver-se a
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Figura 2.2: Relações geométricas entre os vectores associados à propa-
gação na direcção k0.

equação de Helmoltz (2.19) de forma análoga à que foi usada para obter a equação diferencial
de propagação em meios dispersivos (secção 2.1).

Aplicando a transformada de Fourier, nas coordenadas transversais r⊥= (x,y), à equação
de Helmholtz (2.19), trabalhando assim no espaço das frequências espaciais transversais,
obtém-se

F
{(

∇
2 + k2

0
)

E(r⊥,z)
}

=
(
−k2
⊥+ k2

0
)

E(k⊥,z)+
∂2E(k⊥,z)

∂z2 = 0, (2.34)

onde

E(k⊥,z) = F {E(r⊥,z)}=
+∞∫∫
−∞

E(r⊥,z)exp(ik⊥ · r⊥)dr⊥, (2.35)

e k2
⊥ = k⊥ ·k⊥ = k2

x + k2
y . A solução desta equação é

E(k⊥,z) = E(k⊥,0)exp
[
−i
(
k2

0− k2
⊥
)1/2

z
]
. (2.36)

Esta equação não é mais do que a equação de propagação do espectro angular [8]. Como
se está interessado na análise do efeito da propagação no perfil transversal e como o feixe
se encontra confinado essencialmente ao longo da direcção k0, a variação mais acentuada,
na fase da onda, será ao longo desta direcção. Pode separar-se esta variação acentuada
introduzindo a SVEA, isto é

E(r⊥,z) = A(r⊥,z)exp
[
−i(k⊥0 · r⊥+ kz0z)

]
, (2.37)



18 Analogia entre a difracção espacial e a dispersão temporal

cuja transformada de Fourier é

E(k⊥,z) = A(k⊥−k⊥0,z)exp(−ikz0z). (2.38)

Para que esta equação seja solução de (2.34) terá de obedecer à equação de propagação
(2.36). Igualando (2.38) e (2.36) obtém-se

A(∆k⊥,z) = A(∆k⊥,0)exp [−i(β(k⊥)− kz0)z] , (2.39)

em que A(∆k⊥,0)≡ E(k⊥,0),
∆k⊥ = k⊥−k⊥0, (2.40)

e
β(k⊥) =

√
k2

0− k2
⊥. (2.41)

É de salientar que na obtenção da equação (2.39), não é feita nenhuma aproximação, para
além da inerente à teoria escalar da difracção; a exponencial na equação (2.39) pode ser
entendida como a função de transferência da propagação livre para além da aproximação
paraxial [8].

A função β(k⊥), dada pela Eq. (2.41), tem uma forma analítica fechada, no entanto,
como se pretende obter uma equação diferencial para A(r⊥,z), vai expandir-se β(k⊥) em
série de Taylor em torno de k⊥0 , na aproximação de ∆k2

⊥/k2
z0
� 1,

β(k⊥) = kz0

√
1−

k2
⊥− k2

⊥0

k2
z0

=
+∞

∑
n=0

[
1
n!

(∆k⊥ ·∇k⊥)
n
β(k⊥)

]
k⊥=k⊥0

= kz0−
1

kz0

k⊥0 ·∆k⊥−
1

2kz0

(
∆k2
⊥+

1
k2

z0

(k⊥0 ·∆k⊥)2
)

− 1
2k3

z0

(
k⊥0 ·∆k3

⊥+
1

k2
z0

(k⊥0 ·∆k⊥)3
)

− 1
8k3

z0

(
∆k4
⊥+

6
k2

z0

(k⊥0 ·∆k⊥)2
∆k2
⊥+

5
k4

z0

(k⊥0 ·∆k⊥)4
)

+ . . . ,

(2.42)

em que ∇k⊥ = k̂x∂/∂kx + k̂y∂/∂ky. Esta expansão pode ser simplificada, notando que, para n
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inteiro, temos(
k⊥0 ·∆k⊥

)2n =
(
k⊥0∆k⊥ cos(θ)

)2n = α
2n(k⊥0)k

2n
z0

∆k2n
⊥ ,(

k⊥0 ·∆k⊥
)2n+1 =

(
k⊥0 ·∆k⊥

)2n (k⊥0 ·∆k⊥
)

= α
2n(k⊥0)k

2n
z0

k⊥0 ·∆k2n+1
⊥ ,

em que a quantidade

α(k⊥0) =
k⊥0

kz0

cos(θ), (2.43)

é uma função característica da frequência espacial portadora e θ é o ângulo entre os vectores
k⊥0 e ∆k⊥, representados na Fig. 2.3. Desta forma pode definir-se os cinco primeiros
coeficientes da expansão

β0(k⊥0) = kz0, (2.44a)

βββ1(k⊥0) =−
k⊥0

kz0

, (2.44b)

β2(k⊥0) =− 1
kz0

(
1+α

2(k⊥0)
)
, (2.44c)

βββ3(k⊥0) =−
3k⊥0

k3
z0

(
1+α

2(k⊥0)
)
, (2.44d)

β4(k⊥0) =− 3
k3

z0

[
1+6α

2(k⊥0)
(

1+
5
6

α
2(k⊥0)

)]
, (2.44e)

pelo que a expansão (2.42) pode ser escrita:

β(k⊥) = β0 +βββ1 ·∆k⊥+
1
2!

β2∆k2
⊥+

1
3!

βββ3 ·∆k3
⊥+

1
4!

β4∆k4
⊥+ . . . , (2.45)

em que βn ≡ βn(k⊥0).

Para obter a equação diferencial da propagação, deriva-se (2.39) em ordem a z apenas
uma vez, invocando a SVEA,

∂A(∆k⊥,z)
∂z

=−i [β(k⊥)− kz0]A(∆k⊥,z), (2.46)

substitui-se a expansão (2.42) nesta equação e depois de aplicar a transformada de Fourier
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Figura 2.3: Relações geométricas entre os vectores associados à propa-
gação da frequência espacial k em torno de k0.

inversa obtém-se:

∂A(r⊥,z)
∂z

=
{
− 1

kz0

k⊥0 ·∇⊥−
i

2kz0

[
∇

2
⊥+

1
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)2
]

+
1

2k3
z0

[
k⊥0 ·∇

3
⊥+

1
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)3
]

+
i

8kz0

[
∇

4
⊥+

6
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)2
∇

2
⊥+

5
k4

z0

(k⊥0 ·∇⊥)4
]
+ · · ·

}
A(r⊥,z),

(2.47)

em que ∇⊥ = x̂∂/∂x + ŷ∂/∂y. Faz notar-se que, neste passo, não se usaram os coeficientes
βn definidos pelas Eqs. (2.44), visto que, à parte de β0 e βββ1, eles são funções das frequências
do sinal devido à presença da quantidade α. No entanto, as definições introduzidas pelas
Eqs. (2.44) irão ser úteis, mais à frente, aquando do estudo da analogia entre a difracção e a
dispersão.

O último passo para simplificar a Eq. 2.47 consiste em fazer uma mudança de variáveis,
às quais se poderá chamar de coordenadas espaciais locais,

u⊥ = r⊥+βββ1z = r⊥−
k⊥0

kz0

z, (2.48a)

ξ = z. (2.48b)

Esta mudança de variáveis tem uma explicação geométrica simples. A nova coordenada
transversal u⊥ está deslocada relativamente à coordenada r⊥ de zk⊥0/kz0; a origem do
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Figura 2.4: Coordenadas espaciais locais: tan(γ) = k⊥0/kz0 , r⊥ − u⊥ =
z tan(γ) = zk⊥0/kz0 .

sistema de eixos da coordenada u⊥ é o ponto de intercepção da linha contendo o vector
k0 ligado a x = y = z = 0 com o plano de observação (figura 2.4). Com esta mudança de
variáveis, da equação (2.47), resulta:

∂A(u⊥,ξ)
∂ξ

=
{
− i

2kz0

[
∇

2
⊥+

1
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)2
]

+
1

2k3
z0

[
k⊥0 ·∇

3
⊥+

1
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)3
]

+
i

8kz0

[
∇

4
⊥+

6
k2

z0

(k⊥0 ·∇⊥)2
∇

2
⊥+

5
k4

z0

(k⊥0 ·∇⊥)4
]
+ · · ·

}
A(u⊥,ξ),

(2.49)

em que ∇⊥ = ûx∂/∂ux + ûy∂/∂uy.

Finalmente, tem-se a Eq. (2.49) que descreve a propagação na difracção de um sinal
com perfil transversal A(u⊥,ξ) segundo uma direcção arbitrária k0, a qual vai para além da
aproximação paraxial.

Se nesta análise retivermos apenas os três primeiros termos da expansão em série de
β(k⊥) (Eq. (2.42)), isto é, βn(k⊥)≈ 0 para n > 2 e no limite quando k⊥0 → 0 temos u⊥→
r⊥ e a equação de propagação (2.49) fica reduzida à equação diferencial de propagação na
aproximação paraxial da secção 2.3, Eq. (2.32).

2.4.1 Propagação na direcção k0 de um sinal a uma dimensão

Na análise que conduziu à Eq. (2.49) verifica-se que ela depende de grandezas vectoriais,
situação que era de esperar visto que o espaço na direcção transversal é a duas dimensões.
A forma da Eq. (2.49) não é a mais adequada para o estudo da analogia DEDT, porque
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apresenta uma dimensão extra relativamente à Eq. (2.13).

Como o objectivo final é estudar a analogia DEDT, vai analisar-se a Eq. (2.49) a uma
dimensão, introduzindo um sinal a uma dimensão do tipo A(u⊥,ξ) ≡ A(ux,ξ) e k⊥0 ≡ kx0 .
Nesta situação resulta ∂/∂uy = 0 e os coeficientes de expansão de β(kx0) ficam constantes
tomando a forma

β0(kx0) = kz0, (2.50a)

β1(kx0) =−kx0

kz0

, (2.50b)

β2(kx0) =− 1
kz0

(1+α
2), (2.50c)

β3(kx0) =−3kx0

k3
z0

(1+α
2), (2.50d)

β4(kx0) =− 3
k3

z0

(1+6α
2 +5α

4). (2.50e)

sendo α = ±kx0/kz0 em que para sinais a uma dimensão o ângulo θ entre kx0 e ∆kx toma o
valor 0 ou π. A equação (2.49) para sinais 1D transforma-se em:

∂A(ux,ξ)
∂ξ

= +i
β2

2!
∂2A(ux,ξ)

∂u2
x
− β3

3!
∂3A(ux,ξ)

∂u3
x
− i

β4

4!
∂4A(ux,ξ)

∂u4
x

+ · · · , (2.51)

ou de forma condensada

∂A(ux,ξ)
∂ξ

+
∞

∑
n=2

in+1

n!
βn

∂nA(ux,ξ)
∂un

x
= 0. (2.52)

Esta equação, versão 1D da Eq. (2.49), tem uma forma comparável à da Eq. (2.13) da
dispersão, permitindo o estudo da analogia DEDT que será feito na secção 2.5.

2.4.2 Propagação na direcção k0 de um sinal do tipo
A(u⊥,ξ) = Ax(ux,ξ)+Ay(uy,ξ)

O carácter vectorial da Eq. (2.49) pode ser vantajosamente aproveitado para criar uma
analogia entre a difracção e a propagação de impulsos em meios dispersivos birrefringentes
[62, 63]. Com esse objectivo, vai analisar-se a propagação de um sinal do tipo A(u⊥,ξ) =
Ax(ux,ξ) + Ay(uy,ξ), introduzindo este sinal na Eq. (2.49). Notando que as derivadas
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cruzadas de A(u⊥,ξ) são identicamente nulas, isto é

∂n+mA(u⊥,ξ)
∂un

x∂um
y

= 0, (2.53)

para qualquer n,m > 0, a Eq. (2.49) pode ser escrita na forma:

∂A(u⊥, t)
∂ξ

=
i

2!
βββ2 ·∇∇∇2

⊥A(u⊥, t)− 1
3!

βββ3 ·∇∇∇3
⊥A(u⊥, t)− i

4!
βββ4 ·∇∇∇4

⊥A(u⊥, t)+ · · ·

=−
+∞

∑
n=2

in+1

n!
βββn·∇∇∇n

⊥A(u⊥, t),
(2.54)

onde se definiu o operador ∇∇∇n
⊥ = ûx∂n/∂un

x + ûy∂n/∂un
y e os coeficientes βββn são dados por

βββ2 = (β2x ,β2y) =− 1
kz0

[
(1+α

2
x)ûx +(1+α

2
y)ûy

]
βββ3 = (β3x ,β3y) =− 3

k3
z0

[
kx0(1+α

2
x)ûx + ky0(1+α

2
y)ûy

]
βββ4 = (β4x ,β4y)

=− 3
k3

z0

[(
1+6α

2
x(1+5α

2
x/6)

)
ûx +

(
1+6α

2
y(1+5α

2
y/6)

)
ûy
]

· · · ,

(2.55)

em que αx = kx0/kz0 e αy = ky0/kz0 .

A equação diferencial vectorial (2.54) pode ser separada nas suas componentes,

∂Ax(ux, t)
∂ξ

+
+∞

∑
n=2

in+1

n!
βnx

∂nAx(ux, t)
∂un

x
= 0,

∂Ay(uy, t)
∂ξ

+
+∞

∑
n=2

in+1

n!
βny

∂nAy(uy, t)
∂un

y
= 0,

(2.56)

resultando num sistema de duas equações diferenciais independentes com a forma da Eq.
(2.52) , tendo por isso a forma apropriada para o estudo comparativo com a propagação de
impulsos em meios dispersivos birrefringentes.

2.4.3 Validade da expansão em série de Taylor de β(k⊥)

Apesar de β(k⊥) ter uma forma analítica conhecida Eq. (2.41), foi feita a sua expansão em
série de Taylor de forma a obter uma equação diferencial que possibilite o estudo da analogia
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Figura 2.5: Estudo da propagação da função de transmitância A(x) quando
iluminada por uma onda plana de direcção k0.

DEDT. No entanto, o conhecimento da forma analítica de β(k⊥) pode ser usado para analisar
o comportamento da expansão em série de Taylor em função de vários parâmetros: em
particular em função do ângulo de propagação γ da Fig. 2.4 (ou de forma equivalente do
parâmetro α) e das frequências do sinal k⊥. Para tal, vamos estudar a propagação do campo
no sistema da Fig. 2.5, em que uma transparência, com função de transmitância A(x), é
iluminada por uma onda plana, segundo uma direcção k0 que faz um ângulo γ com o eixo z.

Sem perda de generalidade, mantendo o problema a uma dimensão transversal e, usando
o princípio de sobreposição da equação de onda, vamos estudar a propagação de cada com-
ponente espectral Ek do campo. Imediatamente à direita da transparência, cada componente
espectral do campo irá propagar-se segundo uma direcção k, sendo |k|= k = k0, na forma

Ek(x,z) = Ek exp(−ik · r) = Ek exp [−ik0 (xsinθ+ ycosθ)] , (2.57)

em que a direcção de propagação θ é dada pela lei das redes de difracção [64]

sinθ± =±|kx|
k0

+ sinγ, (2.58)

sendo kx a componente espectral da função de transmitância A(x) e onde se explicitou a
dependência de θ no sinal da componente espectral kx. Combinando as Eqs. (2.37) e (2.57)
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resulta

Akx(x,z) = Ek(x,z)exp(ik0 · r)

= Ek exp [−i(k−k0) · r]

= Ek exp{−ik0 [(sinθ− sinγ)x+(cosθ− cosγ)z]} ,

(2.59)

e introduzindo a mudança de coordenadas (2.48), chegamos à equação de propagação da
componente espectral kx da envolvente A(x) nas coordenadas espaciais locais

Akx(ux,ξ) = Ek exp{−ik0 [(sinθ− sinγ)(ux +ξ tanγ)+(cosθ− cosγ)ξ]} . (2.60)

Esta equação terá de satisfazer a equação de propagação (2.52), logo, substituindo a Eq.
(2.60) na Eq. (2.52) resulta

k0 [(sinθ− sinγ) tanγ+(cosθ− cosγ)] =
∞

∑
n=2

βn

n!
kn

0 (sinθ− sinγ)n , (2.61)

e resolvendo em ordem a cosθ fica

cosθ =
∞

∑
n=0

βn

n!
kn−1

0 (sinθ− sinγ)n . (2.62)

Usando os coeficientes de expansão βn dados pelas Eqs. (2.50), facilmente se identifica o
sumatório presente na Eq. (2.62) como a expansão em série de Taylor da função de sinθ√

1− sin2
θ em torno de sinγ

√
1− sin2

θ =
∞

∑
n=0

βn

n!
kn−1

0 (sinθ− sinγ)n , (2.63)

resultando na Eq. (2.62) uma identidade trigonométrica.

Resumindo, reter um número finito de termos na equação de propagação (2.52) é equiva-
lente a introduzir o mesmo número de termos no cálculo do cosθ na Eq. (2.62), no que resulta
na introdução de um erro na direcção de propagação θ. Estamos, então, em condições de
estudar a validade da aproximação da série de Taylor de β(kx), usando para isso a Eq. (2.62).
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Recorrendo à lei das redes de difracção (2.58) na Eq. (2.62), resulta

cosθ =
1
k0

∞

∑
n=0

βn

n!
kn

x

= cosγ− tanγ

(
kx

k0

)
+

β2

2
k2

x
k0

+
1
k0

∞

∑
n=3

βn

n!
kn

x

= cosγ− tanγ

(
kx

k0

)
+

β2

2
k2

x
k0

[
1+

∞

∑
n=3

δn2

]
,

(2.64)

onde se introduziram os parâmetros δn2 definidos por

δn2 =
2
n!

βn

β2
kn−2

x , (2.65)

que caracterizam a grandeza dos termos de ordem n na série (2.64), relativamente ao termo
de segunda ordem (termo em β2). Vamos limitar a nossa análise apenas aos primeiros três
parâmetros δn2:

δ32 =
β3

3β2
kx =

sinγ

cos2 γ

kx

k0
, (2.66a)

δ42 =
β4

3β2
k2

x =
1+5tan2 γ

4cos2 γ

(
kx

k0

)2

, (2.66b)

δ52 =
2β5

5!β3
k3

x =
tanγ

4cos5 γ

(
3+4sin2

γ
)(kx

k0

)3

. (2.66c)

Estabelecendo δn2 > 10−2 como condição para a introdução dos termos até à ordem n na
série (2.64) e usando ainda como padrão o limite de validade na aproximação paraxial para
a propagação no eixo (γ = 0), obtém-se:

δ42|γ=0 =
1
4

(
kx

k0

)2

∼ 1
100
⇒ kx ∼

k0

5
, (2.67)

isto é, para frequências do sinal da ordem de k0/5 a aproximação paraxial deixa de ser válida,
sendo necessário a introdução de termos de ordem superior. Portanto, vamos limitar a análise
a sinais cuja frequência máxima é metade deste valor, kxmax = k0/10. Este critério implica
aceitar um erro máximo na direcção de propagação θ inferior a 0,1◦.

Nos gráficos das figuras 2.6, 2.7 e 2.8 está representada a variação dos três primeiros
parâmetros δn2 em função do ângulo de propagação γ, para vários valores da frequência kx
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Figura 2.6: Variação da grandeza relativa δ32 em função do ângulo γ para
kx/k0 = {1/10,1/50,1/100,1/200}.

Figura 2.7: Variação da grandeza relativa δ42 em função do ângulo γ para
kx/k0 = {1/10,1/50,1/100,1/200}.
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Figura 2.8: Variação da grandeza relativa δ52 em função do ângulo γ para
kx/k0 = {1/10,1/50,1/100,1/200}.

do sinal. Da análise dos gráficos verifica-se que, os parâmetros δn2 são funções crescentes
do ângulo de propagação γ; como consequência, a convergência da série (2.64) é tanto mais
lenta quando maior for γ. Pode verificar-se que, para ângulos γ > 90◦ a série deixa de
convergir; no entanto esta situação não apresenta nenhuma dificuldade à teoria, visto que
γ = 90◦ representa, fisicamente, a não existência de propagação segundo a direcção z.

Verifica-se, também, da análise dos gráficos que a introdução dos termos até à ordem n

na série (2.64) é imposta, para além do ângulo γ, pela maior frequência kx presente no sinal.
No caso em análise, é imposta pela curva correspondente a kx = k0/10.

Sendo assim, podemos determinar o ângulo de propagação γ a partir do qual se devem
introduzir os termos até à ordem n na série (2.64). Resolvendo a equação δn2 = 10−2 com
kx = k0/10, obtém-se os resultados resumidos na tabela 2.1. Para γ > 64◦, resulta da equação
das redes de difracção (2.58) sinθ > 1, isto é, temos uma onda evanescente, que tende
rapidamente para zero com a distância de propagação z.†

Em conclusão, a expansão em série de β(kx), dentro dos limites de validade da teoria
escalar da difracção, é bem comportada (converge). Uma correcta propagação de um sinal,
usando a Eq. (2.52), pressupõe um conhecimento, à priori, da frequência máxima do sinal,
para se poder avaliar, a partir dos parâmetros δn2, o número mínimo de termos da expansão

† Para uma correcta análise das ondas evanescentes, é necessário o uso da teoria vectorial da difracção.
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Tabela 2.1: Número de termos a incluir na expansão de β(kx) em função da
direcção de propagação γ para uma frequência máxima do sinal
kx = k0/10.

Direcção de propagação Termos a reter na expansão de β(kx)

γ . 6◦ β2

6◦ . γ . 32◦ β2 e β3

32◦ . γ . 48◦ β2,β3 e β4

48◦ . γ . 64◦ β2,β3,β4,β5, · · ·

γ & 64◦ onda evanescente

de β(kx), a reter na equação de propagação (2.52).

2.4.4 Integral de propagação - fora de eixo

O objectivo desta secção é encontrar uma solução para a equação diferencial da difracção
fora de eixo (2.49), na forma de integral, semelhante ao integral de Huygens-Fresnel da
secção 2.2.

Aplicando a transformada de Fourier inversa na variável ∆k⊥ à Eq. (2.39) tem-se

A(r⊥,z) =
+∞∫∫
−∞

A(∆k⊥,0)exp [−i(β(k⊥)− kz0)z]exp(−i∆k⊥ · r⊥)d∆k⊥. (2.68)

Introduzindo a mudança de variável (2.48) e a expansão em série de Taylor de β(k⊥) (2.45),
resulta

A(u⊥,ξ) =
+∞∫∫
−∞

A(∆k⊥,0)H(∆k⊥,ξ)exp(−i∆k⊥ ·u⊥)d∆k⊥, (2.69)

em que

H(∆k⊥,ξ) = exp

[
−i

(
∞

∑
n=2

βn

n!
∆kn
⊥

)
ξ

]
. (2.70)

Como os coeficientes βn(k⊥) dependem de ∆k⊥ através do termo cos2 θ vai aproximar-se
o cos2 θ pelo seu valor médio 1/2, tornando os coeficientes βn(k⊥) independentes de ∆k⊥.
Faz-se notar que, para sinais unidimensionais, os coeficientes βn(kx) são independentes de
∆kx logo, neste caso, não está a impor-se nenhum tipo de aproximação.
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Dentro desta suposição, e, retendo apenas o termo em β2(k⊥), resulta a função de
transferência nas coordenadas (u⊥,ξ) na aproximação paraxial

H(∆k⊥,ξ) = exp
[
−i
(

β2

2
∆k2
⊥

)
ξ

]
. (2.71)

Substituindo (2.71) na Eq. (2.69) e aplicando o teorema da convolução, resulta o integral de
propagação

A(u⊥,ξ) =
+∞∫∫
−∞

A(r⊥,0)H(r⊥−u⊥,ξ)dr⊥, (2.72)

em que H(u⊥,ξ) é resposta impulsional da propagação livre numa direcção k0, dada por

H(u⊥,ξ) = F −1{H(∆k⊥,ξ)}

=
ikz0

(1+α2)ξ
exp
[
−i

kz0u2
⊥

2(1+α2)ξ

]
,

(2.73)

sendo α = k⊥0/2kz0 .

No limite k⊥0→ 0, o integral de propagação (2.72) reduz-se ao integral de Fresnel (2.24).

2.5 Analogia entre a difracção espacial e a dispersão
temporal

A analogia DEDT é caracterizada, tradicionalmente, a partir da comparação entre as equações
que descrevem a propagação do sinal/impulso nos dois regimes, espacial e temporal.

2.5.1 Analogia DEDT primitiva

A analogia DEDT primitiva é caracterizada a partir da comparação entre as Eqs. (2.14) e
(2.32) [27]. Desde logo se constata que esta analogia é incompleta; só é possível estabelecê-
la dentro da aproximação paraxial no caso da difracção, e, dentro da aproximação até à
segunda ordem na dispersão, no caso da propagação de um impulso num meio dispersivo.
Se tentarmos incluir termos de ordem superior à segunda, na dispersão, a analogia quebra,
isto é, deixa de ser válida, como foi referido em [65].

A título de comparação com a extensão à analogia DEDT da secção 2.5.2, é apre-
sentado na tabela 2.2, um resumo da analogia DEDT primitiva. Só existe equivalência
entre três parâmetros: direcção de propagação, coordenada transversal/perfil e termo de
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Tabela 2.2: Resumo da analogia DEDT primitiva; relação entre os vários
parâmetros dos dois fenómenos. GVD - dispersão da veloci-
dade de grupo (Group Velocity Dispersion).

Dispersão Difracção
temporal espacial

Direcção de propagação ξ z

Coordenada do perfil τ x

Dispersão de 2o ordem (GVD) β2 −1/k0

dispersão/difracção β2. Apesar de terem sido usados, na derivação da Eq. (2.14), os termos
de dispersão de ordem zero (velocidade de fase) e um (velocidade de grupo), estes não têm
análogo na derivação da equação de propagação em difracção Eq. (2.32).

2.5.2 Extensão à analogia DEDT primitiva

Como já foi referido a analogia DEDT primitiva foi formulada através das equações diferen-
ciais usuais que descrevem a propagação nos dois regimes. No caso da dispersão, a frequên-
cia portadora é normalmente introduzida à priori (Eq. (2.5)), enquanto que na difracção,
a frequência espacial portadora é considerada nula (propagação no eixo) e a aproximação
paraxial é normalmente aplicada (Eq. (2.32)). Além disto, a equação da dispersão é pos-
teriormente convertida numa propagação no eixo (portadora nula) deslocando a frequência
temporal central para zero, através de uma mudança de variável (Eq. (2.12)). Como conse-
quência destes procedimentos, perdem-se algumas das analogias entre os dois regimes. Para
recuperar estas analogias, introduziu-se no formalismo da difracção uma frequência espacial
portadora (secção 2.4), equivalente à frequência temporal portadora, tal como foi inicial-
mente proposto por Naulleau [66], e onde a aproximação paraxial não é usada. Com esta
nova abordagem da difracção, consegue-se recuperar todas as analogias perdidas, resultando
numa analogia DEDT completa.

A extensão à analogia DEDT primitiva é caracterizada a partir da comparação entre as
equações diferenciais de propagação nos dois regimes, Eqs. (2.13) e (2.52). Embora nestas
equações de propagação não apareça explicitamente uma equivalência entre os termos em β0

e β1, ela está presente nas equações de mudança de variavéis para o tempo/espaço próprio,
Eqs. (2.12), (2.48) e nas equações de propagação do espectro (2.7), (2.39).

Na tabela 2.3 encontra-se resumida a extensão à analogia DEDT primitiva, onde se
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identifica a relação de equivalência entre os vários parâmetros. Em particular, tem-se uma
correspondência entre todos os coeficientes da expansão de β(ω) e β(kx) e surge na difracção
o análogo da frequência portadora ω0, que é kx0 .

Tabela 2.3: Resumo da extensão à analogia DEDT primitiva; relação entre
os vários parâmetros dos dois fenómenos. GVD - Group
Velocity Dispersion, TOD - Third Order Dispersion.

Dispersão Difracção
temporal espacial

Direcção de propagação ξ ξ

Coordenada do perfil τ ux

Frequência ω kx

Frequência portadora ω0 kx0

Largura espectral Ω ∆kx

Relação de dispersão n(ω) n(kx)

Velocidade de fase v(ω) v(kx)

Constante de propagação β(ω) β(kx)

Constante de propagação
da portadora

β0 kz0

Velocidade de grupo β
−1
1 −kz0/kx0

Dispersão de 2a ordem
(GVD)

β2 −(1+α2)/kz0

Dispersão de 3a ordem
(TOD)

β3 −3(1+α2)kx0/kz0

Dispersão de ordem n βn βn

Levando a analogia DEDT mais longe, pode definir-se o equivalente à relação de disper-
são, isto é, a dependência do índice de refracção na frequência temporal n(ω), a partir da
relação

β(ω) = n(ω)ω/c =
ω

v(ω)
, (2.74)
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Figura 2.9: Relação de dispersão geométrica n(kx) equivalente à relação de
dispersão temporal (cs = 1).

em que v(ω) é a velocidade de fase. A relação equivalente na difracção à Eq. (2.74) é

β(kx) = n(kx)kx/cs =
kx

v(kx)
, (2.75)

em que cs é o equivalente à velocidade da luz no vácuo e v(kx) é o equivalente à velocidade
de fase na dispersão. Como esta velocidade é adimensional, será mais apropriado chamar-
lhe taxa de variação de fase no espaço. Da Eq. (2.75) resulta o equivalente à relação de
dispersão, que à falta de melhor, podemos chamar-lhe relação de dispersão geométrica, visto
que resulta da orientação geométrica do vector k0, relativamente ao sistema de eixos,

n(kx)≡
cs

v(kx)
. (2.76)

No gráfico da Fig. 2.9 está representada a variação de n(kx) em função de kx/k0 para
cs = 1. A relação de dispersão geométrica n(kx) não tem uma existência física, é apenas um
conceito introduzido pela analogia DEDT. A forma correcta de interpretar a figura 2.9 é a
seguinte: a propagação livre em difracção é formalmente equivalente à propagação de um
impulso num meio dispersivo cuja relação de dispersão, a menos de um factor de escala, tem
a forma da curva do gráfico da Fig. 2.9.
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2.6 Conclusão

Da análise da propagação livre fora de eixo da secção 2.4, resultou um conjunto de novas
analogias entre a propagação em dispersão e difracção. Ficou demonstrado que, para obter
uma analogia DEDT completa, é necessário uma abordagem fora de eixo da propagação
livre, em difracção [67–69].

A analogia DEDT, proposta neste capítulo, não se trata de uma nova analogia relativa-
mente à analogia DEDT primitiva, trata-se sim, de uma analogia mais extensa em que a
analogia primitiva é, apenas, um caso particular. Podemos considerar a analogia DEDT, pro-
posta neste capítulo completa, visto que existe uma equivalência entre todos os parâmetros
presentes nos dois regimes, dispersão e difracção.

Outra consequência desta analogia DEDT é a introdução do equivalente ao conceito de
aberração temporal introduzido por Bennett [70], que considera aberração as alterações
introduzidas no impulso devido à presença dos termos em β3 e superiores. Estas aber-
rações temporais são análogas às aberrações de difracção, que consistem em correcções à
aproximação paraxial na propagação livre [71–77], as quais são de natureza diferente das
aberrações definidas no âmbito de um sistema formador de imagem [78–80].

Fora do âmbito da analogia DEDT, a análise da propagação livre fora de eixo da alínea
2.4 poderá ser aplicada no estudo da propagação de sinais em sistemas ópticos desalinhados
e na propagação de sinais, segundo a direcção das várias ordens de difracção de uma rede de
difracção.



Capı́tulo 3
Lente temporal

O estudo da analogia DEDT, realizado no capítulo anterior, embora tenha interesse teórico,
por si só não apresenta de imediato consequências práticas relevantes.

Por outro lado, o fenómeno da difracção aplicado ao processamento óptico de infor-
mação, envolve o estudo da propagação do sinal num sistema óptico, formado por vários
tipos de elementos ópticos. O elemento óptico fundamental, comum a estes sistemas ópticos
é a lente espacial.

A função de uma lente espacial (delgada) consiste na multiplicação do sinal de entrada
por um termo de fase quadrático do tipo

exp
[

i
k0(x2 + y2)

2 f

]
, (3.1)

em que f é a chamada distância focal da lente, que, para uma lente refractiva, depende da
geometria da duas faces da lente e do índice de refracção n do material que a constitui.

Portanto, se queremos introduzir, na física da propagação de impulsos em meios disper-
sivos, conceitos análogos aos do processamento óptico de informação em difracção, então,
é de fundamental importância introduzir, no fenómeno da dispersão, o conceito de lente
temporal que realize uma função sobre o impulso análoga à Eq. (3.1). Usando a analogia
DEDT expressa pela tabela 2.3, a função da lente temporal terá de ser do tipo [17]

exp
[
−i

τ2

2β2 f

]
, (3.2)

em que f é a distância focal, que naturalmente dependerá do tipo de implementação física
da lente.

O conceito de lente temporal foi pela primeira vez implementado por Kolner em 1988 [5],
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que usou um cristal electro-óptico para criar uma modulação de fase do tipo dado pela Eq.
(3.2). Actualmente existem várias formas de implementar uma lente temporal: modulação
de fase electro-óptica [5, 18, 81–84], geração da soma ou diferença de frequências (S/DFG
- sum/difference-frequency generation) - lente temporal paramétrica [19, 20], modulação
cruzada de fase (XPM - cross-phase modulation) [85] e auto modulação de fase (SFM -
self-phase modulation) [28].

Nenhum dos modelos teóricos que descrevem estas formas de implementação da lente
temporal têm em consideração a propagação do impulso no interior da lente, isto é, considera-
se que βi = 0 para i > 2. Como tal, podemos considerá-las análogas à lente espacial delgada,
a qual também despreza a propagação do sinal no interior da lente.

Neste capítulo, é feito o estudo da propagação de um impulso num cristal electro-óptico
cujo índice de refracção é modulado por uma micro-onda considerando apenas a aproxi-
mação de segunda ordem na dispersão, βi = 0 para i > 3. Demonstra-se ainda que, este
sistema pode comportar-se como uma lente de perfil de índice parabólico temporal análoga
à lente GRIN espacial (GRIN - graded-index)[86].

3.1 Lente temporal “delgada”

Nesta secção são apresentados os vários tipos da lente temporal “delgada” (ou instantânea),
em particular, da lente electro-óptica e da lente paramétrica.

A análise do modelo de lente temporal, do tipo SFM [28], não é explorada neste trabalho,
visto que esta lente não é passiva pelo facto de depender do perfil do próprio impulso. A fase
introduzida por este tipo de lente num impulso de perfil A(τ) é dada por

φ(τ) = B|A(τ)|2, (3.3)

em que B é uma constante característica do processo SFM. Por exemplo, para um impulso
de perfil gaussiano A(τ) = A0 exp(−τ2/2τ2

0), expandindo em série de Taylor o perfil de
intensidade, retendo apenas os dois primeiros termos resulta

φ(τ) = BA2
0

(
1− τ2

2τ2
0

)
. (3.4)

O termo de fase introduzido é quadrático no tempo τ mas a distância focal desta lente é
função do perfil do impulso, isto é, a lente comporta-se de forma diferente para impulsos
de diferentes perfis, uma situação indesejada em várias situações. Por exemplo, este tipo de
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lente não pode ser usado num sistema genérico formador de imagem temporal, visto que a
condição de formação de imagem apenas é válida para um perfil particular do impulso de
entrada.

A lente temporal implementada a partir da XFM [85] tem um princípio de funcionamento
muito semelhante ao da lente temporal SFM. A diferença encontra-se no termo de fase
introduzido pela lente que depende do perfil de intensidade de um outro impulso. O seu
funcionamento, porém, como lente temporal só resulta em condições muito especiais, em
particular no caso dos dois impulsos terem um perfil aproximadamente gaussiano, limitando
assim a sua versatilidade. Por esta razão, a análise do seu funcionamento também não é
abordada neste trabalho.

3.1.1 Lente temporal electro-óptica “delgada”

Uma das formas de obter uma lente temporal baseia-se no principio da modulação electro-
óptica, em que o impulso atravessa um cristal electro-óptico, no qual o índice de refracção é
modulado por um campo sinusoidal de frequência ωM na região das micro-ondas.

Para caracterizar o efeito da lente estudar-se-á a propagação de um impulso ao longo
do cristal electro-óptico. Considerando o impulso linearmente polarizado, a propagação ao
longo do cristal é descrita pela equação de onda escalar (1.7)

∇
2E(r, t)− 1

c2
∂2E(r, t)

∂t2 = µ0
∂2P(r, t)

∂t2 , (3.5)

em que o subscrito i da componente do campo foi removido. O efeito da modulação,
no índice de refracção do cristal, está incluído no termo de polarização P(r, t) na forma,
P(r, t) = PL(r, t)+∆P(r, t), em que PL(r, t) é a polarização linear e ∆P(r, t) é a perturbação
em P(r, t) devido ao efeito do campo da micro-onda, dado por [46]

∆P(r, t) =−ε0n4
0refEM(r, t)E(r, t), (3.6)

em que n0 é o índice de refracção do cristal para a frequência portadora do impulso ω0, ref é o
coeficiente electro-óptico efectivo do cristal e EM(r, t) é o campo da micro-onda modulador,
que, por hipótese, toma a forma sinusoidal, copropagante com o impulso

EM(r, t) = EM0 cos(ωMt− kMz). (3.7)

Para resolver a equação de onda (3.5), vamos aplicar a SVEA ao impulso, cuja forma é
E(r, t) = A(z, t)exp [i(ω0t−β0z)], e introduzir a aproximação de 1o ordem na dispersão (βi =
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0 para i > 2) na Eq. (3.5), resultando[
∂A(z, t)

∂z
+β1

∂A(z, t)
∂t

]
exp [i(ω0t−β0z)] = i

µ0

2β0

∂2∆P(z, t)
∂t2 . (3.8)

Ao usar as Eqs. (3.6) e (3.7) o termo do lado direito desta equação toma a forma:

i
µ0

2β0

∂2∆P(z, t)
∂t2 ≈−i

µ0ω2
0

2β0
∆P(z, t)

= i
ω0

2c
n3

0refA(z, t)EM0 cos [i(ωMt− kMz)]exp [i(ω0t−β0z)] ,
(3.9)

em que ω0/β0 = c/n0 e onde se considerou a frequência da onda moduladora muito pequena
comparada com a frequência portadora do impulso, isto é, ωM � ω0. Substituindo a Eq.
(3.9) na Eq. (3.8) e mudando para o tempo próprio do impulso através da mudança de
variável (2.12) resulta

∂A(ξ,τ)
∂ξ

= i
ω0

2c
n3

0refEM0 cos(ωMτ+ϕ)A(ξ,τ), (3.10)

em que

ϕ = ωMξ(β1− kM/ωM)

= ωMξ(1/vg−1/vM)

=
ωMξ

∆v
,

(3.11)

é o desvio de fase resultante da diferença vg− vM, sendo vg = β
−1
1 a velocidade de grupo

do impulso, vM = ωM/kM a velocidade de fase da micro-onda moduladora e 1/∆v = 1/vg−
1/vM. A equação diferencial de 1a ordem (3.10) tem como solução

A(ξ,τ) = A(0,τ)exp
[

i
ω0n3

0refEM0ξ

2c
sinc(ϕ/2)cos(ωMτ+ϕ/2)

]
, (3.12)

em que sinc(x) = sinx/x. Como o objectivo é obter a função de uma lente, vamos por
hipótese supor que:

• existe um perfeito ajuste nas velocidades, ϕ = 0,

• a duração do impulso é muito menor do que 1/ωM.

Nestas condições, sinc(0) = 1 e o coseno pode ser aproximado pelos dois primeiros termos
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da série de Taylor, resultando da Eq. (3.12)

A(ξ,τ) = A(0,τ)exp [iΓ0]exp
[
−i

Γ0(ωMτ)2

2

]
, (3.13)

em que Γ0 = ω0n3
0refEM0ξ/2c.

Resumindo, dentro das aproximações que levaram à Eq. (3.13) o cristal electro-óptico
modulado por uma micro-onda funciona como uma lente temporal, cujo tempo focal, definido
por Kolner [23], é

fK =
ω0

Γ0ω2
M

(3.14)

3.1.2 Lente temporal paramétrica1

Numa lente temporal paramétrica, as características de amplitude e fase da lente são obtidas
a partir de um impulso óptico de bombagem, por um processo não linear de soma/diferença
de frequências, o perfil do impulso de saída é uma réplica do impulso de entrada com a
característica de fase do impulso de bombagem.

Existe várias formas de obter impulsos ópticos de bombagem com as características da
lente desejadas; a dispersão de um impulso laser ultra-curto [88] e a auto-modulação de fase
[89] são processos que podem ser usados para produzir um impulso de bombagem com o
chirp linear desejado.

Com o objectivo de demonstrar o princípio básico de funcionamento da lente temporal
paramétrica vai descrever-se, de forma bastante simples, o funcionamento de um processo
não linear de soma de frequências. Os dois campos de entrada no cristal não linear, campo
de bombagem e campo de sinal, respectivamente, com frequências portadoras, ωp e ω1 e
vectores de onda segundo a direcção z, kp e k1, podem ser descritos da forma

Ep(z, t) = Ap(z, t− z/vg)exp [i(ωpt− kpz)] , (3.15a)

E1(z, t) = A1(z, t− z/vg)exp [i(ω1t− k1z)] , (3.15b)

em que as velocidades de grupo das duas ondas foram consideradas iguais.

Se considerarmos um acoplamento de energia fraco entre os impulsos de entrada e o
impulso de saída, então podemos, em primeira aproximação, supor que os perfis das envol-
ventes não variam com z; Ap(z, t− z/vg)≡ Ap(t− z/vg), A1(z, t− z/vg)≡ A1(t− z/vg).

1 Adaptado da referência [87]
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O campo à saida do cristal da terceira onda toma a forma

E2(z, t) = A2(z, t− z/vg)exp [i(ω2t− k2z)] , (3.16)

em que o perfil à entrada do cristal é nulo, A2(0, t− z/vg) = 0.

Os dois impulsos de entrada dão origem a uma polarização não linear co-propagante,

P(2)(z, t) = χ
(2)
e f E1(z, t)Ep(z, t)

= χ
(2)
e f A1(t− z/vg)Ap(t− z/vg)exp [i(ω2t− kSz)] ,

(3.17)

sendo ω2 = ω1 + ωp, kS = k1 + kp e χ
(2)
e f a susceptibilidade não linear de 2a ordem efectiva

do cristal. Dentro da aproximação SVEA, a evolução do perfil de saída no interior do cristal
não linear é descrita pela equação [87](

∂

∂z
+

1
vg

∂

∂t

)
A2(z, t− z/vg) =−i

ω2µ0c
2n2

P(2)(z, t)exp [−i(ω2t− k2z)] , (3.18)

sendo n2 o índice de refracção visto por E2(z, t). Substituindo a Eq. (3.17) na Eq. (3.18) e
mudando para o tempo próprio de impulso Eq. (2.12) resulta

∂A2(z,τ)
∂ξ

= CA1(τ)Ap(τ)exp(i∆kξ) (3.19)

em que ∆k = kS− k2 é o desfasamento entre os três vectores de onda e C é uma constante.
Integrando a Eq. (3.19) ao longo da distancia de interacção L obtém-se a solução

A2(L,τ) = C′A1(τ)Ap(τ)sinc(∆kL/2), (3.20)

em que a constante C′ é definida por

C′ =−i
ω2µ0c

2n2
χ

(2)
e f exp(i∆kL/2) . (3.21)

Da Eq. (3.20) verifica-se que, para obter a máxima conversão possível, a constante de
propagação do campo com frequência ω2 tem que satisfazer a igualdade k2 = kS, isto é, tem
que existir um ajuste perfeito de fase. Na prática, existem várias técnicas para satisfazer esta
condição, como seja a sintonização angular e a de temperatura. Com uma escolha apropriada
dos materiais pode-se construir uma lente temporal paramétrica com ∆k = 0.

Dentro das simplificações introduzidas nesta análise, considerando um perfeito ajuste de
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fase e separando a envolvente de bombagem Ap(τ) nas componentes amplitude real P(τ) e
fase H(τ), obtém-se à saída do cristal

A2(L,τ) ∝ A1(τ)H(τ)P(τ), (3.22)

o desejado efeito de lente, caso a fase da onda de bombagem seja quadrática no tempo (chirp

linear).
Existe uma desvantagem da lente temporal paramétrica relativamente à lente temporal

electro-óptica. Numa lente temporal electro-óptica o sinal de entrada é modificado por uma
variação temporal do índice de refracção; logo a eficiência de saída neste sistema pode ser
muito alta. Numa lente temporal paramétrica o sinal de saída é proporcional ao sinal de
entrada e ao campo de bombagem, Eq. (3.20); a eficiência de conversão é determinada pela
intensidade da bombagem, a susceptibilidade efectiva do material e a distância de interacção.
A pequena distância de interacção e a pequena susceptibilidade não linear encontrada na
grande maioria dos materiais disponíveis, resulta numa eficiência de saída muito menor do
que aquela que se pode obter na lente temporal electro-óptica. Esta desvantagem pode limitar
o uso da lente temporal paramétrica particularmente num sistema onde seja necessário o uso
de várias lentes temporais em cascata.

3.2 Lente espacial GRIN

No modelo da lente temporal electro-óptica da secção 3.1.1, o impulso, ao longo da propa-
gação no cristal, “vê” sempre o mesmo perfil temporal parabólico no índice de refracção,
resultante da modulação pela micro-onda. Esta descrição do fenómeno é bastante semelhante
à descrição em difracção, da propagação de um sinal num meio com perfil transversal
parabólico no índice de refracção (meio GRIN - graded-index); o sinal “vê” sempre o mesmo
perfil transversal de índice ao longo da propagação no meio GRIN. É natural, portanto, supor
que o modelo físico-matemático também revele estas semelhanças.

Com este objectivo em mente, vamos analisar a propagação, na difracção, de um sinal
num meio com um perfil transversal no índice de refracção do tipo parabólico, de forma a
servir de comparação com a propagação de um impulso num cristal electro-óptico modulado
por uma micro-onda, tratado nas alíneas seguintes.

Um meio GRIN pode ser caracterizado por um perfil transversal no índice de refracção
na forma [90]

n2(r⊥) =

{
n2

0

(
1− n2

n0
r2
⊥

)
para r⊥ ≤ r0

1 para r⊥ > r0
, (3.23)
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Figura 3.1: Meio GRIN.

em que r⊥ =
√

x2 + y2, r0 =
√

(n2
0−1)/(n0n2) e z é a coordenada longitudinal coincidente

com o eixo do meio GRIN (Fig. 3.1). Substituindo a Eq. (3.23) na equação de onda (2.18)
obtém-se

∇
2E(r⊥,z)+ k2

0

(
1− n2

n0
r2
⊥

)
E(r⊥,z) = 0, (3.24)

em que k0 = ω0n0/c = 2πn0/λ é a constante de propagação num meio homogéneo de índice
n0 e λ é o comprimento de onda no vácuo.

Usando o método da separação de variáveis para resolver a Eq. (3.24) e propondo uma
solução do tipo E(r⊥,z) = Ax(x)Ay(y)exp(−iβz), resulta o par de equações diferenciais

∂2Ax(x)
∂x2 +

[
β

2
x−

k2
0n2

n0
x2
]

Ax(x) = 0, (3.25a)

∂2Ay(y)
∂y2 +

[
β

2
y−

k2
0n2

n0
y2
]

Ay(y) = 0, (3.25b)

sendo β2
x + β2

y = k2
0 − β2. Estas duas equações são formalmente equivalentes, logo, só é

necessário analisar a solução de uma delas, aplicando as mesmas conclusões à outra equação.

Escolhendo a equação na variavel x e definindo o parâmetro de escala σx

σx =
√

1/k0 (n0/n2)
1/4 , (3.26)

a Eq. (3.25a) toma a forma

σ
2
x

∂2Ax(x)
∂x2 +

(
σ

2
xβ

2
x−

x2

σ2
x

)
Ax(x) = 0. (3.27)
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Esta equação é formalmente equivalente à Eq. (C.3) do Apêndice C, logo, partilham o
mesmo conjunto de soluções, as funções Hermite-Gaussianas (HG), que para a variável x

toma a forma

φl(x) = ClHl (x/σx)exp
(
− x2

2σ2
x

)
. (3.28)

Chega-se às mesmas expressões para y bastando, para isso, fazer a substituição x → y.
Comparando a eq. (3.27) com a Eq. (C.3), os valores próprios associados às funções próprias
HG são,

σ
2
xβ

2
x ≡ 2l +1⇒ βx ≡ βl =

[
2k0

√
n2

n0
(l +1/2)

]1/2

, (3.29)

com forma idêntica para βy ≡ βm.

Resumindo, a solução da Eq. (3.24) toma a forma

Elm(r⊥,z) = φl(x)φm(y)exp(−iβlmz) , (3.30)

sendo

βlm =
√

k2
0−β2

l −β2
m

= k0

[
1− 2

k0

√
n2

n0
(l +m+1)

]1/2

,
(3.31)

como na região visível do espectro temos
√

n2/k0� 1, então podemos aproximar βlm pelos
dois termos da expansão em série de Taylor

βlm ≈ k0−
√

n2

n0
(l +m+1). (3.32)

Como as funções HG formam um conjunto completo e ortogonal de funções, qualquer
função regular pode ser expressa à custa delas. No caso da função ser unidimensional (1D)
A(x) pode escrever-se:2

A(x) =
∞

∑
l=0

alφl(x), (3.33)

em que al é a projecção de A(x) na função HG de ordem l,

al =
+∞∫
−∞

A(x)φl(x)dx. (3.34)

2 A generalização para 2-D é imediata visto os modos serem separáveis na coordenadas x e y.
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Considerando um sinal 1-D à entrada do meio GRIN E(x,0)= A(x,0)= A(x), ele propaga-
se no interior desse meio de acordo com a equação

E(x,z) = exp(−ik0z)
∞

∑
l=0

alφl(x)exp
[

i
√

n2

n0
(l +1/2)z

]
. (3.35)

3.2.1 Lente espacial GRIN - aproximação paraxial

Como a analogia DEDT está assente na aproximação da variação lenta da envolvente (SVEA)
e a solução (3.30) não implica esta aproximação, então, por uma questão de consistência
formal, devemos resolver a Eq. (3.24) dentro desta aproximação.

Neste caso, procuramos uma solução do tipo E(r⊥,z) = A(r⊥,z)exp(−ik0z), em que
A(r⊥,z) é a envolvente lenta. Dentro da aproximação SVEA (aproximação paraxial) a Eq.
(3.24) toma a forma [65]

−2ik0
∂A(r⊥,z)

∂z
+∇

2
⊥A(r⊥,z)−

k2
0n2

n0
r2
⊥A(r⊥,z) = 0, (3.36)

propondo uma solução do tipo A(r⊥,z) = Ax(x)Ay(y)exp(iβ̂z), resulta

σ
2
x

∂2Ax(x)
∂x2 +

[
2β̂xk0σ

2
x−

x2

σ2
x

]
Ax(x) = 0, (3.37)

onde se introduziu o parâmetro de escala σx da Eq. (3.26). De forma equivalente, obtém-
se uma equação idêntica para y, sendo β̂ = β̂x + β̂y. Comparando a Eq. (3.37) com as
Eqs. (3.27), verifica-se que são formalmente equivalentes, logo partilham o mesmo conjunto
de funções próprias, as funções HG (3.28). Os valores próprios associados serão dados,
comparando as Eqs. (3.27), (3.29) e (3.37), por

β̂x ≡
β2

x
2k0
≡ β̂l =

√
n2

n0
(l +1/2). (3.38)

Portanto, a constante de propagação do modo (l,m) do campo é

βlm = k0− β̂ = k0− β̂x− β̂y

= k0−
√

n2

n0
(l +m+1).

(3.39)

Considerando o sinal 1-D E(x,0) = A(x,0) = A(x) à entrada do meio GRIN , a sua envolvente
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propaga-se no interior desse meio sob a forma

A(x,z) =
∞

∑
l=0

alφl(x)exp
[

i
√

n2

n0
(l +1/2)z

]
, (3.40)

e o campo propaga-se de acordo com a Eq. (3.35).

Resumindo, a única diferença entre a solução da equação de propagação num meio GRIN
sem a aproximação SVEA, Eq. (3.24), e a solução da mesma equação na aproximação
SVEA, Eq. (3.36), encontra-se apenas na constante de propagação de cada modo do campo,
Eqs. (3.31) e (3.39), sendo a diferença entre elas da ordem do terceiro termo da expansão
em série de Taylor da Eq. (3.31), n2k−2

0 . O perfil dos modos do campo são iguais nas duas
equações, (3.24) e (3.36).

3.2.2 Lente espacial GRIN - sistema processador de sinais

O meio GRIN pode ser usado de duas formas distintas: como lente, fazendo parte de um
sistema óptico, ou genericamente como sistema processador de sinais [91, 92].

Mendlovic e outros [93–96] usaram a propagação de um sinal num meio GRIN para
definir a transformada de Fourier fraccionária em óptica. Estes autores demonstraram que
a distribuição transversal do sinal entre dois planos separados de z no meio GRIN se rela-
cionam através de uma transformada de Fourier fraccionária de ordem p, sendo p = z/LF

em que
LF = π/2

√
n0/n2, (3.41)

é o comprimento de Fourier do meio GRIN. Isto é, dois planos do meio GRIN, separados de
LF , relacionam-se por uma transformação de Fourier (p = 1).

Uma forma simples de verificar esta relação, é usar o formalismo das matrizes ABCD. A
matriz ABCD de transformação entre dois planos à distância z no meio GRIN é [90]

MGRIN(z) =

(
cos(

√
n2/n0z) 1√

n0n2
sin(
√

n2/n0z)

−√n0n2 sin(
√

n2/n0z) cos(
√

n2/n0z)

)
. (3.42)

Uma onda plana à entrada do meio GRIN é focada num ponto a uma distância z (transfor-
mada de Fourier) dada pela solução A = 0 em que A é o elemento da matriz do meio GRIN,
no que resulta A = cos(

√
n2/n0z) = 0⇒ z≡ LF = π/2

√
n0/n2.

Obtém-se uma relação de imagem invertida (transformada de Fourier fraccionária de
ordem 2) entre os dois planos quando B = 0, no que resulta z = 2LF . Resumindo, um sinal
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Figura 3.2: Meio GRIN como sistema óptico processador de sinal.

ao longo da propagação no meio GRIN vai sofrendo sucessivas transformadas de Fourier
fraccionária de ordem crescente (Fig. 3.2), e consequentemente o meio GRIN pode ser
usado como sistema processador de sinais.

O meio GRIN pode também ser usado como lente, fazendo parte integrante de um sistema
óptico. Para tal vamos analisar o sistema óptico da Fig. 3.3. A relevância da análise
deste sistema óptico tornar-se-à evidente aquando do estudo da analogia DEDT entre a lente
espacial GRIN e a lente temporal GRIN da secção 3.3.1.

A matriz ABCD de transformação entre os planos Pa e Pb da Fig. 3.3 é dada por [97, 98]

S =

(
1 zb

0 1

)(
1 0
0 1/nb

)
MGRIN(L)

(
1 0
0 na

)(
1 za

0 1

)
. (3.43)

Fazendo a multiplicação das matrizes, obtêm-se os elementos ABCD da matriz S do sistema

A =
1
nb

[
nb cos(

√
n2/n0L)−n0zb

√
n2/n0 sin(

√
n2/n0L)

]
, (3.44a)

B =
1
n0

{
na
√

n0/n2 sin(
√

n2/n0L)+n0za cos(
√

n2/n0L)

+
n0zb

nb

[
na cos(

√
n2/n0L)−n0za

√
n2/n0 sin(

√
n2/n0L)

]}
,

(3.44b)

C =−n0

nb

√
n2/n0 sin(

√
n2/n0L), (3.44c)

D =
1
nb

[
na cos(

√
n2/n0L)−n0za

√
n2/n0 sin(

√
n2/n0L)

]
, (3.44d)

sendo det(S) = AD−BC = na/nb. Uma onda plana à entrada do sistema é focada num ponto
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Figura 3.3: Meio GRIN como lente.

a uma distância zb dada pela solução A = 0, no que resulta da Eq.3.44a

fL ≡ zb =
nb

n0

√
n0

n2
cot(

√
n2/n0L), (3.45)

em que fL é a distância focal equivalente da lente GRIN, o uso do subscrito L é para explicitar
a dependência da distância focal no comprimento da lente GRIN. Se

√
n2/n0L� 1 então

podemos aproximar fL por
fL ≈

nb

n2L
. (3.46)

A condição para haver uma relação de imagem entre os planos Pa e Pb é B = 0, resultando a
condição de formação de imagem

na

za
+

nb

zb
=

nb

fL

(
1− nanb

n0n2

1
zazb

)
, (3.47)

se L� za,zb a condição de formação de imagem toma a forma simples

na

za
+

nb

zb
=

nb

fL
. (3.48)

Concluindo, a análise da propagação de um sinal num meio GRIN pode resumir-se em
três pontos:

• a propagação de um sinal no interior do meio GRIN pode ser descrito à custa das
funções HG,

• a distância de Fourier do meio GRIN LF , distância que estabelece uma relação de
transformada de Fourier entre dois planos, é dada pela Eq. (3.41),
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• o meio GRIN é equivalente a uma lente refractiva, cuja distância focal fL é dada pela
Eq. (3.45).

3.3 Lente temporal electro-óptica

O estudo da propagação de um impulso num cristal com modulação electro-óptica, abordado
na secção 3.1.1, foi realizado na aproximação de 1a ordem na dispersão (βn = 0 para n > 2).
Noutras palavras considerou-se que o perfil do impulso se mantém constante durante a
propagação, viajando com uma velocidade igual à sua velocidade de grupo, ou, dito de outra
forma, a evolução do perfil do impulso dentro do cristal não é afectada. Por esta razão
classificou-se como lente temporal “delgada” o modelo da secção 3.1.1.

No entanto, para impulsos sub-picosegundo, o modelo da lente temporal “delgada” poderá
não ser o mais adequado para descrever a sua propagação num cristal electro-óptico. Noutras
palavras, o comprimento característico ao longo do qual o efeito da dispersão de 2a ordem,
mesmo que β2 seja pequeno, altera significativamente a envolvente de um impulso é da
ordem do comprimento do cristal. O seu valor é dado por [11]

Lβ2 =
τ2

0
|β2|

, (3.49)

em que τ0 é a duração do impulso e β2 é coeficiente de dispersão de 2a ordem do cristal, ou
dispersão da velocidade de grupo (GVD - group velocity dispersion).

Se, por exemplo, queremos estudar a propagação de impulsos de comprimento de onda
λ = 1 µm e largura temporal 50 fs < τ0 < 500 fs, ao longo de um cristal de LiNbO3 (β2 =
0,263 fs2/µm para λ = 1 µm†), resulta para o comprimento característico Lβ2

Lβ2(500 fs)≈ 100 cm,

Lβ2(50 fs)≈ 1 cm.
(3.50)

Como na prática a distância de propagação de um impulso numa lente temporal electro-
óptica é L∼ 10 cm[5] num cristal em bulk, podendo chegar a L ∼ 160 cm numa configuração
de lente temporal multi-passo [83] e L ∼ 1 cm em moduladores electro-ópticos integra-
dos [99], pode concluir-se que um modelo que descreva a propagação de impulsos sub-
picosegundo numa lente temporal electro-óptica deve ter em conta a dispersão da velocidade
de grupo do impulso (GVD). No entanto, para impulsos cuja duração seja superior a 1 ps, o

† Dados retirados de http://www.redoptronics.com/crystals.html

http://www.redoptronics.com/crystals.html
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modelo da lente temporal “delgada” da secção 3.1.1 poderá ser em princípio adequado.

3.3.1 Lente temporal GRIN ideal

Tendo em atenção as considerações inicialmente feitas sobre a propagação de impulsos
sub-picosegundo em cristais, vamos introduzir na equação de propagação a aproximação
de 2a ordem na dispersão (β2 6= 0). Com base no modelo da lente temporal electro-óptica
“delgada” da secção 3.1.1, (Eq. (3.10)) em que se introduz a dispersão de 2a ordem obtém-se
a seguinte equação que descreve a lente electro-óptica [86]

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− i
β2

2
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 = i
ω0

2c
n3

0refEM0 cos(ωMτ+ϕ)A(ξ,τ), (3.51)

usando β0 = ω0n0/c e introduzindo o valor máximo da modulação do índice no cristal

∆n0 =
n3

0refEM0

2
, (3.52)

a Eq. (3.51) fica

1
i

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− β2

2
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 −β0
∆n0

n0
cos(ωMτ+ϕ)A(ξ,τ) = 0. (3.53)

Como o objectivo é encontrar a função da lente temporal GRIN ideal, vamos usar as mesmas
suposições da secção 3.1.1:

• existe um perfeito ajuste nas velocidades do impulso e da micro-onda, ϕ = 0,

• a duração do impulso é muito menor do que 1/ωM.

Dentro destas suposições a Eq. (3.53) toma a forma

1
i

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− β2

2
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 −β0
∆n0

n0

(
1− ω2

Mτ2

2

)
A(ξ,τ) = 0. (3.54)

em que se aproximou o cos(ωMτ) pelos seus dois primeiros termos da série de Taylor. Para
encontrar uma solução desta equação, usando o método da separação de variáveis, vamos
propor uma solução do tipo A(ξ,τ) = A(τ)exp(iβ̂ξ), que, após substituição na Eq. (3.54),
conduz a:

∂2A(τ)
∂τ2 +

[
2

β0

β2

(
∆n0

n0
− β̂

β0

)
− β0

β2

∆n0

n0
ω

2
Mτ

2

]
A(τ) = 0. (3.55)
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Definindo o parâmetro de escala στ como

στ = (n0β2)
1/4 (

∆n0β0ω
2
M
)−1/4

, (3.56)

a Eq. (3.55) fica

σ
2
τ

∂2A(τ)
∂τ2 +

[
2σ

2
τ

β0

β2

(
∆n0

n0
− β̂

β0

)
− τ2

σ2
τ

]
A(τ) = 0, (3.57)

a qual apresenta uma forma equivalente à Eq. (C.3), partilhando, portanto, o mesmo conjunto
de soluções, as funções HG

φl(τ) = ClHl (τ/στ)exp
(
− τ2

2σ2
τ

)
. (3.58)

Comparando (3.57) e (C.3), os valores próprios associados tomam a forma:

β̂≡ β̂l = β0

[
∆n0

n0
−ωM

√
β2

β0

∆n0

n0
(l +1/2)

]
. (3.59)

Considerando a envolvente de um impulso à entrada da lente temporal A(0,τ) = A(τ),
então, à distância ξ na lente, a envolvente será dada por

A(ξ,τ) = exp
(

iβ0
∆n0

n0
ξ

)
∞

∑
l=0

alφl(τ)exp

[
−iβ0ωM

√
β2

β0

∆n0

n0
(l +1/2)ξ

]
, (3.60)

em que al é a projecção de A(τ) na função HG de ordem l, obtida pela Eq. (3.34) com x→ τ.
Estamos, agora, em condições de poder estabelecer a analogia entre a propagação de um

sinal num meio espacial GRIN e a propagação de um impulso num cristal electro-óptico.
Comparando as Eqs. (3.40) e (3.26) da difracção, com as Eqs. (3.60) e (3.56) da dispersão,
pode definir-se a analogia entre parâmetros através da tabela de correspondência 3.1.

As Eqs. (3.40) e (3.60) não são completamente equivalentes, visto que a Eq. (3.60) con-
tém um termo adicional de fase, exp(iβ0∆n0ξ/n0). Este termo de fase tem uma justificação
física simples; trata-se de um termo de correcção a β0, devido ao facto do centro do impulso
(τ = 0) e a sua frequência portadora “ver” sempre o valor de índice de refracção n0−∆n0.
Como β0 ≡ β0(n0) = ω0n0/c, uma variação δn0 produz uma variação δβ0 = ω0δn0/c logo

β0(n0−∆n0)−β0(n0)≈ ω0(n0−∆n0−n0)/c,

β0(n0−∆n0)≈ β0(n0)(1−∆n0/n0).
(3.61)
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Figura 3.4: Sistema óptico temporal formador de imagem. A dispersão
de entrada e saída estão representadas por um par de redes de
difracção, a função da lente é implementada pelo cristal electro-
óptico.

Distância focal

Para encontrar na dispersão o conceito análogo à distância focal equivalente da lente espacial
GRIN Eq. (3.45) vamos, primeiro, estabelecer a analogia da condição de formação de
imagem na difracção. Tendo em atenção a figura 3.4 e usando a Eq. (2.15), o integral
de propagação desde a entrada no sistema até à sua saída é

Aout(τ) =
∫∫

Ain(τ0)exp
[

i
(τ0− τ1)2

2β2aξa

]
exp
[
−i

τ2
1

2β2b fEO

]
exp
[

i
(τ1− τ)2

2β2bξb

]
dτ0dτ1, (3.62)

onde se introduziu a função da lente Eq. (3.2) (o subscrito EO é para frisar que se trata da
distância focal da lente electro-óptica). Do integral de propagação (3.62) resulta a condição
de formação de imagem no tempo

1
β2aξa

+
1

β2bξb
=

1
β2b fEO

, (3.63)

no que resulta

Aout(τ) ∝ exp
[

i
τ2

2Mβ2bξb fEO

]
Ain(τ/M), (3.64)

em que

M =−β2bξb

β2aξa
, (3.65)
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é a ampliação do sistema. Isto é, à parte do termo de fase, o impulso de saída é uma imagem
do impulso de entrada ampliada do factor M. Se multiplicarmos a Eq. (3.48) por 2π/λ sendo
λ o comprimento de onda da luz no vácuo, resulta

ka

za
+

kb

zb
=

kb

fL
, (3.66)

em que ka,b = 2πna,b/λ. Usando a tabela de correspondência da analogia DEDT 2.3 chega-
se à conclusão que as Eqs. (3.63) e (3.66) são análogas desde que fEO seja análogo de fL. A
distância focal fEO pode exprimir-se à custa da Eq. (3.45) e das tabelas 3.1 e 2.3, como

fEO =
β2

β2b

cot
(

L
√

∆n0
n0

β0β2ω2
M

)
√

∆n0
n0

β0β2ω2
M

≈
(

∆n0

n0
β0β2bω

2
ML
)−1

,

(3.67)

onde foi feita a aproximação L
√

∆n0
n0

β0β2ω2
M� 1.

Tabela 3.1: Tabela de correspondência entre parâmetros da lente espacial
GRIN e da lente temporal GRIN.

Lente Lente
temporal GRIN espacial GRIN (1-D)

Fase −iΦ iΦ

Variável de propagação ξ z

Variável de perfil τ x

GVD ou taxa de difracção β2 1/k0

Parâmetro característico β0β2ω2
M∆n0/n0 n2/n0

Factor de escala σ{τ,x} (n0β2)
1/4 (

∆n0β0ω2
M
)−1/4 √

1/k0 (n0/n2)
1/4

Distância de Fourier LF π/2(β0β2ω2
M∆n0/n0)−1/2 π/2

√
n0/n2

Distância focal f
(

∆n0
n0

β0β2bω2
ML
)−1

nb/n2L

Formação de imagem 1/β2aξa +1/β2bξb = 1/β2b fEO ka/za + kb/zb = kb/ fL

Ampliação M −β2bξb/β2aξa −kazb/kbza
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Para terminar, falta só verificar que a distância focal equivalente da lente temporal GRIN
dada pela Eq. (3.67) é fisicamente equivalente ao tempo focal definido por Kolner [23], Eq.
(3.14). A condição de formação de imagem para o sistema da Fig. 3.4 introduzida por Kolner
é

1
β2aξa

+
1

β2bξb
=

ω0

fK
, (3.68)

logo o termo à direita desta igualdade terá de ser igual ao termo à direita da igualdade da Eq.
(3.63). Introduzindo a versão aproximada de fEO da Eq. (3.67) e usando a Eq. (3.52) resulta

1
β2b fEO

≈ ∆n0

n0
β0ω

2
ML

= Γ0ω
2
M =

ω0
ω0

Γ0ω2
M

=
ω0

fK
.

(3.69)

Fica assim demonstrada a consistência física entre as Eqs. (3.63) e (3.68); a relação entre as
duas definições é

fEO =
1

ω0β2b
fK. (3.70)

3.3.2 Lente temporal GRIN não ideal

O modelo da lente temporal GRIN da secção anterior pressupõe um ajuste perfeito entre
a velocidade de grupo do impulso vg e a velocidade de fase da onda moduladora vM. Na
prática, existem várias técnicas que garantem um ajuste quase-perfeito entre elas [99], mas
o ajuste perfeito nas velocidades é praticamente impossível [100].

Devido a este desajuste nas velocidades vg e vM, o impulso no cristal afasta-se da zona
central da modulação do índice, e, se o desajuste for grande, afastar-se-á da zona parabólica
da modulação do índice de refracção, invalidando esta aproximação.

Para resolver estas limitações associadas ao modelo da lente temporal GRIN ideal da
secção anterior, é necessário utilizar um modelo mais realista na resolução da equação
diferencial (3.53), onde nenhuma aproximação seja feita à priori. Reescrevendo a Eq. (3.53)
na forma

2
iβ2

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− ∂2A(ξ,τ)
∂τ2 = 2

β0

β2

∆n0

n0
cos [ωM(τ−αξ)]A(ξ,τ), (3.71)

sendo
α =− 1

∆v
=−

ng

c

(
1− nM

ng

)
, (3.72)
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em que ng é o índice de refracção de grupo do impulso e nM é o índice de refracção efectivo
da micro-onda moduladora, vamos, então, tentar resolver a Eq. (3.71), usando a teoria
dos modos acoplados [46, 101, 102]. A escolha do tipo de modos a usar na teoria é algo
arbitrária; a única condição que se impõem é que sejam um conjunto completo e ortogonal de
funções. Como estamos interessados no funcionamento do cristal electro-óptico como lente
temporal, é natural supor que as funções próprias da lente temporal GRIN ideal, funções
HG, sejam as mais apropriadas para descrever a propagação do impulso. Se estivéssemos
interessados na região linear do coseno, que é o caso do processo de desvio de frequência
(frequency shift), então a escolha cairia sobre as funções do tipo onda plana [103, 104].
Propondo uma solução para a Eq. (3.71) do tipo

A(ξ,τ) =
+∞

∑
n=0

an(ξ)φn(τ−αξ), (3.73)

em que as funções φn(τ−αξ) são as funções próprias HG centradas com a lente temporal
electro-óptica, modos próprios locais da lente3. Substituindo a Eq. (3.73) na Eq. (3.71)
resulta

+∞

∑
n=0

[
2

iβ2

(
φn

∂an

∂ξ
+an

∂φn

∂ξ

)
−an

∂2φn

∂τ2 −2
β0

β2

∆n0

n0
cos(ωM (τ−αξ))anφn

]
= 0, (3.74)

onde, por conveniência de notação e sem perda de legibilidade, a dependência explicita
nas variáveis ξ e τ de a(ξ) e φn(τ−αξ) foi omitida, isto é, an ≡ a(ξ) e φn ≡ φn(τ−αξ).
Calculando as derivadas de φn usando as relações (C.4) do Apêndice C, resulta

+∞

∑
n=0

{
σ2

τ

iβ2

[
∂an

∂ξ
φn−

α

στ

an

(√
2n φn−1−

τ−αξ

στ

φn

)]
−an

[√
n(n−1) φn−2−

√
2n

τ−αξ

στ

φn−1−
1
2

(
1− (τ−αξ)2

σ2
τ

)
φn

]

+
1

ωMστ
2 cos(ωM (τ−αξ))anφn

}
= 0,

(3.75)

onde foi introduzido o parâmetro de escala στ dado pela Eq. (3.56). Projectando esta equação

3 A justificação para o uso das funções HG centradas com a lente é apresentada na secção 3.3.5
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no modo HG de ordem m, isto é, multiplicando a Eq. (3.75) por φm e integrando em τ, resulta

+∞

∑
n=0

+∞∫
−∞

{
σ2

τ

iβ2

[
∂an

∂ξ
φn−

α

στ

an

(√
2n φn−1−

τ−αξ

στ

φn

)]

−an

[√
n(n−1) φn−2−

√
2n

τ−αξ

στ

φn−1−
1
2

(
1− (τ−αξ)2

σ2
τ

)
φn

]

+
1

ωMστ
2 cos(ωM (τ−αξ))anφn

}
φmdτ = 0,

(3.76)

onde aparecem, à parte de factores independentes de τ, termos na forma

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

φnφmdτ = am, (3.77a)

+∞

∑
n=0

∂an

∂ξ

+∞∫
−∞

φnφmdτ =
∂am

∂ξ
, (3.77b)

+∞

∑
n=0

an
√

2n
+∞∫
−∞

φn−1φmdτ =
√

2(m+1) am+1, (3.77c)

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

φn
τ−αξ

στ

φmdτ =
√

m
2

am−1 +

√
m+1

2
am+1, (3.77d)

+∞

∑
n=0

an
√

n(n−1)
+∞∫
−∞

φn−2φmdτ =
√

(m+2)(m+1) am+2, (3.77e)

+∞

∑
n=0

an
√

2n
+∞∫
−∞

φn−1
τ−αξ

στ

φmdτ = m am +
√

(m+2)(m+1) am+2, (3.77f)

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

φn

(
τ−αξ

στ

)
φmdτ =

1
2

[√
m(m−1) am−2 +(2m+1) am

+
√

(m+1)(m+2) am+2

]
,

(3.77g)

onde foram usadas as relações (C.2) e (C.5) do Apêndice C. O termo em coseno da Eq.
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(3.76) pode ser calculado com a ajuda da relação (C.6b), resultando

+∞

∑
n=0

(ωMστ)
−2 an

∫
φn cos(ωM(τ−αξ))φmdτ =

=
+∞

∑
j= jc

(−2)− j (ωMστ)
2 j−2

√
m!

(m+2 j)!
exp
(
−(ωMστ)

2 /4
)

L2 j
m

(
(ωMστ)

2 /2
)

am+2 j

=
+∞

∑
j= jc

(−1) jC2 j
m am+2 j,

(3.78)

sendo jc = −m/2 para m par e jc = −(m− 1)/2 para m ímpar e onde se definiram os
coeficientes

C j
m = (

√
2)− j (ωMστ)

j−2

√
m!

(m+ j)!
exp
(
−(ωMστ)

2 /4
)

L j
m

(
(ωMστ)

2 /2
)

, (3.79)

em que L j
m são os polinómios de Laguerre generalizados. Substituindo as relações (3.77) e

(3.78) na Eq. (3.76) e após alguma álgebra, chega-se a um sistema de equações diferenciais
de 1a ordem de coeficientes constantes acopladas

σ2
τ

iβ2

dam

dξ
− 1

4

(√
m(m−1) am−2− (2m+1)am +

√
(m+1)(m+2) am+2

)
+

στα

iβ2

(√
m/2 am−1−

√
(m+1)/2 am+1

)
=

∞

∑
j= jmin

(−1)− jC2 j
m am+2 j,

(3.80)

sendo am = 0 para m < 0.
Resumindo, a equação diferencial (3.53) de 2a ordem em τ e 1a ordem em ξ de coefi-

cientes não constantes que descreve a propagação de um impulso numa lente electro-óptica
não ideal foi substituída pelo sistema de equações acopladas (3.80) de 1a ordem em ξ de
coeficientes constantes.

São essencialmente duas as vantagens da Eq. (3.80) relativamente à Eq. (3.53):

• A implementação numérica da (3.80) é, em princípio, mais fácil e eficiente do que a
implementação numérica da Eq. (3.53). É numericamente vantajoso substituir uma
equação diferencial em duas variáveis de 2a ordem de coeficientes não constantes por
um sistema de equações diferenciais de 1a ordem numa só variável de coeficientes
constantes fracamente acoplado4.

4 No capitulo 4 demonstra-se, numericamente, que para impulsos sub-picosegundo o acoplamento ±1 é
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• A vantagem mais significativa do modelo representado pelas Eqs. (3.80) está na
possibilidade de, sem resolver o sistema de equações, poder caracterizar-se conve-
nientemente o funcionamento da lente em função dos vários parâmetros que a definem.
Uma caracterização muito mais difícil de conseguir a partir da inspecção directa da Eq.
(3.53).

Estamos, agora, em condições de poder caracterizar o funcionamento da lente temporal
electro-óptica a partir do modelo representado pelo sistema de equações (3.80). A primeira
questão que se coloca da observação directa das Eqs. (3.80) resulta do facto de existir
um acoplamento infinito nas equações. À partida, parece um problema de difícil solução,
mas, como será demonstrado, este acoplamento pode ser reduzido drasticamente. Então
como podemos eliminar esse acoplamento infinito e quais as consequências físicas dessa
aproximação?

Aproximação parabólica

Como, desde o inicio deste capítulo, estamos interessados no efeito de lente temporal, impõe-
se identificar nas Eqs. (3.80) em que condição se pode considerar a aproximação parabólica.
Se, por hipótese, considerar-mos (ωMστ)2 ≪ 1, então podemos aproximar os coeficientes
de acoplamento C2 j

m , a menos de termos da ordem de (ωMστ)2, por

C−2
m ≈−

√
m(m−1)

4
, (3.81a)

C0
m ≈

1
(ωMστ)2 −

2m+1
4

, (3.81b)

C2
m ≈

√
(m+1)(m+2)

4
, (3.81c)

C2 j
m ≈ 0 para | j|> 1. (3.81d)

Substituindo estas relações nas Eqs. (3.80), resulta

σ2
τ

iβ2

dam

dξ
+
(

m+
1
2
− 1

(ωMστ)2

)
am =−στα

iβ2

(√
m/2 am−1−

√
(m+1)/2 am+1

)
, (3.82)

Considerando, agora, que existe um ajuste perfeito entre a velocidade de fase da onda
moduladora e a velocidade de grupo do impulso (α = 0) - condição necessária para a lente
temporal GRIN ideal - o acoplamento entre modos desaparece, resultando o sistema de

suficiente para descrever a propagação do impulso na lente electro-óptica.
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equações diferenciais de 1a ordem desacoplado

σ2
τ

iβ2

∂am

∂ξ
−
[

1
ω2

Mσ2
τ

− (m+1/2)
]

am = 0

⇔∂am

∂ξ
− iβ0

(
∆n0

n0
−ωM

√
β2

β0

∆n0

n0
(m+1/2)

)
am = 0,

(3.83)

em que para obter a última equação se fez uso da definição do parâmetro de escala da lente,
Eq. (3.56). As soluções deste sistema de equações são, como não poderia deixar de ser, as
constantes de propagação dos modos HG da lente temporal GRIN "ideal", Eq. (3.59)

am(ξ) = am(0)exp

[
iβ0

(
∆n0

n0
−ωM

√
β2

β0

∆n0

n0
(m+1/2)

)
ξ

]
. (3.84)

Concluindo, o sistema de equações (3.82) descreve a propagação de um impulso numa
lente temporal electro-óptica na aproximação parabólica, considerando o possível desajuste
nas velocidades das duas ondas. Esta diferença nas velocidades introduz um acoplamento do
modo m com os modos m±1. Como as funções HG tem uma paridade bem definida [105];
para m par (ímpar) a função HG é par (impar). A diferença nas velocidades das duas ondas
tem como consequência a introdução de uma assimetria, à saida da lente, no perfil de entrada
do impulso. Esta assimetria é tanto maior quanto maior for a diferença nas velocidades isto
é, quanto maior for α.

Aproximação de 1a ordem ou quase-parabólica

A aproximação quase-parabólica ou correcção de 1a ordem à lente temporal GRIN ideal
resulta em considerar uma condição menos restritiva (ωMστ)2� 1 do que na aproximação
parabólica. Neste caso, podemos reter a forma exacta dos coeficientes C2 j

m para j =−1,0,+1
e desprezar os coeficientes para | j|> 1, resultando de (3.80) o sistema de equações

σ2
τ

iβ2

dam

dξ
− 1

4

{(√
m(m−1)−4C−2

m

)
am−2 +

(√
(m+1)(m+2)−4C+2

m

)
am+2

}
+
(

2m+1
4
−C0

m

)
am

=
στα

iβ2

(√
m/2 am−1−

√
(m+1)/2 am+1

)
.

(3.85)
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Aproximação de ordem n

Neste grau de aproximação, despreza-se, no sistema de equações (3.80), todos os coeficientes
C2 j

m para | j|> n.

O grau de aproximação a usar está dependente, essencialmente, da largura temporal do
impulso ao longo da propagação no interior da lente. Verifica-se no Capítulo 4, que, para
impulsos cuja largura seja da ordem de 2/ωM, a aproximação de 2a ordem (| j|max = 2) é
suficiente para descrever correctamente a propagação do impulso no interior da lente.

Nota final

No modelo da lente temporal electro-óptica, considerando a aproximação parabólica ex-
pressa pela Eq. (3.82), verifica-se que a aproximação (3.81b) do coeficiente C0

m contém o
termo 1/(ωMστ)2; este termo pode ser várias ordens de grandeza superior a todos os outros
termos presentes nas Eqs. (3.80). Esta grande diferença na ordem de grandeza dos termos
pode conduzir a um mau condicionamento numérico do sistema de Eqs. (3.80).

Este problema pode ser facilmente solucionado, notando que, o termo 1/(ωMστ)2 é
independente da ordem m do modo e representa, fisicamente, um termo de fase constante
comum a todos os modos HG, e como tal, não tem significado físico relevante. Portanto,
pode ser retirado do sistema de Eqs. (3.80) sem alterar o significado físico das equações.
Definindo o novo coeficiente modal bm da forma

am = bm exp
(

i
β2

ω2
Mσ4

τ

ξ

)
, (3.86)

e substituindo, por exemplo, no modelo da aproximação parabólica Eq. (3.82), resulta

σ2
τ

iβ2

dbm

dξ
+
(

m+
1
2

)
bm =−στα

iβ2

(√
m/2 bm−1−

√
(m+1)/2 bm+1

)
. (3.87)

Este sistema de equações é numericamente melhor condicionado, visto que, os termos restantes
são da mesma ordem de grandeza. O mesmo procedimento pode ser feito no sistema de
equações da lente temporal electro-óptica não ideal, Eqs. (3.80).

3.3.3 Coeficientes de aberração da lente temporal electro-óptica

Como foi afirmado na secção anterior, os coeficientes C2 j
m do modelo da lente temporal

electro-óptica não ideal são termos de correcção ao perfil parabólico da lente temporal ideal.
Para estudar o comportamento destes termos de correcção, é conveniente definir uns novos



60 Lente temporal

coeficientes

D2 j
m =



√
m(m−1)

4
−C−2

m para j =−1

2m+1
4

+
1

(ωMστ)2 −C0
m para j = 0√

(m+2)(m+1)
4

−C2
m para j = +1

C2 j
m para | j|> 1

(3.88)

Na definição dos coeficientes D0
m foi, explicitamente, retirado o termo 1/(ωMστ)2 porque,

como já foi explicado, é várias ordens de grandeza superior aos outros termos envolvidos na
Eq. (3.80) e a sua remoção não traz implicações físicas visto ser comum a todos os modos.

Aos coeficientes D2 j
m para | j|> 1 poderemos dar o nome, dentro do espírito da analogia

DEDT, de coeficientes de aberração, visto tratar-se de termos que introduzem uma correcção
ao perfil parabólico da lente temporal.

Nos gráficos da Fig. 3.5 está representada a variação relativa D2 j
m /D0

m para os quatro
primeiros coeficientes de aberração ( j = ±1,±2) em função da ordem m do modo e do
parâmetro ωMστ. O estudo desta variação é restrito ao intervalo 0 < ωMστ < 0.5, porque,
como se demonstra na secção 4.3.1, este é o intervalo de valores do parâmetro ωMστ com
interesse prático.

Da análise dos gráficos da Fig. 3.5 podemos constatar que os coeficientes de aberração
de ordem superior ( j =±2) são cerca de uma ordem de grandeza inferiores aos de primeira
ordem ( j =±1).

Para o mesmo modo m e ordem j, os coeficientes de aberração são função crescente do
parâmetro ωMστ. Este comportamento pode ser explicado como a seguir se indica. Para
lentes funcionalmente iguais (στ igual) Eq. (3.56), o aumento na frequência ωM da onda
moduladora é acompanhado por uma diminuição temporal da região parabólica (propor-
cional a 1/ωM). Para uma região parabólica mais estreita o modo HG, que representa o
impulso, ”vê“ uma modulação de índice mais afastada do perfil parabólico, daí necessitar de
uma maior correcção à sua propagação no interior da lente.

Para a mesma ordem do coeficiente de aberração (mesmo j) a sua grandeza relativa
aumenta com a ordem m do modo. A explicação para este comportamento é simples. A
extensão temporal ∆τ do modo HG aumenta com a ordem m [106]

∆τ ∝
√

m+1/2, (3.89)

e quanto maior for a extensão do modo HG mais ele se afasta da zona parabólica do perfil de
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(a) m = 5 (b) m = 10

(c) m = 15 (d) m = 20

(e) m = 30 (f) m = 100

Figura 3.5: Variação relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberração D2 j
m ( j = ±1,±2) em

função do parâmetro ωMστ para as ordens m = {5,10,15,20,30,100}.
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índice da lente, isto é, quanto maior for a ordem m, menos parabólico é o perfil de índice que
o modo ”vê“, e terá de sofrer, por consequência, uma maior correcção, na sua propagação no
interior da lente.

No gráfico 3.5f, para m = 100 e j =±2, observa-se um decréscimo relativo de D2 j
m a partir

de ωMστ > 0.33. Como se pode observar nos gráficos da Fig. 3.6, este decréscimo relativo
de D2 j

m é o início de um comportamento oscilatório que tende para zero com o aumento de
ωMστ. Verificou-se que este comportamento é em princípio comum a todos os D2 j

m para
| j| > 2 e inicia-se mais cedo (menor ωMστ) com o aumento da ordem m do modo. O caso
de D2 j

m para j =±1 apresenta um comportamento distinto, tende, com o aumento de ωMστ,
a estabilizar num valor limite diferente de zero.

(a) m = 10 (b) m = 100

Figura 3.6: Variação relativa dos quatro primeiros coeficientes de aberração D2 j
m ( j = ±1,±2) em

função do parâmetro ωMστ para as ordens m = {10,100}.

Demonstra-se, no Capítulo 4, que a introdução dos coeficientes de aberração ( j =±1,±2)
no modelo da lente temporal electro-óptica é condicionada pela duração temporal máxima do
impulso no interior da lente, sendo necessária, apenas, para impulsos cuja a duração máxima
é da ordem de 2/ωM. Para impulsos sub-picosegundo (inferior a 2/ωM), o modelo da lente
temporal electro-óptica na aproximação parabólica (Eq. (3.87)) é suficiente para descrever
convenientemente a propagação do impulso dentro da lente.
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3.3.4 Importância da diferença de velocidades vg− vM na lente
temporal electro-óptica

Analisando em pormenor as Eqs. (3.87), podemos inferir o grau de importância do desajuste
entre a velocidade de fase da micro-onda vM e a velocidade de grupo do impulso vg, ou, de
forma equivalente, a diferença entre o índice refracção efectivo da micro-onda nM e o índice
de refracção de grupo do impulso ng.

A variação de bm em ξ é governada por três termos - os termos em bm±1 e o próprio
termo em bm. Comparando a grandeza relativa destes termos, podemos chegar a um valor
máximo de nM− ng, a partir do qual o perfil do impulso é significativamente alterado pela
lente temporal electro-óptica. Aproximando a equação diferencial (3.87) por uma equação
de diferenças

dbm

dξ
≈ bm(ξ+L)−bm(ξ)

L
, (3.90)

em que L é a distância de propagação na lente temporal, resulta

bm(ξ+L)≈−αL
στ

(√
m/2 bm−1(ξ)−

√
(m+1)/2 bm+1(ξ)

)
+
(

1− i
β2L
σ2

τ

(
m+

1
2

))
bm(ξ).

(3.91)
A partir do termo associado a bm podemos identificar, grosso modo, dois regimes; regime
em que a distância de propagação na lente é muito pequena, tal que o efeito da dispersão de
2a ordem no impulso é desprezável

L� Lv ≡
σ2

τ

β2(m+1/2)
, (3.92)

e o regime em que a distância de propagação é suficientemente grande para que o impulso
sinta o efeito da dispersão de 2a ordem

L & Lv. (3.93)

Lv é a distância característica de propagação na lente que define a separação entre os dois
regimes.

Considerando bm±1 ∼ bm (como se justificará na secção 4.2), podemos fazer a aproxi-
mação √

m/2 bm−1−
√

(m+1)/2 bm+1 ≈
bm

2m
√

2m
(m+1/2) , (3.94)
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e substituindo esta aproximação na Eq. (3.91) resulta

bm(ξ+L)≈−
(

αστ

β22m
√

2m
L/Lv− (1− iL/Lv)

)
bm(ξ). (3.95)

Nesta equação o termo que contém α sobrepõe-se aos restantes termos se
α > 2m

√
2m

β2

στ

Lv

L
para L� Lv

α > 2m
√

2m
β2

στ

para L & Lv

, (3.96)

ou em termos dos índices de refracção, usando a Eq. (3.72),
nM >

(
1+2m

√
2m

β2

β1στ

Lv

L

)
ng para L� Lv

nM >

(
1+2m

√
2m

β2

β1στ

)
ng para L & Lv

, (3.97)

para nM > ng e 
nM <

(
1−2m

√
2m

β2

β1στ

Lv

L

)
ng para L� Lv

nM <

(
1−2m

√
2m

β2

β1στ

)
ng para L & Lv

, (3.98)

para nM < ng.

As relações (3.97) e (3.98) foram obtidas para um modo m e não para o impulso. Para
estudar o efeito da diferença de velocidades no perfil do impulso devemos usar, nas Eqs.
(3.92), (3.97) e (3.98) , o valor de m dado pela média pesada

m = ∑m m |am|
∑m |am|

, (3.99)

ou, se o número de modos necessário para representar o impulso for da ordem da unidade,
usar o maior valor de m.

As relações (3.97) e (3.98) dão-nos uma ideia sobre a ordem de grandeza que terá que
existir na diferença entre o índice de refracção efectivo da onda moduladora e o índice de
refracção de grupo do impulso, para que essa diferença resulte numa alteração significativa
no perfil do impulso à saída da lente.
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Exemplo

Consideremos uma lente temporal electro-óptica de LiNbO3 de escala στ = 255 fs, β2 =
0.263 fs2/µm, β1 = 7.41 fs/µm para um impulso de comprimento de onda da portadora
λ = 1 µm com largura a meia altura em amplitude σp = 500 fs. Este impulso, à entrada
da lente, necessita de m = 5 modos para ser correctamente representado. Para estes valores
obtemos, da Eq. (3.92), Lv≈ 4.5 cm e da Eq. (3.97) o valor máximo do índice da micro-onda
a partir do qual o perfil do impulso é alterado significativamente,

(nM)max ≈
(

1+
0,02

L(cm)

)
ng para L� 4.5 cm

(nM)max ≈ 1,0044 ng para L & 4.5 cm
. (3.100)

Concluindo, se o comprimento efectivo do cristal for da ordem dos 5 cm, temos então de
garantir que a diferença de índices das duas ondas seja inferior a 0.004 para que o impulso
não seja distorcido no interior da lente.

3.3.5 Justificação para o uso de modos centrados com a lente
φn(τ−αξ)

Como foi dito anteriormente a escolha das funções próprias a usar na teoria dos modos
acoplados é algo arbitrária, a única condição que as funções têm de satisfazer é que seja um
conjunto completo e ortogonal.

À partida a escolha mais apropriada do conjunto de funções a usar recai sobre as funções
HG centradas com o impulso φn(τ), visto que são função de apenas uma variável e conse-
quentemente poder resultar daí um sistema de equações diferenciais acopladas mais simples.
Mas como será demonstrado esse não é o caso.

Começando pela Eq.(3.53) que descreve a propagação do impulso na lente temporal
electro-óptica, usando a identidade trigonométrica cos(a+b) = cos(a)cos(b)−sin(a)sin(b),
a Eq. (3.53) fica

1
i

∂A(ξ,τ)
∂ξ

− β2

2
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 −β0
∆n0

n0
[cos(ϕ)cos(ωMτ)− sin(ϕ)sin(ωMτ)]A(ξ,τ) = 0.

(3.101)

Vamos então resolver esta equação usando a teoria dos modos acoplados seguindo um
procedimento em tudo semelhante ao usado na secção 3.3.2, propondo uma solução do tipo
(3.73), substituindo os modos centrados com a lente φn(τ−αξ) pelos modos centrados com
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o impulso φn(τ),

A(ξ,τ) =
+∞

∑
n=0

an(ξ)φn(τ). (3.102)

Introduzindo esta solução na Eq. (3.101) e projectando o resultado no modo φm(τ) chega-
se à equação

σ2
τ

iβ2

∂am

∂ξ
−
[

1
4

√
(m+1)(m+2)am+2−

1
2
(m+1/2)am +

1
4

√
m(m−1)am−2

]

−cos(ϕ)
σ2

τω2
M

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

cos(ωMτ)φnφmdτ

+
sin(ϕ)
σ2

τω2
M

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

sin(ωMτ)φnφmdτ = 0.

(3.103)

Os termos desta equação em sin(ωMτ) e cos(ωMτ) podem ser calculados com a ajuda das
relações (C.6) do Apêndice C,

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

cos(ωMτ)φnφmdτ = (ωMστ)2
+∞

∑
j= jc

(−1)− jC2 j
m am+2 j, (3.104a)

+∞

∑
n=0

an

+∞∫
−∞

sin(ωMτ)φnφmdτ = (ωMστ)2
+∞

∑
j= js

(−1)− jC2 j+1
m am+2 j+1, (3.104b)

em que os limites inferiores dos sumatórios em j são jc =−int(m/2) e js =−int((m+1)/2)
e os coeficientes C j

m são os mesmos definidos na Eq. (3.79). Substituindo as Eqs. (3.104) na
Eq. (3.103) resulta um sistema de equações diferênciais de 1a ordem em ξ de coeficientes
não constantes infinitamente acopladas.

σ2
τ

iβ2

∂am

∂ξ
−
[

1
4

√
(m+1)(m+2)am+2−

1
2
(m+1/2)am +

1
4

√
m(m−1)am−2

]
−

+∞

∑
j=( jc, js)

[
cos(ϕ)(−1)− jC2 j

m am+2 j− sin(ϕ)(−1)− jC2 j+1
m am+2 j+1

]
= 0.

(3.105)

Comparando a estrutura desta equação com a Eq. (3.80) facilmente se chega à conclusão
que a Eq. (3.80) é bem mais simples do que a Eq. (3.105). As diferença entre as duas são:

• os termos de acoplamento da Eq. (3.105) são oscilatórios em ξ devido à presença do
sin(ϕ) e do cos(ϕ) (ϕ ∝ ξ). No caso da Eq. (3.80) os termos são constantes.
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• A Eq. (3.105) tem mais um acoplamento infinito.

Todas estas diferenças tornam a caracterização do modelo de lente temporal electro-
óptica representado pela Eq. (3.105) mais difícil do que a partir do modelo representado pela
Eq. (3.80). A implementação numérica da Eq. (3.105) introduz um conjunto de dificuldades
adicionais relativamente à Eq. (3.80).

Concluindo, as dificuldades adicionais do modelo das funções HG centradas com o
impulso, justificam a preferência pelo modelo das funções HG centradas com a lente.

3.4 Conclusão

Neste capítulo foi proposto um modelo da lente temporal electro-óptica mais realista do que
o existente até esta altura. O modelo proposto neste trabalho tem em conta a dispersão do
impulso no interior da lente e tem em consideração o possível desajuste entre a velocidade
de grupo do impulso e a velocidade de fase da micro-onda, sendo portanto apropriado para
descrever a propagação de impulsos com duração de sub-picosegundo.

No caso da lente temporal electro-óptica ideal (vg = vM) demonstra-se que o seu fun-
cionamento é formalmente análogo ao da lente espacial GRIN. Tendo como consequências
imediatas poder trazer para o domínio do tempo toda a teoria associada às lentes espaciais
GRIN e, em particular, poder definir a transformada de Fourier fraccionária [94, 96, 107–
111] e a função de distribuição de Wigner [44, 45, 93, 112, 113] à custa dos parâmetros
característicos da lente temporal electro-óptica ideal.

O modelo da lente temporal electro-óptica não ideal (vg 6= vM) possibilita nomeadamente

• Definir e caracterizar os coeficientes de aberração da lente.

• Caracterizar qualitativamente a importância do desajuste nas velocidades de grupo do
impulso e de fase da micro-onda no perfil do impulso.

• Uma implementação numérica mais simples do que aquela que seria necessário para
implementar a Eq. (3.71).





Capı́tulo 4
Simulações

O objectivo deste capítulo é ilustrar qualitativamente algumas das considerações apresen-
tadas nos dois Capítulos anteriores, por meio de simulações numéricas.

São apresentadas simulações da propagação livre fora de eixo em difracção, onde se
analisa, após a propagação, a variação na distribuição de amplitude do sinal de entrada em
função da direcção de propagação. É, também, apresentado o estudo da propagação de
um impulso numa lente temporal electro-óptica, usando para isso, o modelo proposto no
capítulo 3. Este estudo tenta, simultaneamente, caracterizar a lente temporal electro-óptica
e comparar o funcionamento, dentro do modelo proposto, dos vários níveis de aproximação
permitidos pelo modelo.

4.1 Simulação da propagação fora de eixo em difracção

Nesta secção é apresentado um conjunto de simulações da propagação em difracção, a uma
dimensão, de uma função rectângulo para várias direcções de propagação γ e para dois
regimes de propagação, caracterizado pelo número de Fresnel [8]

NF =
a2

4λz
, (4.1)

em que a é a largura do rectângulo, λ o comprimento de onda e z a distância de propagação
segundo o eixo dos zz.

A simulação resulta da implementação numérica da Eq. (2.39) sendo β(kx) calculado
a partir da versão a uma dimensão da Eq. (2.42). Os valores dos parâmetros usados nas
simulações são:

• largura da abertura rectangular a = 50 µm,
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• comprimento de onda luz λ = 0.6328 µm,

• número de Fresnel NF = {1,10} que corresponde a uma distância de propagação
segundo o eixo dos zz, respectivamente z = {988,99} µm,

• direcção de propagação γ = {6◦,32◦,48◦},

• grau de aproximação no cálculo de β(kx): de β2 até β4,

• número de pontos de amostragem das funções n = 213 e

• extensão espacial de amostragem ∆x = 128 a = 6.4 mm.

O valor da largura do rectângulo a = 50 µm foi escolhido de forma que a frequência k0/10
tenha um peso relativo suficientemente grande no conjunto espectral da função rectângulo
(função sinc), o qual corresponde à posição do 7◦ lobolo lateral do sinc. Simultaneamente,
pretende-se poder reconstruir aproximadamente o rectângulo, a partir da função sinc, filtrada
com um filtro passa baixo de largura k0/5.

A escolha dos restantes valores para os parâmetros de simulação teve como objectivo
satisfazer as condições de equivalência entre a transformada de Fourier continua e a trans-
formada de Fourier discreta [114] e, em particular, garantir uma amostragem correcta das
funções (no sentido de Nyquist), tanto no domínio espacial como no domínio espectral.

Normalmente, a dificuldade no cálculo correcto da transformada de Fresnel (propagação
no eixo) está em garantir uma amostragem correcta da fase quadrática Eq. (2.27) [115–124].
A variação mais lenta desta fase é na região em torno da origem, sendo maior quanto mais
se afasta desse ponto. Na propagação fora de eixo, o termo de fase pode ter uma variação
mais rápida devido à presença de termos superiores ao quadrado e encontra-se deslocado
relativamente à origem do eixo, tanto mais quando maior for o ângulo γ.

No que diz respeito à amostragem da fase, as características presentes na propagação
fora do eixo apresentam, por isso, uma dificuldade adicional, relativamente à propagação
no eixo. O conjunto dos valores escolhidos para os parâmetros de simulação, não sendo
únicos, garantem a correcta amostragem das funções intervenientes e servem o propósito
desta secção: demonstrar os resultados resumidos na tabela 2.1 (pág. 29).

Analisando globalmente os gráficos das figuras 4.1-4.3, podemos dizer que as correcções
na amplitude, introduzidas pelos termos em β3 e β4, são mais visíveis para valores maiores
de NF (pequena distância de propagação) e localizam-se, essencialmente, na região central
do perfil. As correcções para pequenos valores de NF são visiveis nas regiões limítrofes da
distríbuição. A explicação é simples: para NF = 10, as frequências mais elevadas (a variação
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(a)

(b)

Figura 4.1: Perfil de intensidade da propagação de uma função rectângulo de
largura a = 50 µm; λ = 0.6328 µm e γ = 6◦. Nos dois gráficos os
três perfis são praticamente coincidentes; dai só ser visível o perfil a
vermelho. (a) N f = 1; (b) N f = 10.
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(a)

(b)

Figura 4.2: Perfil de intensidade da propagação de uma função rectângulo de
largura a = 50 µm; λ = 0,6328 µm e γ = 32◦. (a) N f = 1 (os perfis a
verde e vermelho são praticamente coincidentes); (b) N f = 10.
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(a)

(b)

Figura 4.3: Perfil de intensidade da propagação de uma função rectângulo de
largura a = 50 µm; λ = 0,6328 µm e γ = 48◦. (a) N f = 1 (os perfis a
verde e vermelho são praticamente coincidentes); (b) N f = 10.
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mais rápida do perfil) encontram-se na sua região central e para NF = 1 aquelas frequências
situam-se na região limítrofe.

Para a direcção de propagação γ = 6◦ (Fig. 4.1), a introdução dos termos em β3 e β4

não provocam uma alteração significativa ao perfil. Para γ = 32◦ e 48◦ (Figs. 4.2 e 4.3)
as correcções introduzidas pelos termos em β3 e β4 são mais significativas, observando-se,
inclusivamente, diferenças entre a correcção com β3 e β4, sendo esta diferença mais visível
para γ = 48◦.

Embora a análise que levou aos resultados expressos na tabela 2.1 (pág. 29) tenha sido
feita sem considerar o peso relativo da frequência k0/10 no conjunto espectral do sinal, esses
resultados estão qualitativamente de acordo com os resultados das simulações apresentadas
nesta secção.

4.2 Representação modal de um impulso

Para estudar a propagação de um impulso numa lente temporal electro-óptica é necessário
projectar o perfil do impulso nos modos próprios HG da lente.

Em teoria, a equivalência formal entre o perfil real do impulso e a sua representação, a
partir das funções HG, só é possível usando um número infinito de modos, Eq. (3.33). Na
prática, esta condição não é viável, sendo necessário encontrar o número finito de modos HG
que represente de forma suficientemente aproximada o perfil real do impulso.

Na lente espacial GRIN o número máximo de modos HG que podem ser usados para
representar o sinal à entrada da lente é imposto pela abertura física da lente [106]. Quanto
maior for a ordem m do modo HG, maior é a sua extensão espacial; logo existe uma ordem
máxima a partir da qual os modos deixam de “caber” dentro da lente, isto é, não se propagam.

No caso da lente temporal GRIN, podemos definir como abertura da lente a região em que
a modulação do índice é aproximadamente parabólica ∼ 2/ωM. Tratando-se apenas de uma
definição, ela não impõe uma limitação física ao número de modos que podem propagar-se
na lente. Expliquemos com um exemplo: consideremos um impulso de duração temporal
muito inferior à abertura da lente, e para o qual é grande o número de modos HG necessário
para o representar, tal que os modos de maior ordem têm uma extensão temporal superior
à abertura da lente (> 2/ωM). Se durante a propagação, no interior da lente, o impulso se
mantém sempre dentro da região parabólica, então, todos os modos HG (que no seu conjunto
representam o impulso) devem propagar-se dentro da mesma condição física (aproximação
parabólica). Não é fisicamente correcto limitar o número máximo de modos HG, visto serem
necessários para reconstruir correctamente o impulso no interior da lente.
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No entanto, existe uma limitação matemática, inerente ao facto da teoria de propagação
de impulsos em meios dispersivos estar assente na aproximação da variação lenta da envol-
vente - SVEA, descrita na secção 1.3.2, isto é, não se pode representar um impulso com os
modos de mais elevada ordem m que violem esta aproximação.

Impõe-se, então, saber quantos modos HG são permitidos pela aproximação SVEA. Para
fazer uma estimativa deste número, vamos considerar um impulso com um perfil A(τ) =
φ2m(τ). Substituindo este perfil na condição SVEA Eq. (1.9b) resulta∣∣∣∣∂H2m

∂τ
− τ

στ

H2m

∣∣∣∣� |ω0H2m| , (4.2)

na região de variação mais rápida de H2m (na vizinhança de τ = 0) e para m elevado podemos,
usando a relação assimptótica (C.7) do apêndice C, reescrever a desigualdade (4.2) na forma∣∣∣∣2√m

στ

sin(2
√

m/στ)
∣∣∣∣� ∣∣ω0 cos(2

√
m/στ)

∣∣ . (4.3)

Integrando o |sin()| e o |cos()| ao longo de um período, resulta a condição para o número
máximo de modos permitidos pela aproximação SVEA

mmax�
(

ω0στ

2

)2
. (4.4)

Para valores típicos, ω0 ∼ 1 fs−1 e στ & 200 fs, temos

mmax < 104, (4.5)

isto é, o número máximo de modos permitidos pela aproximação SVEA é da ordem de 103.
Este número de modos é, em principio, suficiente para representar um impulso da ordem dos
10 fs, duração limite do impulso permitido pela aproximação SVEA.

Para estudar a representação modal de um impulso calcularam-se os coeficientes de
projecção para várias larguras de um impulso de dois tipos de perfis, gaussiano

exp
(
− τ2

2σ2
G

)
(4.6)

e sech
sech(τ/σS) . (4.7)

Nos gráficos da Fig. 4.4, estão representados os coeficientes de projecção am normaliza-
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(a)

(b)

Figura 4.4: Coeficientes de projecção de vários perfis do impulso nas funções
próprias HG. (a) perfil Gaussiano; (b) perfil sech.
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(a) σG = 3στ (b) σS = 2στ

(c) σG = 0.2στ (d) σS = 0.2στ

(e) σG = 0.1στ (f) σS = 0.1στ

Figura 4.5: Representação do perfil do impulso em função do número de modos HG; (a) (para 60
modos e infinito os perfis coincidem) , (c) e (e) perfil gaussiano; (b), (d) e (f) perfil sech.
Tempo τ em unidades de στ.
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dos para os dois tipos de perfil. Como era de prever, quanto menor for a razão entre a largura
do impulso {σG,σS} e a escala da lente temporal EO στ maior é a contribuição dos modos
de ordem superior na reconstrução do impulso, isto é, mais modos serão necessários para
reconstruir de forma suficientemente aproximada, o perfil real do impulso. Esta afirmação
está ilustrada nos gráficos da Fig. 4.5, onde a reconstrução dos dois perfis do impulso em
função do números de modos usados é comparada com o perfil real. O tempo τ nos gráficos
está em unidades de στ. Nos gráficos 4.5a e 4.5b, a má reconstrução da região limitrofe do
impulso é explicada pelo facto do modo HG de maior ordem, usado na reconstrução, ter uma
duração temporal inferior à do impulso. Nos restantes gráficos da Fig 4.5, a má reconstrução
resulta do facto da largura espectral do impulso ser superior à largura espectral do modo HG
de maior ordem, isto é, os modos usados na reconstrução não têm espectro suficiente para
representar o impulso.

A título de exemplo, para στ = 200 fs e σG = 0.1στ = 20 fs são necessários cerca de 300
modos HG para reconstruir o perfil do impulso gaussiano, valor inferior a mmax calculado
anteriormente.

Neste trabalho, foi usado um critério gráfico para determinar o número de modos HG
necessário para representar convenientemente o perfil real do impulso. Quando graficamente
não havia diferenças entre o perfil real e o reconstruído, verificou-se que a diferença média
na amplitude entre os dois perfil era sempre inferior a 10−3, isto é

1
N

N

∑
i=1
|Areal(τi)−Arec(τi)|< 10−3. (4.8)
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4.3 Lente temporal electro-óptica de Niobato de Lítio

O objectivo desta secção é caracterizar o funcionamento da lente temporal EO. É usada nas
simulações a curva de dispersão do cristal de Niobato de Lítio, LiNbO3, normalmente usado
no fabrico de lentes temporais EO. O uso do LiNbO3 na construção das lentes temporais EO
justifica-se pelos elevados valores dos coeficientes electro-ópticos que este cristal apresenta.

Embora este estudo seja exclusivamente sobre a lente temporal EO de LiNbO3, ele pode
ser generalizado para qualquer outro cristal, desde que as características de dispersão sejam
da mesma ordem de grandeza das do LiNbO3.

No Apêndice D é apresentado o algoritmo que implementa numericamente a propagação
de um impulso numa lente temporal EO.

4.3.1 Variação da escala da lente temporal electro-óptica

A escala da lente temporal EO definida pela Eq. (3.56) é o parâmetro que caracteriza por
completo a lente. Numa observação mais cuidada da Eq. (3.56), verifica-se que estão
presentes todas as grandezas de que depende o funcionamento da lente temporal EO:

• propriedades ópticas do cristal: n0, β0 e β2,

• frequência da micro-onda moduladora: ωM,

• e a modulação máxima do índice ∆n0, o qual depende do processo de fabrico da lente,
nomeadamente, das dimensões geométricas do cristal, eficiência do efeito-electro-
óptico, tensão eléctrica da micro-onda, etc.

É de especial importância, portanto, durante o projecto de fabrico da lente, conhecer o
comportamento da escala da lente em função dos vários parâmetros.

Nos gráficos da Fig. 4.6 está representada a variação da escala da lente temporal EO de
LiNbO3 em função da frequência portadora do impulso ω0 = [1,4] fs−1 (λ = [0.47,1.9] µm)
e da frequência da micro-onda moduladora ωM =]0,0.63] ps−1 (νM =]0,100] GHz), para
dois valores da modulação máxima do índice ∆n0 = {10−6,10−4} . Da análise dos gráficos,
verifica-se que a escala da lente varia dentro do intervalo 200 fs e 1.8 ps, aproximadamente.
Uma outra característica que se observa para ω0 > 1.5 fs−1, é que a escala é praticamente
independente da frequência portadora do impulso (linhas equi-escala quase verticais). Logo,
para a mesma modulação máxima do índice, a frequência da micro-onda moduladora é o
parâmetro mais importante na definição do valor da escala da lente.

Um outro parâmetro de particular interesse é o produto ωMστ, visto ser este parâmetro
que determina a grandeza dos coeficientes de aberração definidos na secção 3.3.3. Nos
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(a)

(b)

Figura 4.6: Variação do parâmetro de escala da lente temporal electro-óptica
στ em função da frequência da micro-onda moduladora ωM e da
frequência portadora do impulso ω0 para: (a) ∆n0 = 10−6; (b)
∆n0 = 10−4.
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(a)

(b)

Figura 4.7: Variação do parâmetro ωMστ da lente temporal electro-óptica em
função da frequência da micro-onda moduladora ωM e da frequência
portadora do impulso ω0 para: (a) ∆n0 = 10−6; (b) ∆n0 = 10−4.
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gráficos da Fig. 4.7 está representado a variação de ωMστ em função de ω0 e ωM, para
o mesmo intervalo de valores dos gráficos de στ. Como se pode verificar, o parâmetro ωMστ

varia, aproximadamente, entre 0.04 e 0.4 e para ω0 > 1.5 fs−1 é praticamente independente
de ω0. O estudo da variação dos coeficientes de aberração, realizado na secção 3.3.3, apenas
para valores ωMστ < 0.5 é justificado pelo facto de o valor máximo de ωMστ ser da ordem
de 0.4.

4.3.2 Lente temporal electro-óptica: Processador de sinal

Como foi explicado no Capitulo 3, a lente temporal electro-óptica ideal não funciona apenas
como uma lente. Pode funcionar como um sistema processador de sinal, onde o impulso ao
propagar-se na lente sofre, sucessivamente, transformadas de Fourier fraccionárias. Sendo a
ordem p da transformada de Fourier fraccionária dada por p = z/LF , em que z é a distância
de propagação na lente e LF a distância de Fourier da lente (Tabela 3.1), a intenção nesta
secção é ilustrar este funcionamento.

Figura 4.8: Variação do logaritmo da distância de Fourier, log10(LF),
da lente temporal electro-óptica de LiNbO3, em função da
frequência da micro-onda moduladora ωM e da frequência
portadora do impulso ω0 para ∆n0 = 10−4; LF em cm.
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No gráfico da Fig. 4.8 está representada a variação da distância de Fourier LF (log10(LF)),
em função da frequência da micro-onda moduladora ωM e da frequência portadora do im-
pulso ω0 para ∆n0 = 10−4, num cristal de LiNbO3. Dentro do intervalo dos valores consid-
erados de ωM e ω0 o log10(LF) varia, aproximadamente, entre 1 e 3, isto é, LF pode variar
entre 10 e 1000 cm. Para outros valores da modulação máxima do índice ∆n0, a distância de
Fourier pode ser calculada, através da relação

log10

(
L(2)

F

)
=

1
2

log10

(
∆n(1)

0 /∆n(2)
0

)
+ log10

(
L(1)

F

)
, (4.9)

onde se usou a definição de LF da Tabela 3.1. Por exemplo, para ∆n0 = 10−6, a distância de
Fourier aumenta uma ordem de grandeza relativamente ao seu valor para ∆n0 = 10−4.

Na prática, poderá ser muito difícil implementar uma lente temporal EO processadora
de sinal, visto que, só se consegue valores de LF práticos (< 10 cm) para valores extremos,
quer da frequência da micro-onda moduladora (νM > 60 GHz), quer da modulação máxima
do índice (∆n0 ∼ 10−4).

Os gráficos das Figs. 4.9, 4.10 e 4.11 representam a variação da amplitude e fase de
três impulsos gaussianos de duração FWHM em amplitude σp = {800,300,200} fs durante
a propagação numa lente temporal EO de comprimento igual a duas vezes a distância de
Fourier, 2LF (LF = 38.9 cm e στ = 255 fs para ω0 = 1.88 fs−1, νM = 50 GHz e ∆n0 =
10−4). No plano z = LF , temos a transformada de Fourier do impulso e à saída da lente,
z = 2LF , temos uma imagem invertida do impulso de entrada. Nos planos intermédios,
temos a transformada de Fourier fraccionária de ordem p = z/LF .

Os gráficos da Fig. 4.12 representam a fase do impulso à entrada e à saída da lente. À
parte de uma diferença de fase de π/2 entre a entrada e a saída, justificada pelo termo de
fase constante presente na Eq. (3.60), a fase do impulso de saida é perfeitamente igual à
fase do impulso de entrada. Os saltos de π, que se observam nos dois gráficos, resultam da
reconstrução do impulso a partir de um número finito de modos HG. Este fenómeno pode
ser minimizado, ou até anulado (é o caso do impulso σp = 800 fs), se usar um número maior
de modos; no entanto, ocorrem numa região onde praticamente já não existe impulso, não
sendo, por isso, um problema a considerar.



84 Simulações

(a)

(b)

Figura 4.9: Evolução de um impulso de perfil gaussiano, σp = 800 fs, no interior
da lente temporal electro-óptica de comprimento 2LF : (a) amplitude,
(b) fase.
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(a)

(b)

Figura 4.10: Evolução de um impulso de perfil gaussiano, σp = 300 fs, no
interior da lente temporal electro-óptica de comprimento 2LF : (a)
amplitude, (b) Fase.
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(a)

(b)

Figura 4.11: Evolução de um impulso de perfil gaussiano, σp = 200 fs, no
interior da lente temporal electro-óptica de comprimento 2LF : (a)
amplitude; (b) fase.
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(a)

(b)

Figura 4.12: Variação da fase do impulso à entrada (z = 0) e saída (z = 2LF)
da lente temporal electro-óptica, referente às Figs. 4.10-4.11: (a)
σp = 200 fs, (b) σp = 300 fs.
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4.3.3 Importância dos coeficientes de aberração

Nesta secção demonstra-se o efeito dos coeficientes de aberração, definidos na secção 3.3.3,
na amplitude e fase do impulso. Os valores dos parâmetros da lente temporal EO usados
nestas simulações são os mesmos da secção anterior, com a excepção do valor máximo da
modulação do índice, ∆n0 = 10−6. A escolha deste valor de ∆n0 garante um valor de ωMστ

relativamente grande e consequentemente valores relativamente grandes dos coeficientes de
aberração. Os parâmetros da lente EO tomam os valores: στ = 807 fs, LF = 389 cm e
ωMστ = 0.25. O perfil parabólico de índice da lente usada nestas simulações tem uma
duração de 2/ωM = 6.4 ps. Para se poder visualizar convenientemente o efeito de correcção,
em função da duração do impulso, propagou-se um impulso gaussiano de duração FWHM
em amplitude, da ordem da abertura da lente EO, σp = 6 ps, e um de duração mais pequena,
σp = 1 ps.

Nos gráficos das Figs. 4.13 e 4.14 estão representadas as variações da diferença na
amplitude do impulso, para as três primeiras aproximações do modelo da lente temporal
EO da secção 3.3.3, isto é, aproximação parabólica, 1a ordem e 2a ordem. Da observação
dos gráficos, verifica-se que a diferença máxima na amplitude entre o modelo parabólico e de
1a ordem, é da ordem de 10−1 (10−2) para σp = 6 ps (σp = 1 ps), e é uma ordem de grandeza
inferior para a diferença na amplitude, entre os modelos de 1a ordem e de 2a ordem. O efeito
de correcção no perfil do impulso faz-se sentir mais cedo (menor distância de propagação na
lente), como seria de prever, para o impulso de maior duração.

Em termos práticos uma lente temporal EO tem um comprimento da ordem dos 10 cm.
Para estas distâncias, os termos de aberração não introduzem qualquer alteração ao perfil de
amplitude do impulso. Relativamente à fase introduzida no impulso pela lente EO, pretende-
se, na prática, que seja quadrática (fase introduzida por uma lente ideal). Nos gráficos da Fig
4.15 está representada a fase do impulso à saída da lente de comprimento L = 7.78 cm, para
os três modelos. Verifica-se que a diferença na fase, entre os três modelos, só é significativa
nas regiões onde a amplitude do impulso é já muito pequena, sendo esta diferença mais
visível para o impulso σp = 6 ps.

Podemos concluir desta análise que os coeficientes de aberração, na prática, não intro-
duzem uma alteração significativa, quer na amplitude quer na fase do impulso. Portanto,
o modelo da lente temporal EO na aproximação parabólica é perfeitamente adequado para
descrever a propagação de um impulso de duração inferior a 1 ps.



4.3 Lente temporal electro-óptica de Niobato de Lítio 89

(a)

(b)

Figura 4.13: Variação da diferença na amplitude do impulso entre os três modelos de lente temporal
electro-óptica para σp = 6 ps: (a) parabólico - 1a ordem, (b) 1a ordem - 2a ordem.
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(a)

(b)

Figura 4.14: Variação da diferença na amplitude do impulso entre os três modelos de lente temporal
electro-óptica para σp = 1 ps: (a) parabólico - 1a ordem, (b) 1a ordem - 2a ordem.
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(a)

(b)

Figura 4.15: Fase do impulso para os três modelos de lente temporal electro-óptica para z = 7.78 cm:
(a) σp = 6 ps (as linhas verde e vermelha são coincidentes), (b) σp = 1 ps.
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4.3.4 Importância da diferença nas velocidades de grupo do impulso e
de fase da micro-onda

Para estudar o efeito da diferença nas velocidades de grupo do impulso vg e de fase da
micro-onda vM na função da lente, simulou-se a propagação de um impulso gaussiano de
FWHM em amplitude σp = 500 fs, ω0 = 1.88 fs−1 (λ = 1 µm) numa lente com escala στ =
255 fs (∆n0 = 10−4, νM = 50 GHz). Para este impulso, à entrada da lente, o número de
modos necessário para o reconstruir são de, aproximadamente, cinco. Da análise da secção
3.3.4, a distância de propagação do impulso na lente a partir da qual o perfil é alterado
significativamente, devido à dispersão no cristal, é da Eq. (3.92) com m = 5, Lv = 4.5 cm.
Para esta distância, a previsão, Eq. (3.97), para a diferença máxima nos índices das duas
ondas, nM e ng, a partir da qual o impulso sofre distorção, é

nM > 1.004ng. (4.10)

A simulação da propagação de um impulso na lente temporal EO, neste caso, apresenta
uma dificuldade adicional. A utilização de um número mínimo de modos à entrada da lente
para reconstruir o impulso não vai garantir que esse número seja é suficiente para reconstruir
o impulso à saída da lente. Isto porque, à saída da lente, os modos HG (que acompan-
ham o eixo da lente) vão-se atrasando, relativamente ao impulso. Este atraso, tem de ser
compensado com o aumento da duração dos modos HG (só conseguido introduzindo modos
de ordem m elevado), logo será necessário um maior número de modos para reconstruir o
impulso à saída. Este número é tanto maior quanto maior for a diferença entre as velocidades
das duas ondas. A estratégia usada nesta secção, para garantir uma simulação fisicamente
correcta da propagação do impulso na lente, foi fazer simulações sucessivas com um número
crescente de modos HG, até se conseguir obter uma reconstrução do impulso à saída da lente.

Para justificar o uso do modelo na aproximação parabólica, garantiu-se, antes de efectuar
as simulações, que o impulso se mantém sempre dentro da região parabólica da modulação
do índice. Na Fig. 4.16 está esquematizada a geometria usada para definir a posição
do impulso relativamente à lente EO. Considerou-se que o impulso está dentro da região
parabólica desde que se verifique a condição, da Fig. 4.16,

1/ωM > αL+σp/2. (4.11)

Para os valores dos parâmetros usados nestas simulações, L = 5 cm e nM = {1.004,1.005}ng,
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Figura 4.16: Posição do impulso à saida da lente, relativamente ao eixo da lente temporal EO. σp -
FWHM em amplitude do impulso, α - definido pela Eq. (3.72), L - comprimento da
lente e ωM - frequência de modulação.

temos αL = {1.45,1.85} ps, αL + σp/2 = {1.7,2.1} ps e 1/ωM = 3.2 ps, verifica-se a
condição da Eq. 4.11 e, portanto, podemos considerar que o impulso se encontra sempre
dentro da região parabólica de modulação de índice.

Nos gráficos da Fig. 4.17 estão representadas a amplitude e a fase do impulso à saída
de uma lente de comprimento L = 5 cm para os dois valores da diferença de índices nM =
{1.004,1.005}ng e, como referência, para nM = ng. Da análise dos gráficos, verifica-se que,
a alteração na amplitude do impulso devido à diferença nas velocidades, prevista na secção
3.3.4, reflecte-se apenas por um atraso global do impulso relativamente à lente EO ideal; o
perfil de amplitude não é portanto distorcido. Isto é, fisicamente, a diferença das velocidades
das duas ondas apenas introduz uma correcção à velocidade de grupo do impulso β

−1
1e f

< β
−1
1 .

Verificou-se numericamente que esta correcção à velocidade de grupo do impulso é aproxi-
madamente uma função linear da diferença das velocidades das duas ondas. Relativamente
à fase, o perfil parabólico de fase do impulso, introduzida pela lente EO, deixa de estar
centrado no impulso, como acontece com a lente EO ideal, encontrando-se adiantado. Este
avanço é tanto maior quando maior for a diferença entre as velocidades das duas ondas. Esta
situação pode não ser desejada na prática. Normalmente pretende-se que a lente introduza
um perfil parabólico de fase centrado no impulso.
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A forma de anular este desfasamento entre os perfis de amplitude e fase é adiantar inicial-
mente a lente EO, relativamente ao impulso, como demonstram os resultados apresentados
na Fig. 4.18. Nos gráficos da Fig. 4.18 estão representadas a amplitude e a fase do impulso
à saída de uma lente de comprimento L = 10 cm, nM = 1.004ng para dois avanços iniciais da
lente τ0 = {−αL/3,−αL/2}. Para comparação, estão também representadas a amplitude e
a fase do impulso à saída de uma lente EO ideal (nM = ng e τ0 = 0).

Com a introdução de um avanço de −αL/3 consegue-se uma velocidade grupo efectiva
igual à velocidade de grupo da lente EO ideal, β

−1
1e f

= β
−1
1 , o perfil parabólico de fase

introduzido pela lente continua descentrado relativamente ao impulso. Com a introdução
de um avanço de−αL/2 na lente EO consegue-se um alinhamento perfeito entre os perfis de
amplitude e fase do impulso, restando apenas uma velocidade de grupo efectiva do impulso
superior à da lente EO ideal. Esta velocidade de grupo efectiva deverá ser considerada nas
aplicações práticas em que se deseje sincronizar o impulso com elementos ópticos a jusante
da lente EO.

Nos gráficos da Fig. 4.19 está representada a distribuição modal dos impulsos à saída
da lente, para as várias simulações. Estes gráficos servem para demonstrar que o número
de modos HG, usados nas simulações, é suficiente para representar o impulso à saída da
lente. Como se observa pelos gráficos, a contribuição dos últimos 10 modos HG para a
reconstrução do impulso é praticamente nula.
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(a)

(b)

Figura 4.17: Perfil de amplitude e fase do impulso à saída da lente em função das diferenças nas
velocidades para σp = 500 fs e L = 5 cm: (a) amplitude (no gráfico os perfis vermelho
e verde são quase coincidentes), (b) fase.
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(a)

(b)

Figura 4.18: Perfil de amplitude e fase do impulso à saída da lente em função do avanço temporal
inicial da lente τ0 para σp = 500 fs, L = 10 cm e nM = 1.004ng: (a) amplitude (no
gráfico, os perfis azul e vermelho são coincidentes), (b) fase.
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(a)

(b)

Figura 4.19: Representação modal do impulso à saida da lente; amplitude dos modos usados nas
simulações: (a) L = 5 cm, (b) L = 10 cm e nM = 1.004ng.
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4.4 Conclusão

Relativamente à propagação em difracção fora de eixo, os resultados das simulações da
secção 4.1 estão qualitativamente de acordo com as previsões da secção 2.4.3.

Demonstrou-se, numericamente, na secção 4.3.3 que a lente temporal EO não ideal
comporta-se como uma lente temporal EO ideal; a correcção introduzida pelos coeficientes
de aberração da lente EO não são, na prática, relevantes.

O resultado mais significativo deste capítulo revela que, mesmo que exista um desajuste
nas velocidades de fase da micro-onda e de grupo do impulso, a lente EO não ideal pode
comportar-se como uma lente EO ideal, desde que o impulso se mantenha dentro da região
parabólica de modulação do índice. Concluiu-se que, em termos práticos, a implementação
de uma lente EO ideal pode conseguir-se apenas por uma sincronização adequada entre
a micro-onda e o impulso ao chegar à lente EO. Este resultado é muito importante visto
que dispensa a condição de ajuste perfeito entre as velocidades das duas ondas quando se
pretende implementar uma lente EO ideal.



Capı́tulo 5
Conclusões Finais

Neste trabalho, foi feito um estudo unificado da propagação da luz em dois regimes distintos:
a propagação de um sinal no regime de difracção espacial e a propagação de um impulso
num meio dispersivo, normalmente conhecido como analogia difracção-espacial/dispersão-
temporal ou analogia DEDT. É do conhecimento geral [17] que a primitiva analogia DEDT
não era aplicável nos casos em que fosse necessário introduzir a dispersão de ordem superior
à 2a na propagação de impulsos. Nos 50 anos de existência desta, nunca foi apresentada uma
solução que resolvesse em definitivo esta limitação.

No Capitulo 2, é apresentada a solução procurada, mostrando-se que existe uma analogia
DEDT completa, em que a sua forma primitiva é apenas um caso particular. A analogia é
completa no sentido em que existe sempre uma equivalência entre todos os parâmetros que
caracterizam a propagação nos dois regimes, seja qual for o nível de aproximação que se
introduza na teoria (Fig. 5.1).

A solução deste problema foi conseguida, estudando a propagação em difracção sob um
perspectiva mais geral do que a tradicionalmente usada - propagação fora de eixo. Fruto da
analogia DEDT completa surgiu um novo conceito em difracção, ao qual se deu o nome de
dispersão geométrica n(kx) que é o análogo no tempo à curva de dispersão do meio n(ω).

Intimamente ligado à analogia DEDT, está o conceito de lente espacial/temporal. A
implementação de uma lente temporal foi pela primeira vez demonstrada experimentalmente
nos anos 80 - lente temporal electro-óptica (EO). O modelo matemático da lente temporal
EO, existente desde os anos 80, pode ser considerado análogo ao da lente espacial delgada.
Como se constatou na secção 3.3, este modelo primitivo não é apropriado para descrever a
propagação de impulsos com duração de sub-picosegundos.

Neste trabalho foi apresentado um modelo da lente temporal EO válido para impul-
sos sub-picosegundo e demonstrou-se que o seu funcionamento é formalmente equivalente
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Figura 5.1: Esquema da nova analogia DEDT, representando-se à esquerda
as concepções ligadas ao espaço e à direita as que estão
relacionadas com o tempo.
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à lente espacial GRIN. Este modelo, para além de introduzir novos conceitos no tempo,
como a escala e os coeficientes de aberração da lente, permite caracterizar completamente
o funcionamento desta. No estudo da lente temporal GRIN considerou-se a propagação do
impulso no interior da lente tendo em conta a dispersão de 2a ordem.

As novas ideias introduzidas por este trabalho - analogia DEDT completa e lente tempo-
ral GRIN - abrem novas perspectivas na abordagem dos problemas relacionados com os dois
regimes de propagação (espaço/tempo) e facilitam uma abordagem unificadora no estudo
dos fenómenos de difracção e dispersão.

5.1 Considerações finais e perspectivas de trabalho

O tema da analogia DEDT, na minha opinião, não está definitivamente resolvido. A analogia
DEDT está assente na aproximação SVEA, como tal deixa de ser válida quando os objectos
em estudo são impulsos de um só ciclo óptico, isto é, impulsos de duração 1fs ou inferior [11,
125–135]. A questão que agora se pode colocar é: será possível estabelecer uma analogia
DEDT para além da aproximação SVEA? Uma resposta a esta questão só um trabalho futuro
a poderá dar.

Outro problema de analogia ainda não resolvido é o da lente temporal paramétrica, que
a par da lente temporal EO, tem uma implementação prática relativamente simples. O
modelo desta lente temporal é análogo ao de uma lente espacial delgada, isto é, não tem
em consideração a propagação do impulso no interior da lente. Encontrar uma analogia
mais completa entre a lente temporal paramétrica e algum fenómeno da difracção poderia,
como no caso da lente temporal EO, revelar novas perspectivas de abordagem, e como
consequência poder caracterizar-se completamente o seu funcionamento. A dificuldade em
encontrar esta analogia está na natureza do funcionamento da lente paramétrica porque
se baseia num processo de soma/diferença de frequências, tratando-se, portanto, de um
processo não linear. Tentar encontrar esta analogia é o trabalho que tenho entre mãos.

Uma outra questão em aberto envolve a direcção de propagação do impulso e a da micro-
onda na lente temporal EO. O modelo da lente temporal EO da secção 3.3.2 considera que
a micro-onda moduladora do índice é co-propagante com o impulso. No caso da micro-
onda ser contra-propagante, o impulso vai possivelmente “ver” vários períodos de modulação
do índice. Para o caso do modelo da lente temporal EO delgada, secção 3.1.1, o efeito
introduzido no impulso pela modulação contra-propagante é nulo, não o sendo se tivermos
em conta a propagação do impulso no interior da lente. A aproximação parabólica do modelo
da secção 3.3.2 deixa de ser válida neste caso, visto que o impulso “vê” vários períodos
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de modulação. Mas o modelo da lente temporal EO da secção 3.3.5, em que as funções
HG estão centradas em τ = 0 (embora não tenha sido feito um estudo mais aprofundado)
é, em principio, adequado para descrever a propagação de um impulso na lente com uma
modulação contra-propagante. Como, neste modelo, a aproximação parabólica à modulação
do índice de refracção é em torno de τ = 0, isto é, acompanha o impulso independentemente
da região de modulação, então, mesmo que o impulso atravesse a região linear de modulação
do índice de refracção, a aproximação parabólica continuará a ser válida.



Apêndice A
Convenções usadas

Uma onda plana pode ser descrita de duas formas diferentes

exp [i(ωt−k · r)] , (A.1)

ou
exp [−i(ωt−k · r)] . (A.2)

Neste trabalho optou-se pela primeira forma. Para tal, surgiu a necessidade de usar duas
definições para a transformada de Fourier, uma no tempo e a outra no espaço, dadas por

g(ω) = F {g(t)} =
+∞∫
−∞

g(t)exp(−iωt)dt, (A.3)

g(k) = F {g(r)} =
+∞∫∫
−∞

g(r)exp(ik · r)dr, (A.4)

e as respectivas transformada inversa

g(t) = F −1{g(ω)} =
+∞∫
−∞

g(ω)exp(iωt)dω, (A.5)

g(r) = F −1{g(k)} =
+∞∫∫
−∞

g(k)exp(−ik · r)dk. (A.6)

Faz-se notar que na notação adoptada, neste trabalho, é usado o mesmo símbolo para a
função e respectiva transformada de Fourier, a distinção entre elas faz-se através das suas
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variáveis, por exemplo

g(t) F−−−−−→ g(ω) F −1
−−−−−−→ g(t).



Apêndice B
Solução da equação de difusão

A equação diferencial de difusão a uma dimensão nas variáveis (ξ,τ) tem a forma

∂A(ξ,τ)
∂ξ

−D
∂2A(ξ,τ)

∂τ2 = 0, (B.1)

em que D é uma constante. Como a equação é de primeira ordem na variável ξ vai tentar-se
resolvê-la, aplicando a transformada de Fourier na variável τ [136], isto é,

A(ξ,ω) =
∫

∞

−∞

A(ξ,τ)exp(−iωτ)dτ. (B.2)

Aplicando, então, a transformada de Fourier à equação de difusão (B.1), resulta a equação
diferencial de primeira ordem

∂A(ξ,ω)
∂ξ

+ω
2DA(ξ,ω) = 0, (B.3)

cuja solução é
A(ξ,ω) = A(0,ω)exp(−ω

2Dξ). (B.4)

A solução geral da equação obtém-se fazendo uso do teorema da convolução

A(ξ,τ) = F −1
{

A(0,ω)e−ω2Dξ

}
=
∫

∞

−∞

A(0,τ′)exp
[
−(τ− τ

′)2/4Dξ
]

dτ
′

= exp(−τ
2/4Dξ)

∫
∞

−∞

A(0,τ′)exp(−τ
′2/4Dξ)exp(ττ

′/2Dξ)dτ
′.

(B.5)
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A Eq. (B.5) identifica-se facilmente com o integral de propagação de Fresnel. Com D ≡
iβ2/2, obtém-se a solução da Eq. (2.14), que descreve a propagação de um impulso na
aproximação de segunda ordem na dispersão. Com D =−i/2k0, τ ≡ r⊥ e ξ ≡ z obtém-se a
solução, na aproximação paraxial, da propagação livre na difracção, dada pela Eq. (2.32).



Apêndice C
Função Hermite-Gaussiana - Definição e
Propriedades

A definição, adoptada neste trabalho, para as funções Hermite-Gaussianas (HG) é

φn(τ) = CnHn (τ/στ)exp
(
− τ2

2σ2
τ

)
com n = 0,1,2, · (C.1)

em que Hn é o polinómio de Hermite de grau n, Cn =
(
2nn!
√

πστ

)−1/2 é a constante de
normalização e στ é o parâmetro de escala. Com esta definição, as funções HG estão
normalizadas

+∞∫
−∞

φn(τ)φm(τ)dτ = δnm. (C.2)

Pode demonstrar-se que as funções HG formam um conjunto completo de soluções da
equação diferencial [105]

σ
2
τ

∂2φn(τ)
∂τ2 +

[
(2n+1)− τ2

σ2
τ

]
φn(τ) = 0, com n = 0,1,2,· · · . (C.3)

O uso extensivo, neste trabalho, das funções Hermite-Gaussianas e das suas propriedades,
justifica a apresentação neste apêndice de algumas das relações menos conhecidas destas
funções [137, 138], que a seguir se indicam
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Derivadas

∂φn(τ)
∂τ

=
√

2n
στ

φn−1(τ)−
τ

σ2
τ

φn(τ), (C.4a)

∂2φn(τ)
∂τ2 =

2
√

n(n−1)
στ

φn−2(τ)−
2τ
√

2n
σ3

τ

φn−1(τ)−
1

σ2
τ

(
1− τ2

σ2
τ

)
φn(τ). (C.4b)

Integrais com potências de τ

+∞∫
−∞

φn(τ)
τ

στ

φm(τ)dτ =


√

(m+1)/2 se n = m+1,√
m/2 se n = m−1.

(C.5a)

+∞∫
−∞

φn(τ)
τ2

σ2
τ

φm(τ)dτ =
1
2


√

(m+1)(m+2) se n = m+2,

2m+1 se n = m,√
m(m−1) se n = m−2.

(C.5b)

Integrais em seno e coseno1

+∞∫
−∞

sin(ωτ)φm+2 j+1(τ)φm(τ)dτ =

=
(−2)− j
√

2
(ωστ)2 j+1

√
m!

(m+2 j +1)!
exp
(
−ω2σ2

τ

4

)
L2 j+1

m

(
ω2σ2

τ

2

)
,

(C.6a)

+∞∫
−∞

cos(ωτ)φm+2 j(τ)φm(τ)dτ =

= (−2)− j(ωστ)2 j

√
m!

(m+2 j)!
exp
(
−ω2σ2

τ

4

)
L2 j

m

(
ω2σ2

τ

2

)
,

(C.6b)

Relação assimptótica

No limite de n grande os polinómios de Hermite comportam-se na vizinhança da origem da
forma

H2n(τ/στ)∼
4nn!√

π
cos
(
2
√

nτ/στ

)
(C.7)

1 Na referência [138] falta o factor 1/
√

2 no valor do integral (C.6a).



Apêndice D
Implementação numérica do modelo da
lente temporal electro-óptica

A implementação numérica do modelo da lente temporal electro-óptica, Eqs. (3.80), foi
realizada no programa Mathematica c©. Como este programa está mais vocacionado para
o cálculo simbólico, ele permitiu desenvolver o algoritmo rapidamente, focando a atenção
nas questões físicas do problema e deixando para segundo plano as questões específicas da
implementação numérica. Comparativamente a uma implentação com outro tipo de software
como por exemplo o Matlab c©, o preço pago por esta escolha foi uma fraca eficiência
numérica.

O algoritmo de propagação de um impulso na lente temporal EO pode ser resumido em
cinco passos:

1. Cálculo dos parâmetros físicos da lente temporal EO: στ, α, etc.

2. Cálculo dos coeficientes modais do impulso am à entrada da lente temporal EO, pro-
jectando o impulso nos modos HG, Eq. (3.34).

3. Construção do sistema de equações diferenciais acopladas, Eqs. (3.80).

4. Resolução numérica do sistema de equações diferenciais.

5. Reconstrução do impulso à saída da lente temporal EO a partir dos coeficientes modais
obtidos no passo anterior, Eq. (3.33).



Lente temporal electro-óptica

Definições iniciais
‡ Constantes (mm, fs)

Velocidade da luz

c = 0.2998;

‡ Equações de Sellmeier do cristal; l in mm

no2@l_D := 4.9048 + 0.11768 ê Hl2 - 0.04750L - 0.027169 l2;
ne2@l_D := 4.5820 + 0.099169 ê Hl2 - 0.04443L - 0.021950 l2;
lmax = 5.20;
lmin = 0.420;

‡ Coeficientes dispersão 

b@w_D := Sqrt@ne2@2 p c ê wDD w ê c;
b1@w_D := Evaluate@∂w b@wDD;
b2@w_D := Evaluate@∂w ∂w b@wDD;
b3@w_D := Evaluate@∂w ∂w ∂w b@wDD;

‡ Escala da lente temporal electro-óptica

EOScale@w0_, wm_, Dn0_D :=

i
k
jj Sqrt@ne2@2 p c ê w0DD b2@w0D

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Dn0 b@w0D wm2

y
{
zz
1ê4

‡ Distância de Fourier da lente temporal electro-óptica

FourierLength@w0_, wm_, Dn0_D :=

p
ÅÅÅÅ
2

i
k
jjj b@w0D b2@w0D 

Dn0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Sqrt@ne2@2 p c ê w0DD wm2y{

zzz
-1ê2

‡ Funções Hermite-Gaussian - normalizadas

HG@n_, x_, a_D :=

Ia 
è!!!!

p  2n n!M-1ê2
 HermiteH@n, x ê aD Exp@- x^2 ê H2 a^2LD;

‡ Coeficients Cmj

CCoef@m_, j_, x_D := Iè!!!!
2 M^H-jL x^Hj - 2L 

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%m!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHm + jL!

 Exp@-x x ê 4D LaguerreL@m, j, x x ê 2D;



Cálculo dos parâmetros da lente temporal electro-óptica 
‡ Constantes (mm, fs)

Comprimento de onda e frequência central do impulso

l0 = 1;
ve0 = c ê Sqrt@ne2@l0DD
vo0 = c ê Sqrt@no2@l0DD
w0 = 2 p c ê l0

Micro-onda moduladora

wm = 2 p ê 2 * 10-4 H* fs-1 H50 GHzL *L
lm = 2 p c ê wm
Dn0 = 10-4

Escala da lente temporal EO

s = EOScale@w0, wm, Dn0D

‡ Coeficientes de dispersion do cristal

8b@w0D, b1@w0D, b2@w0D, b3@w0D, b2@w0D ê b@w0D<
8 b1@w0D-1, vpm, b1@w0D - 1 ê vpm<

‡ Desajuste nas velocidades das duas ondas - parâmetro a

ng = b1@w0D c
nm = H1 + 4 ê 1000L ng;

a = -
1
ÅÅÅÅÅÅ
c
ng i

k
jjj1 -

nm
ÅÅÅÅÅÅÅ
ng

y
{
zzz

Atraso inicial da lente temporal EO

azInit = 0;



Impulso à entrada da lente temporal EO
‡ Projecção do impulso  à entrada da lente nos modos HG

Número máximo de modos 

MaxPulseMode = 60;

FWHM em amplitude do impulso gaussiano à entrada da lente

Dt = 500
Pulse = Exp@-4 Log@2D Ht ê DtL2 D;

Cáculo dos coeficientes modais am

PulseCoefs = Table@NIntegrate@Pulse HG@n, t - azInit, sD,
8t, -¶, ¶<, AccuracyGoal Ø 6,
MaxRecursion Ø 20D, 8n, 0, MaxPulseMode<D;

PulseCoefs = ChopAPulseCoefs, 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
106

E;

‡ Verificação da reconstrução do impulso a partir dos modos HG

PulseRecon =
Sum@Chop@PulseCoefs@@n + 1DDD HG@n, t - azInit, sD,
8n, 0, MaxPulseMode<D;

MaxPulseValue = PulseRecon ê. t Ø 0

Plot@8PulseRecon, Pulse<, 8t, -3 Dt, 3 Dt<D
Plot@8HPulseRecon - PulseL<, 8t, -3 Dt, 3 Dt<D

Erro médio

nPoints = 200;
Sum@Abs@PulseRecon - PulseD,

8t, -2 Dt, 2 Dt, 4 Dt ê nPoints<D ê nPoints



Propagação na lente temporal EO
‡ Parâmetros físicos da lente

lf = FourierLength@w0_, wm_, Dn0_D ê 104 ; H* cm *L

Print@"Scale: ", s, "\nFourier Length: ", lfD

‡ Simulação

ü Parâmetros da simulação

MaxMode = MaxPulseMode ;
cf = 104; H* factor de conversão: mm-1 Ø cm-1 *L

Comprimento da lente temporal EO

zMax = 10 H* cm *L

Factores de acoplamento

k0 = cf b@w0D Dn0 ê Sqrt@ne2@l0DD
k1 = cf a ê s

k2 = cf b@w0D wm $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%b2@w0D Dn0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
b@w0D Sqrt@ne2@l0DD

ü Aproximação parabólica

a0 = Table@0, 8MaxMode<D;

a0 = Join@PulseCoefs, Table@0, 8MaxMode - MaxPulseMode<DD

AVector = Table@a@n, zD, 8n, 0, MaxMode - 1<D;
CoefMatrix = TableASwitchAn - m,

0, Â H-k2 Hm + 1 ê 2LL,
1, k1

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hm + 1L ê 2 ,

-1, -k1
è!!!!!!!!!!
m ê 2 ,

_, 0E,
8m, 0, MaxMode - 1<, 8n, 0, MaxMode - 1<E;

EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;

Eqns =
Table@∂z a@n - 1, zD ã EqnsMatrix@@nDD, 8n, MaxMode<D ;

Eqns = Join@Eqns, Table@
HAVector@@nDD ê. z -> 0L ã a0@@nDD, 8n, MaxMode<DD;



ü Aproximação de 1 ordem

a0 = Join@PulseCoefs, Table@0, 8MaxMode - MaxPulseMode<DD
AVector = Table@a@n, zD, 8n, 0, MaxMode - 1<D;
CoefMatrix = TableASwitchAn - m,

0,
-Â k2 Hm ê 2 + 1 ê 4 - CCoef@m, 0, wm sD + 1 ê Hwm sL^2L,

1, k1
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hm + 1L ê 2 ,

-1, -k1
è!!!!!!!!!!
m ê 2 ,

2,

Â k2 ê 4 Iè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hm + 1L Hm + 2L - 4 CCoef@m, 2, wm sDM,
-2,

Â k2 ê 4 Iè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
m Hm - 1L - 4 CCoef@m, -2, wm sDM,

_, 0E,
8m, 0, MaxMode - 1<, 8n, 0, MaxMode - 1<E;

EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;
Eqns =
Table@∂z a@n - 1, zD ã EqnsMatrix@@nDD, 8n, MaxMode<D ;

Eqns = Join@Eqns, Table@
HAVector@@nDD ê. z -> 0L ã a0@@nDD, 8n, MaxMode<DD;

ü Aproximação de 2 ordem

a0 = Join@PulseCoefs, Table@0, 8MaxMode - MaxPulseMode<DD
AVector = Table@a@n, zD, 8n, 0, MaxMode - 1<D;
CoefMatrix = TableASwitchAn - m,

0,
-Â k2 Hm ê 2 + 1 ê 4 - CCoef@m, 0, wm sD + 1 ê Hwm sL^2L,

1, - k1
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hm + 1L ê 2 ,

-1, k1
è!!!!!!!!!!
m ê 2 ,

2,

Â k2 ê 4 Iè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hm + 1L Hm + 2L - 4 CCoef@m, 2, wm sDM,
-2,

Â k2 ê 4 Iè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
m Hm - 1L - 4 CCoef@m, -2, wm sDM,

4, - k2 CCoef@m, 4, wm sD,
-4, -k2 CCoef@m, -4, wm sD,
_, 0E,

8m, 0, MaxMode - 1<, 8n, 0, MaxMode - 1<E;
EqnsMatrix = CoefMatrix . AVector;
Eqns =
Table@∂z a@n - 1, zD ã EqnsMatrix@@nDD, 8n, MaxMode<D ;

Eqns = Join@Eqns, Table@
HAVector@@nDD ê. z -> 0L ã a0@@nDD, 8n, MaxMode<DD;

ü Solução do sistema de equações acopladas

Sol = NDSolve@Eqns, AVector,
8z, 0, zMax<, MaxStepFraction Ø 1 ê 10000,
WorkingPrecision Ø 10, PrecisionGoal Ø 6D;



Impulso à saída da lente temporal EO

aOut =
Table@a@n, zD ê. Sol, 8n, 0, MaxMode - 1<D êê Flatten;

OutputPulse =
Sum@aOut@@n + 1DD HG@n, t - a cf z, sD, 8n, 0, MaxMode - 1<D;

Matriz da evolução do impulso no interior da lente

Deltat = 2000;
Nt = 128;
Nz = 100;
tTable = N@Table@t,

8t, -Deltat ê 2, Deltat ê 2 - Deltat ê Nt, Deltat ê Nt <DD;
zTable = N@ Table@z, 8z, 0, zMax , zMax ê Nz <DD;

Propagation = Table@OutputPulse, 8z, 0, zMax, zMax ê Nz <,
8t, -Deltatê 2, Deltat ê 2 - Deltat ê Nt, Deltat ê Nt < D;

Dimensions@PropagationD

Gráficos da propagação do impulso no interior da lente

ListDensityPlot@Abs@PropagationD,
PlotRange Ø All, Mesh Ø False, ColorFunction Ø HueD

Gráficos do impulso à entrada e saída da lente

grf1 = ListPlot@Abs@Propagation@@1DDD,
PlotRange Ø All, PlotJoined Ø TrueD

grf2 = ListPlot@Abs@Propagation@@NzDDD,
PlotRange Ø All, PlotJoined Ø TrueD

Show@grf1, grf2D
ListPlot@Abs@Propagation@@NzDDD,
PlotRange Ø All, PlotJoined Ø TrueD

ListPlot@Im@Propagation@@NzDDD,
PlotRange Ø All , PlotJoined Ø TrueD

ListPlot@Re@Propagation@@NzDDD,
PlotRange Ø All, PlotJoined Ø TrueD

ListPlot@Arg@Propagation@@NzDDD,
PlotRange Ø 8-Pi, Pi<, PlotJoined Ø TrueD



‡ Guardar resultados da simulação

FileName = StringJoin@"..\\Data\\",
"PPz", ToString@IntegerPart@zMaxDD, "n",
ToString@IntegerPart@Hnm ê ng - 1L * 10000 + 0.5DD, ".dat"D

Export@FileName,
Join@88N@wmD, N@Dn0D, N@sD, N@w0D, N@aD,

N@DtD, N@a zMaxD, N@nm ê ngD <,
8MaxPulseMode,

zMax, N@DeltatD, Nz, Nt<,
zTable, tTable<,

Abs@PropagationD, Arg@PropagationDD, "Table"D
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